
A型Jackson積分とRamanujan 1ψ1

和公式, Slater rψr変換公式の一般化
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野海 正俊 (神戸大学・理)

底 q ∈ C∗ (|q| < 1)に関して記号 (u)∞ =
∏∞

i=0(1 − qiu)を用いる. (C∗)n上の関数
φ = φ(z) = φ(z1, . . . , zn)に対して, ⟨φ, z⟩を次のように定義する.

⟨φ, z⟩ =
∫ z∞

0

φ(w)Φ(w)∆(w)
dqw1

w1

∧ · · · ∧ dqwn

wn

= (1− q)n
∑
ν∈Zn

φ(zqν)Φ(zqν)∆(zqν).

ただしν = (ν1, . . . , νn) ∈ Znに対して zqν = (z1q
ν1 , . . . , znq

νn) ∈ (C∗)nとする. ここで

Φ(z) = (z1z2 · · · zn)α
n∏

i=1

s∏
m=1

(qa−1
m zi)∞

(bmzi)∞

∏
1≤j<k≤n

z2τ−1
j

(qt−1zk/zj)∞
(tzk/zj)∞

,

∆(z) =
∏

1≤j<k≤n

(zj − zk)

とする. ただし qτ = tである. 和 ⟨φ, z⟩が収束するとき, ⟨φ, z⟩をA型Jackson積分と
呼ぶ. θ(u) = (u)∞(qu−1)∞とするとき,

⟨⟨φ, z⟩⟩ = ⟨φ, z⟩
Θ(z)

, Θ(z) =
n∏

i=1

zαi∏s
m=1 θ(bmzi)

∏
1≤j<k≤n

z2τj θ(zj/zk)

θ(tzj/zk)

とおき, ⟨⟨φ, z⟩⟩をA型Jackson積分の正則化と呼ぶ.

Z = Zs,n = {µ = (µ1, µ2, . . . , µs) ∈ Ns ; µ1 + µ2 + · · ·+ µs = n}
とおくとき |Zs,n| =

(
n+s−1

n

)
である. x = (x1, x2, . . . , xs) ∈ (C∗)sとµ ∈ Zs,nに対して

xµ = (x1, x1t, . . . , x1t
µ1−1︸ ︷︷ ︸

µ1

, x2, x2t, . . . , x2t
µ2−1︸ ︷︷ ︸

µ2

, . . . , xs, xst, . . . , xst
µs−1︸ ︷︷ ︸

µs

) ∈ (C∗)n (1)

とする. Jackson積分表示の差分de Rham理論 [2]により, ⟨⟨φ, z⟩⟩はランク
(
n+s−1

n

)
の q-

差分方程式を満たし,その方程式はzによらないことがわかっている. ⟨⟨φ, xµ⟩⟩ (µ ∈ Zs,n)

は解空間の基底をなし, ⟨⟨φ, z⟩⟩をその一次結合で書くことを接続公式と呼ぶ.

定理1(接続公式). φ(z)が (C∗)n 上の正則な対称函数ならば,

⟨⟨φ, z⟩⟩ =
∑

λ∈Zs,n

⟨⟨φ, xλ⟩⟩Eλ(x; z) (2)

が成立. ここで, 接続係数Eλ(x; z)は具体的に次のように与えられる.

Eλ(x; z) =
∑

K1⊔···⊔Ks
={1,2,...,n}

s∏
i=1

∏
k∈Ki

[
θ(qαb1 · · · bstn−1zk

∏
1≤l≤s
l̸=i

xlt
λ
(k−1)
l )

θ(qαb1 · · · bstn−1
∏s

l=1 xlt
λ
(k−1)
l )

∏
1≤j≤s
j ̸=i

θ(zk x
−1
j t−λ

(k−1)
j )

θ(xitλ
(k−1)
i x−1

j t−λ
(k−1)
j )

]
.

(3)

ただしλ
(k)
i = |Ki ∩{1, 2, . . . , k}|で, 和は |Ki| = λi (i = 1, 2, . . . , s)を満たすような添字

集合の分割K1 ⊔ · · · ⊔Ks = {1, 2, . . . , n}の全体に亘る.

接続公式 (2)はSlaterの rψr変換公式 [4, 式 (5.4.3), p.142]の一般化になっている. また
(3)で表される函数Eλ(x; z)をA型楕円Lagrange補間函数と呼ぶことにする.

本研究は科研費 [課題番号:(C)25400118および (B)15H03626]の助成を受けたものである。
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例 (n = 1の場合). Zs,1 = {ϵ1, ϵ2, . . . , ϵs}である. ただし ϵi = (0, . . . , 0,

i
⌣

1, 0, . . . , 0).

このとき Eϵi(x; z) =
θ(qαb1 · · · bsx1 · · · xsz/xi)
θ(qαb1 · · · bsx1 · · · xs)

∏
1≤j≤s
j ̸=i

θ(z/xj)

θ(xi/xj)
となる. 接続公式 (2)の

z = ai (i = 1, . . . , s), xj = b−1
j (j = 1, . . . , s)の場合は [3]に, φ ≡ 1の場合は [8]に与え

られている. またφ ≡ 1の場合の接続公式 (2)はSlaterの rψrの変換公式と一致する [7].

例 (s = 1の場合). Z1,n = {(n)}であり, x ∈ C∗ に対し, x(n) = (x, xt, . . . , xtn−1)であ
る. このとき, 接続公式 (2)は以下のようになる ([5]参照).

⟨⟨φ, z⟩⟩ = ⟨⟨φ, x(n)⟩⟩E(n)(x; z), ただし E(n)(x; z) =
n∏

i=1

θ(qαb1t
n−1zi)

θ(qαb1tn−1xti−1)
. (4)

さらに, A型楕円Lagrange補間函数Eλ(x; z)の性質を使うことにより次が導かれる.

定理2. B = Bs,n = {λ = (λ1, λ2, . . . , λn) ∈ Zn ; s− 1 ≥ λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0} とす
る. Schur函数 σλ(z) = det

(
z
λj+n−j
i

)
1≤i,j≤n

/
∆(z) に対して, 以下が成立する.

det
(
⟨⟨σλ, xµ⟩⟩

)
λ∈B
µ∈Z

= {(1− q)(q)∞}n(
n+s−1

n )

×
n∏

k=1

[
(qt−(n−k+1))s∞

(qt−1)s∞

θ(qαtn+k−2
∏s

l=1 xlbl)
∏s

i=1

∏s
j=1(qa

−1
i b−1

j t−(n−k))∞

(qαtn−k)∞(q1−αt−(n+k−2)
∏s

i=1 a
−1
i b−1

i )∞

](s+k−2
k−1 )

×
n∏

k=1

[ n−k∏
r=0

∏
1≤i<j≤s

xit
rθ(x−1

i xjt
(n−k)−2r)

](s+k−3
k−1 )

. (5)

例 (s = 1の場合 [5]). 上記公式と (4)を組み合わせると

⟨⟨1, z⟩⟩ = (1− q)n(q)n∞

n∏
j=1

(qt−j)∞(qa−1
1 b−1

1 t−(j−1))∞ θ(qαb1t
n−1zj)

(qt−1)∞(qαtj−1)∞(q1−αa−1
1 b−1

1 t−(n+j−2))∞
.

この公式は [1]で与えられ, 特に z = (a1, a1t, . . . , a1t
n−1)のときは, Askey, Habsieger,

Kadell, Evansによって与えられた q-Selberg積分の公式と一致する. n = 1の場合は
Ramanujan の 1ψ1和公式 [4, 式 (5.2.1), p.138]と一致することから, (5)は 1ψ1和公式の
拡張となっている。
注.以上,定理1,定理2に対応するBCn型Jackson積分の場合の結果は [6]を参照のこと.

講演ではA型楕円Lagrange補間函数との関係, 接続公式 (2)や上記公式 (5)の証明に
ついて触れる予定である.
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A型楕円Lagrange補間函数の構成法
伊藤 雅彦 (東京電機大学・未来科学部)

野海 正俊 (神戸大学・理)

A型Jackson積分の接続関係式 [1,式 (2)]に現れる楕円Lagrange補間函数Eµ(x; z)を,

z = (z1, . . . , zn) ∈ (C∗)nの函数として構成し, その性質を述べる (ζ = qαtn−1b1 · · · bs).

ζ ∈ C∗を固定し, 次の条件 (1), (2)を満たす函数f(z)の全体をHs,nと書く.

(1) f(z)は (C∗)n上の対称な正則函数,

(2) f(z)は qシフト zi → qziに対して次の擬周期性を満たす:

Tq,zif(z) = f(z)/(−zi)sζ (i = 1, 2, . . . , n).

Hs,nのC線型空間としての次元は
(
s+n−1

n

)
である.

Z = Zs,n = {µ = (µ1, µ2, . . . , µs) ∈ Ns ; µ1 + µ2 + · · ·+ µs = n}
とするときHs,nの基底Eλ(x; z) (λ ∈ Zs,n)で, 補間函数の性質

Eλ(x; xµ) = δλµ (λ, µ ∈ Zs,n) (1)

を満たすものを構成する. xµはx = (x1, . . . , xs) ∈ (C∗)sに対して次で与えられた点.

xµ = (x1, x1t, . . . , x1t
µ1−1︸ ︷︷ ︸

µ1

, x2, x2t, . . . , x2t
µ2−1︸ ︷︷ ︸

µ2

, . . . , xs, xst, . . . , xst
µs−1︸ ︷︷ ︸

µs

) ∈ (C∗)n

以下, e(u; v) = uθ(v/u)とおく. e(u; v) = −e(v;u), e(qu; v) = (−v/u)e(u; v)が成立.

例 (n = 1の場合). Zs,1 = {ϵ1, ϵ2, . . . , ϵs}である. ただし ϵi = (0, . . . , 0,
i
⌣

1, 0, . . . , 0).

x = (x1, . . . , xs)に対し, xϵi = xi ∈ C∗.

Eϵi(x; z) =
e(z ζ

∏s
k=1 xk;xi)

e(xiζ
∏s

k=1 xk; xi)

∏
1≤j≤s
j ̸=i

e(z ;xj)

e(xi; xj)
(2)

とすれば, Eϵi(x; xj) = δijを満たし, {Eϵi(x; z) ; i = 1, . . . , s}はH1,nの基底をなす.

●補間函数Eλ(x; z)の構成法
n ≥ 2の場合には z = (z1, . . . , zn)に対してEλ(x; z) (λ ∈ Zs,n)を帰納的に

Eλ(x; z1, . . . , zn) =
∑

1≤k≤s;λk>0

Eλ−ϵk(x; z1, . . . .zn−1)Eϵk(xt
λ−ϵk ; zn).

で定義する. ただし, xtµ = (x1t
µ1 , . . . , xst

µs) ∈ (C∗)s. このとき,

定理1.(双対Cauchy核) 条件 ζ
∏s

i=1wi = 1のもとで,

Ψ(z, w) :=
n∏

i=1

s∏
j=1

e(zi, wj) =
∑

µ∈Zs,n

Eµ(x; z)Fµ(x;w) (3)

が成立. ここで, x,w ∈ (C∗)sに対して
Fµ(x;w) := Ψ(xµ;w) =

s∏
i=1

s∏
j=1

e(xi;wj)µi

と定める. ただし, e(u; v)r = e(u; v)e(ut; v) · · · e(utr−1; v).

三角性 w(ν) :=
(
x1t

ν1, x2t
ν2, . . . , xs−1t

νs−1, (ζ
∏s−1

k=1xkt
νk)−1

)
∈ (C∗)sのとき, Fµ(x;w(ν)) =∏s

i=1{e(xi; (ζ
∏s−1

k=1xkt
νk)−1)µs

∏s−1
j=1 e(xi;xjt

νj)µi
}となり,結果的に行列

(
Fµ(a;w(ν))

)
µ,ν∈Z

は上三角となり, 特にdet
(
Fµ(a;w(ν))

)
µ,ν∈Z ̸= 0 であることが確かめられる.

本研究は科研費 [課題番号:(C)25400118および (B)15H03626]の助成を受けたものである。
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系. ζ
∏s

i=1wi = 1上でw ∈ (C∗)sの正則函数族{Fµ(x;w) ;µ ∈ Zs,n}はC上一次独立.

系. {Eµ(x; z) ;µ ∈ Zs,n} はC線形空間Hs,nの基底となりEλ(x; xµ) = δλµ.

●補間函数の再帰的関係式
定理2. n = p + qとする. z = (z1, . . . , zn) ∈ (C∗)nに対して, z′ = (z1, . . . , zp) ∈ (C∗)p

と z′′ = (zp+1, . . . , zn) ∈ (C∗)qとおき，z = (z′, z′′)と表す.このとき以下が成立する.

Eλ(x; z) =
∑

µ∈Zs,p, ν∈Zs,q
µ+ν=λ

Eµ(x; z
′)Eν(xt

µ; z′′). (4)

※ (4)の証明には (3)とFµ(x;w)の性質 Fµ(x;w)Fν(xt
µ;w) = Fµ+ν(x;w) が使われる.

この漸化式 (4)を何度も使うと,

Eλ(x; z) =
∑

(i1,...,in)∈{1,...,s}n
ϵi1

+···+ϵin=λ

Eϵi1
(x; z1)Eϵi2

(xtϵi1 ; z2)Eϵi3
(xtϵi1+ϵi2 ; z3) · · ·Eϵin

(xtϵi1+···+ϵin−1 ; zn)

が得られるので, 式 (2)により補間函数Eλ(x; z)の具体的表示は以下のようになる.

系.

Eλ(x; z) =
∑

K1⊔···⊔Ks
={1,2,...,n}

s∏
i=1

∏
k∈Ki

[
e(zk ζ

∏s
l=1 xlt

λ
(k−1)
l ;xit

λ
(k−1)
i )

e(xitλ
(k−1)
i ζ

∏s
l=1 xlt

λ
(k−1)
l ; xitλ

(k−1)
i )

∏
1≤j≤s
j ̸=i

e(zk;xjt
λ
(k−1)
j )

e(xitλ
(k−1)
i ;xjt

λ
(k−1)
j )

]
.

ただしλ
(k)
i = |Ki ∩{1, 2, . . . , k}|で, 和は |Ki| = λi (i = 1, 2, . . . , s)を満たすような添字

集合の分割K1 ⊔ · · · ⊔Ks = {1, 2, . . . , n}の全体に亘る.

●二つの補間函数間の変換係数
x, y ∈ (C∗)s, z ∈ (C∗)nに対して, Eµ(x; z)をEν(y; z) (ν ∈ Zs,n)によって展開する.

Eµ(x; z) =
∑

ν∈Zs,n

cµν Eν(y; z).

このとき, 式 (1)より直ちに変換係数 cµνは cµν = Eµ(x; yν)と書ける.よって特に

Eµ(x; zλ) =
∑

ν∈Zs,n

Eµ(x; yν)Eν(y; zλ).

これより, 変換係数 cµνからなる行列E(x; y) :=
(
Eµ(x; yν)

)
µ,ν∈Zs,n

に対して次が成立.

定理3. x, y, z ∈ (C∗)sに対し,

E(x; z) = E(x; y)E(y; z), E(x; x) = I, E(y; x) = E(x; y)−1.

系. detE(x; y) =
n∏

k=1

[
θ(ζtk−1

∏s
i=1 yi)

θ(ζtk−1
∏s

i=1 xi)

](s+k−2
k−1 )[ n−k∏

r=0

∏
1≤i<j≤s

e(yit
r; yjt

(n−k)−r)

e(xitr; xjt(n−k)−r)

](s+k−3
k−1 )

.

※この行列式は, A型Jackson積分の行列式公式 [1, 式 (5)]を証明する際に使われる.

注. 以上の定理に対応するBCn型楕円Lagrange補間函数の場合の結果は [2]を参照.

参考文献
[1] 伊藤, 野海: A型 Jackson積分とRamanujan 1ψ1和公式, Slater rψr変換公式の一般化, 本アブストラ
クト集

[2] M. Ito and M. Noumi: A generalization of the Sears–Slater transformation and elliptic Lagrange
interpolation of type BCn, arXiv:1506.07267.

-4-



A generalization of the q-Chu–Vandermonde sum for
basic hypergeometric series

上岡　修平 (京都大学)∗

1. q-Chu–Vandermondeの和公式の一般化
Gaussの超幾何級数の q-類似である q-超幾何級数

2ϕ1

(
a, b

c
; q, z

)
=

∞∑
i=0

(a; q)i(b; q)i
(c; q)i(q; q)i

zi (1)

を考える. ただし (a; q)iは q-Pochhammer記号であり

(a; q)i =
i−1∏
k=0

(1− aqk) (2)

(i ∈ N = {0, 1, 2, . . . })により定義される. 特に a = q−n (n ∈ N)のとき q-超幾何級数
(1)は (変数 zに関して)高々n次の多項式になる.

q-超幾何級数 (1)の満たす公式

2ϕ1

(
q−n, a

c
; q, q

)
=

(c/a; q)n
(c; q)n

an, n ∈ N (3)

を q-Chu–Vandermondeの和公式という (例えば [1, 2]). q-Chu–Vandermondeの和公式
(3)は, q-二項定理や q-Pfaff–Saalschützの和公式と並んで q-超幾何級数の満たす基本的
な和公式のひとつである (例えば [1, 2]). 本講演では q-Chu–Vandermondeの和公式 (3)

のひとつの一般化として, 次の和公式を紹介する.

定理 1 (K. [3]). 任意のn ∈ Nおよび不定元a, c, p1, . . . , pn−1, q1, . . . , qn−1に対して
n∑

i=0

{
i−1∏
k=0

(
1

pk
− a

)} ∑
i≥νi≥···≥νn−1≥0

n−1∏
k=i

(
cqk−νk − 1

pνk

)
=

n−1∏
k=0

(cqk − a) (4)

が成り立つ. ただしpk = p1 · · · pk, qk = q1 · · · qkである. また左辺の第 2の和は, 弱い
意味で単調減少なn− i個の非負整数の列 (νi, . . . , νn−1)でνi ≤ iを満たすもの全てにわ
たってとる.

和公式 (4)はp1 = · · · = pn−1 = q1 = · · · = qn−1 = qのとき q-Chu–Vandermondeの和
公式 (3)に帰着する. この意味で和公式 (4)は q-Chu–Vandermondeの和公式 (3)の多パ
ラメータ拡張を与えている.

2. 直交多項式への応用
変数 zに関する多項式

Ln(z; a; p1, p2, . . . ; q1, q2, . . . ) =
n∑

i=0

zi

(
n−1∏
k=i

pk

) ∑
i≥νi≥···≥νn−1≥0

n−1∏
k=i

(
aqk−νk − 1

pνk

)
(5)

∗〒 606-8501 京都市左京区吉田本町　京都大学大学院情報学研究科
e-mail: kamioka.shuhei.3w@kyoto-u.ac.jp
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(n ∈ N)を考える. 多項式 (5)は p1 = p2 = · · · = q1 = q2 = · · · = qのとき古典直交多項
式のひとつである little q-Laguerre (Wall)多項式 (例えば [4])

Ln(z; a/q; q) = (−1)nq(
n
2)(a; q)n 2ϕ1

(
q−n, 0

a
; q, zq

)
(6)

に帰着する. この意味で多項式 (5)は little q-Laguerre多項式の多パラメータ拡張を与
えている. little q-Laguerre多項式の持つ直交性は次のように拡張される.

定理 2 (K. [3]). 多項式 (5)は

⟨Ln(z; a; p1, p2, . . . ; q1, q2, . . . ), z
j⟩ = δn,j × an

n−1∏
k=0

pk(qk − qn) (7)

を満たす. ただし ⟨·, ·⟩は

⟨zi, zj⟩ =
i−1∏
k=0

(1− apkqj), i, j ∈ N (8)

により定まる (非対称な)双線形形式であり, δn,jはKroneckerのデルタである.

直交関係式 (7)は和公式 (4)を用いて証明することができる. これは little q-Laguerre

多項式 (6)の持つ直交性を q-超幾何級数に関する q-Chu–Vandermondeの和公式 (3)を
用いて示すのと同じである.

定理2の証明. (5)と (8)より (7)の左辺は(
n−1∏
k=0

pk

)
n∑

i=0

{
i−1∏
k=0

(
1

pk
− aqj

)} ∑
i≥νi≥···≥νn−1≥0

n−1∏
k=i

(
aqk−νk − 1

pνk

)
(9)

に等しい. 和
∑n

i=0 · · · に和公式 (4)を適用すれば直交関係式 (7)の右辺が得られる.

多項式 (5)の2パラメータ変形として

L(s,t)
n (z; a;p, q) = L(z; apsqt; ps+1, ps+2, . . . ; qt+1, qt+2, . . . ), s, t ∈ N (10)

を導入するとき多項式 (5)と離散2次元戸田分子との関係が明らかになる. これについ
ては講演中に説明する.

参考文献
[1] G. Gasper and M. Rahman, Basic hypergeometric series, Encyclopedia of Mathematics

and its Applications, vol. 96, Cambridge University Press, Cambridge, 2004.

[2] M. E. H. Ismail, Classical and quantum orthogonal polynomials in one variable, En-
cyclopedia of Mathematics and its Applications, vol. 98, Cambridge University Press,
Cambridge, 2005.

[3] S. Kamioka, Plane partitions with bounded size of parts and biorthogonal polynomials,
arXiv:1508.01674.

[4] R. Koekoek, P. A. Lesky, and R. F. Swarttouw, Hypergeometric orthogonal polynomials
and their q-analogues, Springer Monographs in Mathematics, Springer-Verlag, Berlin,
2010.
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Pseudo Wilson polynomials

渋川 元樹 (阪大情報)∗

概 要

有限個の Jacobi多項式からなる直交多項式系の Jacobi変換を考えることで,
新たな有限個の直交多項式系とその諸性質を導出する.

Gaussの超幾何函数で定義されるJacobi多項式

P (α,β)
m (x) :=

(α + 1)m
m!

2F1

(
−m,m+ α + β + 1

α + 1
;
1− x

2

)
について, α, β > −1に対して, 以下の直交関係式が成立することが知られている.∫ 1

−1

(1− x)α(1 + x)βP (α,β)
m (x)P (α,β)

n (x) dx

=
2α+β+1

2n+ α + β + 1

Γ(n+ α + 1)Γ(n+ β + 1)

Γ(n+ α + β + 1)n!
δmn. (1)

これとは別に,自然数Nをfixしたとき, α+β < −2N−1, β > −1,m, n ∈ {0, 1, . . . , N}
に対し, ∫ ∞

1

(x+ 1)α(x− 1)βP (α,β)
m (−x)P (α,β)

n (−x) dx

= − 2α+β+1

2n+ α + β + 1

Γ(−n− α− β)Γ(n+ α + β + 1)

Γ(−n− α)n!
δmn. (2)

という有限個のJacobi多項式からなる直交系も知られている ([1]参照).

他方, 既知の直交系をFourier変換やMellin変換といった unitary変換で写して新た
な直交系を得るという研究も古くから知られている. Koornwinderは, Fourier-cosine変
換やMehler-Fock変換を特殊な場合として含むJacobi変換

Jα,β(f)(λ) :=

∫ ∞

0

f(t)ϕ
(α,β)
λ (t)∆α,β(t) dt,

ϕ
(α,β)
λ (t) :=2F1

(
1
2
(α + β + 1 + iλ), 1

2
(α+ β + 1− iλ)

α+ 1
;−sh2t

)
,

∆α,β(t) :=(2sht)2α+1(2cht)2β+1,

および f ∈ L2(R,∆α,β(t) dt), α, β ∈ R, |β| ≤ α + 1に対して成立するPlancherelの定理∫ ∞

0

|f(t)|2∆α,β(t) dt =
1

2π

∫ ∞

0

|Jα,β(f)(λ)|2|cα,β(λ)|−2 dλ,

cα,β(λ) :=
2α+β+1−iλΓ(α + 1)Γ(iλ)

Γ
(
1
2
(iλ+ α + β + 1)

)
Γ
(
1
2
(iλ+ α− β + 1)

) ,
キーワード：直交多項式, Askeyスキーム, Jacobi多項式, Jacobi変換
∗〒 560-0043　大阪府豊中市待兼山 1-1　大阪大学大学院情報科学研究科
e-mail: g-shibukawa@math.sci.osaka-u.ac.jp
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を用いて, Jacobi多項式 (の直交関係式 (1))から一般超幾何函数 4F3で定まるWilson多
項式

Wm(λ
2; a, b, c, d)

(a+ b)m(a+ c)m(a+ d)m
:= 4F3

(
−m,−m+ a+ b+ c+ d− 1, a+ iλ, a− iλ

a+ b, a+ c, a+ d
; 1

)
およびその直交関係式

1

2π

∫ ∞

0

∣∣∣∣Γ(a+ iλ)Γ(b+ iλ)Γ(c+ iλ)Γ(d+ iλ)

Γ(2iλ)

∣∣∣∣2Wm(λ
2; a, b, c, d)Wn(λ2; a, b, c, d) dλ

=
Γ(m+ a+ b)Γ(m+ a+ c)Γ(m+ a+ d)Γ(m+ b+ c)Γ(m+ b+ d)Γ(m+ c+ d)

Γ(2m+ a+ b+ c+ d)

· (m+ a+ b+ c+ d− 1)mm!δmn, Re (a, b, c, d) > 0,

等の諸性質が得られることを示した [2],[3].

今回の発表では, 有限個のJacobi多項式からなる直交多項式系 (2)についても同様の
計算を行い, 以下の 4F3から定まる有限個の直交系が得られること及びその退化や差分
関係式等の諸性質を報告する.

定義 1. α− δ < −1, δ < 1, |β| < α + 1に対し,

a :=
−α + δ + iµ

2
, b :=

−α + δ − iµ

2
, c :=

α + β

2
, d :=

α− β

2
.

とおく. 自然数Nをfixして,

PWm(λ
2; a, b, c, d)

:=
(a+ iλ)N−m(a− iλ)N−m

Γ(a+ c−m)Γ(a+ d−m)

(−2N +m− a− b)m
m!

· 4F3

(
−m,−m+ a+ b+ c+ d, a+N −m+ iλ, a+N −m− iλ

a+ b+ 1 + 2N − 2m, a+ c−m, a+ d−m
; 1

)
.

とする.

定理 2. m,n ∈ {0, 1, . . . , N}について
1

2π

∫ ∞

0

PWm(λ
2; a, b, c, d)PWn(λ2; a, b, c, d)

·
∣∣∣∣Γ(a+ iλ)Γ(b+ iλ)Γ(c−N + iλ)Γ(d−N + iλ)

Γ(2iλ)

∣∣∣∣2 dλ
= − Γ(1 + 2N −m+ a+ b)Γ(m− 2N − a− b)

(2(N −m) + a+ b)Γ(−m+ a+ b+ c+ d)m!
δmn.

参考文献
[1] R. Koekoek, P. A. Lesky and R. F. Swarttouw, Hypergeometric orthogonal polynomials

and their q-analogues, Springer (2010).

[2] T. H. Koornwinder, Special orthogonal polynomial systems mapped onto each other by
the Fourier-Jacobi transform, Orthogonal polynomials and applications, (1984), 174–183,
LNM 1171.

[3] T. H. Koornwinder, Jacobi functions and analysis on noncompact semisimple Lie groups,
Special Functions: Group Theoretical Aspects and Applications, (1984), 1–85, Math.
Appl., Reidel, Dordrecht. 　

-8-



パデ法とq差分ガルニエ系

長尾秀人（明石工業高等専門学校・一般科目）
山田泰彦（神戸大学大学院・理学研究科）

パデ近似を応用して， q差分ガルニエ系に対する，時間発展方程式，ラックス形式および超
幾何関数型特殊解の行列式表示を構成した．本講演では，その結果について報告する．

1. パデ法　パデ法とは，適当な特殊多項式の母関数 Y(x)を与え,パデ近似の問題

Y(x) ≡ Pm(x)
Qn(x)

(mod xm+n+1) (1)

を設定して，y(x) = Pm(x), Y(x)Qn(x)を解に持つ 2種類の 3項間線形差分方程式

L2(x) :=
y(x) y(qx) y(x)
u(x) u(qx) u(x)
v(x) v(qx) v(x)

= 0, L3(x) :=
y(x) y(x) y(x/q)
u(x) u(x) u(x/q)
v(x) v(x) v(x/q)

= 0. (2)

(ここで, u(x) = Pm(x), v(x) = Y(x)Qn(x)とし，時間発展⃝ = T (⃝)と記す. )を構成して,パ
ンルヴェ方程式,ラックス形式,特殊解の 3つを同時に求める方法である．パデ法の先行結果
として，パンルヴェ方程式VI，V，IV型およびガルニエ系 [5]があり，離散パンルヴェ方程
式では，

e-E(1)
8 q-E(1)

8 q-E(1)
7 q-E(1)

6 q-D(1)
5 q-A(1)

4 q-(A2 + A1)(1)

[4] [6] [2] [1][2][3] [1][2][3] [2][3] [2]

が知られている．

2. q-ガルニエ系の場合　

• 母関数

Y(x) =
N+1∏
i=1

(aix)∞
(bix)∞

(3)

を与え，差分的時間発展を T : (a1, b1) 7→ (qa1, qb1)とし，パデ問題 (1)を設定する．こ

こで，(α1, α2, · · · , αi) j =

j−1∏
k=0

(1 − α1qk)(1 − α2qk) · · · (1 − αiqk)とする．

• y(x) = Pm(x),Y(x)Qn(x)を解に持つ 2種類の線形差分方程式 (2)を計算すると，

L2(x) = A1(x)y(qx) − (x/b1)1G(x)y(x) − (1 − g0)F(x)y(x) = 0,

L3(x) = B1(x/q)y(x/q) − r(x/a1)1G(x/q)y(x) − (1 − rg0)F(x/q)y(x) = 0,
(4)
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が得られる．ここで，

Ai(x) =
A(x)

(aix)1
, A(x) =

N+1∏
i=1

(aix)1, Bi(x) =
B(x)

(bix)1
, B(x) =

N+1∏
i=1

(bix)1,

F(x) = 1 +
N∑

i=1

fixi, G(x) =
N−1∑
i=0

gixi,

(5)

r = q−(m+n+1)とし， f1 . . . , fN , g0, . . . , gN−1は xに依存しない変数である.

• L2, L3 (4)の両立条件を考えると，2N変数 fi, gi−1 (i = 1, . . . ,N)に対する次の非線形差
分方程式 (差分的時間発展方程式)が得られる．

A1(x)B1(x) − r(a1x, b1x)1G(x)G(x) = 0 for F(x) = 0,

rA1(x)B1(x) − (1 − g0)(1 − rg0)F(x)F(x) = 0 for G(x) = 0,

fN f N =
(qra1gN−1 −

∏N+1
i=2 (−bi)/s)(b1gN−1 − s

∏N+1
i=2 (−ai))

(1 − g0)(1 − rg0)
,

(6)

ここで，s = qmである．これは q-ガルニエ方程式 [7]と等価である．

• (6)の自励化は，超楕円曲線に対するQRT系の拡張と見なせる．

• (4)から，y(x/q), y(x), y(qx)の3項間線形差分方程式L1(x)が得られ，ラックス形式L1(x), L2(x)
が構成される．

• Y(x)は q-アペル・ロリチェラの多変数超幾何関数 [8]の母関数であり，対応する特殊解
は，q-アペル・ロリチェラの多変数超幾何関数を要素とする行列式として構成される．

参考文献
[1] Ikawa Y., Hypergeometric Solutions for the q-Painlevé Equation of Type E(1)

6 by the Padé
method, Lett. Math. Phys., Volume 103, Issue 7 (2013), 743–763.

[2] Nagao, H., The Padé interpolation method applied to q-Painlevé equations, Lett. Math. Phys.
105 (2015), no. 4, 503–521.

[3] Nagao, H., The Padé interpolation method applied to q-Painlevé equations II (differential grid
version), arXiv:1509.05892 .

[4] Noumi M., Tsujimoto S., and Yamada Y., Padé interpolation for elliptic Painlevé equation,
Symmetries, integrable systems and representations, Springer Proc. Math. Stat., Volume 40
(2013), 463–482.

[5] Yamada Y., Padé method to Painlevé equations, Funkcial. Ekvac., 52 (2009), 83–92.

[6] Yamada Y., A simple expression for discrete Painlevé equations, RIMS Kokyuroku Bessatsu,
B47 (2014), 087–095.

[7] Sakai H., A q-analog of the Garnier system, Funkcialaj Ekvacioj 48 (2005), 273–297.

[8] Sakai H., Hypergeometric Solution of q-Schlesinger System of Rank Two, Lett. Math. Phys.
73 (2005), 237–247.
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q-超幾何関数 3φ2 を解に持つ4階q-パンルヴェ方程式
鈴木 貴雄 (近畿大学理工学部)∗

1. はじめに
講演者は2012年春の学会において, 次の高階 q パンルヴェ方程式 q-P(n,n) を導入した:

xi(t) − xi−1(t) =
aixi(qt)

1 + xi(qt)yi−1(t)
− bi−1xi−1(qt)

1 + xi−1(qt)yi−1(t)

yi(qt) − yi−1(qt) =
biyi(t)

1 + xi(qt)yi(t)
− aiyi−1(t)

1 + xi(qt)yi−1(t)

(i = 1, . . . , n),

ただし

b0 =
bn
q
, x0(t) = txn(t), y0(t) =

yn(t)

qt
,

n∏
i=1

a
1/2
i

b
1/2
i

1 + xi(qt)yi(t)

1 + xi(qt)yi−1(t)
=

1

q1/4
.

q-P(n,n) は A
(1)
2n−1 型拡大アフィン・ワイル群対称性を持ち, また q-超幾何関数 nφn−1 に

よって記述される特殊解を持つ [2]. そして, 神保・坂井の q-PVI [1] の高階化とみなす
ことが出来る.

事実 1.1 ([2]). q-P(2,2) の下で2つの従属変数を

x(t) =
t(x2(t) − x1(t))ξ1(t)

ξ2(t)
, y(t) =

x2(qt)(qt+ x1(qt)y2(t))ψ1(t)

(1 + x2(qt)y2(t))ψ2(t)
,

ただし

ξ1(t) = qtx1(t)y1(t) − x1(t)y2(t) − qtx2(t)y1(t) + x2(t)y2(t) − (b1 − a1)qt,

ξ2(t) = (tx2(t) − x1(t))(x2(t) − x1(t))(y2(t) − qty1(t))

+ (b1 − a1)qtx1(t) + {(a2 − b1)t− (a2 − a1)}qtx2(t),

ψ1(t) = (1 − a1b1q
1/2t)x2(qt)y2(t) + qt− a1b1q

1/2t,

ψ2(t) = a2(1 − a1b1q
1/2t)x1(qt)x2(qt)y2(t)

+ a1(qt− a2b1q
1/2t)x1(qt) + (a2 − a1)qtx2(qt),

と定義すると, これらは q-PVI を満たす.

一般に, q-P(n,n) は 2n 階の差分方程式系であることが期待されるが, 2012年春の時
点で得られていた方程式系は上に記したように 2n+ 1 階であり, 一般の n ≥ 3 に対し
て 2n 個の良い従属変数を定めることは, 上の事実を見ても分かるように困難であった.

そして今回, n = 3 の場合に q-PVI に似た形の4階差分方程式系を得ることが出来たの
で, その結果を報告する.

本研究は科研費 (課題番号:15K04911)の助成を受けたものである.
2010 Mathematics Subject Classification: 34M55, 39A13
∗〒 577-8502 東大阪市小若江 3-4-1 近畿大学理工学部
e-mail: suzuki@math.kindai.ac.jp
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2. 4階q-パンルヴェ方程式 q-P(3,3) の新しい表記
以下では, f̄ = f |t→t/q という表記を用いる.

定理 2.1. q-P(3,3) の下で4つの従属変数を

x = −t(x2(t) − x1(t))

x1(t) − tx3(t)
, x′ = −t(x3(t) − x2(t))

x1(t) − tx3(t)
,

y =
a2qtx2(qt)(1 + x1(qt)y1(t))

x1(qt)(1 + x2(qt)y1(t))
, y′ =

a3qtx3(qt)(1 + x2(qt)y2(t))

x2(qt)(1 + x3(qt)y2(t))
,

と定義すると, これらは次の差分方程式系を満たす.

xx̄ =
qt(x+ tx′ − t)(ȳ − ta2)(ȳ − tb1)ȳ

′

(x+ x′ − t)(a1ȳȳ′ − qt)(b3ȳȳ′ − q2t)
,

x′x̄′ =
q(x+ tx′ − t)ȳ(ȳ′ − ta3)(ȳ

′ − tb2)

(x+ x′ − 1)(a1ȳȳ′ − qt)(b3ȳȳ′ − q2t)
,

yȳ =
q3(x+ tx′ − t)(yy′x+ q2t2a2b1x

′ − a2a3b1b2t
2y)

(x+ x′ − 1)(a1a3b2b3yy′x+ q4tx′ − a3b2q2ty)
,

y′ȳ′ =
qt2(x+ x′ − t)(a1a3b2b3yy

′x+ q4tx′ − a3b2q
2ty)

(x+ tx′ − t)(a1b3yy′x+ a1a2b1b3q2t2x′ − ty)
.

この差分方程式系は q-PVI を含む. もう少し詳しく述べると, x′ = 0, b2 = a3 という
条件を課すと y′ = b2qt が得られ, このとき残りの従属変数 x, y の満たす差分方程式は
q-PVI そのものとなる.

参考文献
[1] M. Jimbo and H. Sakai, A q-analog of the sixth Painlevé equation, Let. Math. Phys. 38

(1996) 145-154.
[2] T. Suzuki, A q-analogue of the Drinfeld-Sokolov hierarchy of type A and q-Painlevé

system, AMS Contemp. Math. 651 (2015) 25-38.
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大久保型方程式を保つ畳み込みの解析

近内　翔太郎 (神戸大学・理)∗

概 要

大久保型方程式に対して, 結果が再び大久保型方程式となるような middle
convolution のクラスを考察し, その具体的な構成法と応用について述べる。

Schlesinger型常微分方程式 d
dx
Y =

∑r
k=1

Ak

x−tk
Y (Ak ∈ Mat(n;C))の留数行列の組を

A = (A1, . . . , Ar) で表す。r 個のパラメータの組a = (a1, . . . , ar) ∈ Cr に対して,

adda(A) = (A1 + a1, . . . , Ar + ar) (1)

をAのadditionと呼ぶ。Aのmiddle convolutionは次のように3段階で定義される。

第1段階 (畳込み). Schlesinger型方程式の留数行列の組 Aに対し, nr×nr 行列の組　

B = (B1, . . . , Br); Bk =

 O
A1 · · · Ak + µ · · · Ar

O

 (k = 1, . . . , r) (2)

と Schlesinger型方程式 d
dx
Z =

∑r
k=1

Bk

x−tk
Zを対応させる操作を cµ(A) = Bで表し, A

の畳込みと呼ぶ。

第2段階 (K 簡約). 留数行列Ak (k = 1, . . . , r)の階数を nk とする. 各 Ak を

Ak = PkQk; Pk ∈ Mat(n, nk;C), Qk ∈ Mat(nk, n;C) (3)

と分解し, ブロック行列Qを

Q =

Q1
. . .

Qr

 ∈ Mat(ñ, nr;C) (ñ =
r∑

k=1

nk) (4)

で定義すると, QBk = B̃kQを満たす B̃k ∈ Mat(ñ;C) が一意に定まる. この B̃ =

(B̃1, . . . , B̃r) と Schlesinger型方程式 d
dx
Z̃ =

∑r
k=1

B̃k

x−tk
Z̃を B のK簡約と呼ぶ。

第3段階 (L簡約). B̃ =
∑r

k=1 B̃k の階数を n̂ とする. これを2つの行列の積

B̃ = P0Q0; P0 ∈ Mat(ñ, n̂;C), Q0 ∈ Mat(n̂, ñ;C) (5)

に分解する。このときQ0B̃k = B̂kQ0 (k = 1, . . . , r)を満たす行列の組B̂ = (B̂1, . . . , B̂r)

とSchlesinger型方程式 d
dx
Ẑ =

∑r
k=1

B̂k

x−tk
Ẑが一意に定まる。この一連の操作をmcµ(A) =

B̂で表し, Aのmiddle convolution と呼ぶ。
以下では A に対応するSchlesinger型方程式は, 型 (n1, . . . , nr) の大久保型方程式で

あって, ブロック行列 A = (Aij)
r
i,j=1 を用いて

(x− T )
d

dx
Y = AY ; T = diag(t1In1 , . . . , trInr) (6)

と表される場合を考える。このとき次の定理が成立する。
∗ e-mail: konnai@math.kobe-u.ac..jp
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定理 1. 大久保型方程式 (x− T ) d
dx
Y = AY において, 1個の添字 k ∈ {1, . . . , r} を選

び, Ker(Akk + c) = 0, Ker(Akk − ρ) = 0 と仮定する。このとき

Amc = add(0,...,ρ,...,0) ◦mc−ρ−c ◦ add(0,...,c,...,0)(A) = (Amc
1 , . . . , Amc

r ) (7)

は, 次の行列 Amc の定める大久保型方程式 (x− T ) d
dx
W = AmcW と同値である。

Amc =



A1k(Akk + c)(Akk − ρ)−1 (ρ+ c)ξ1

Aij − (ρ+ c)δij
...

... Aij

Ak−1,k(Akk + c)(Akk − ρ)−1 (ρ+ c)ξk−1

Ak1 . . . Ak,k−1 Akk 0 Ak,k+1 . . . Akr

η1 . . . ηk−1 0 ρ ηk+1 . . . ηr

Ak+1,k(Akk + c)(Akk − ρ)−1 (ρ+ c)ξk+1

Aij
...

... Aij − (ρ+ c)δij
Ark(Akk + c)(Akk − ρ)−1 (ρ+ c)ξr


ここで ξi ∈ Mat(ni, nk;C), ηj ∈ Mat(nk, nj;C) は次の関係式を満たすものとする。

ξiηj = Aij − ρ− Aik(Akk − ρ)−1Akj (i, j = 1, . . . , r, i, j ̸= k) (8)

この定理は方程式に対するものであるが, 類似の定理がモノドロミー行列のレベルで
も成立し, 解の基本行列の接続係数の追跡に応用することができる。講演ではそれらに
ついても述べる。

例. n 階の一般超幾何微分方程式 (x− T ) d
dx
Y = A(n)Y は, middle convolution

A(n) = add(ρ,0) ◦mc−ρ−c ◦ add(c,0)(A
(n−1)) (9)

によって, 帰納的に構成することが出来る。上記の定理を繰り返し用いて, パラメータ
を適当に置き換えると, A(n) が

A(n) =


α1 1

. . .
...

　 αn−1 1

an1 · · · an,n−1 αn

 ; anj = −
∏n

k=1(ρk − αj)∏n−1
k=1,k ̸=j(αk − αj)

(j = 1, . . . , n− 1) (10)

と表示されることが示される。ここで ρ1, . . . , ρn は, A(n) の固有値を表す。

参考文献
[1] N.M. Katz: Rigid Local Systems, Annals of Mathematics Studies 139, Princeton Univer-

sity Press, Princeton, 1996.

[2] K. Okubo: On the Group of Fuchsian Equations, Seminar Reports of Tokyo Metropolitan
University, 1987.

[3] M. Dettweiler and S. Reitter: Middle convolution of Fuchsian systems and the construc-
tion of rigid differential systems, J. Algebra 318 (2007), 1–24.

[4] S. Konnai. Connection coefficients and monodromy representations for a class of Okubo
systems of ordinary differential equations (in preparation)
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Stokes現象と絡み目について

廣惠　一希 (城西大学)∗

代数的な線形常微分方程式の分岐不確定特異点と平面代数曲線の芽の特異点の類似
性について考える．例えば微分方程式の局所 Fourier変換と代数曲線のブローアップ
の類似性，また微分方程式の特異点の小松-Malgrange不確定度と平面曲線の特異点の
Milnor数や交叉数の類似性などが既に報告されている（例えば [1]）．本講演では平面代
数曲線の特異点の絡み目構造の類似として，分岐不確定特異点を持つ微分方程式に付随
した絡み目を定義する．そして微分方程式の不変量と絡み目不変量との対応を与え，さ
らに分岐不確定特異点を持つ微分方程式のモノドロミー保存変形が対応する絡み目のイ
ソトピーを引き起こすことを説明する．これは代数曲線の同特異性 (equisingularity)が
対応する絡み目のイソトピーを引き起こす事実の類似と思える．さらにモノドロミー保
存変形によって動くStokes因子たちの間の関係式と組み紐関係式の相関にも触れたい．

参考文献
[1] K. Hiroe, “Local Fourier transform and blowing up”, preprint, arXiv:1406.5788.

本研究は科研費 (課題番号:26800072)の助成を受けたものである。
2010 Mathematics Subject Classification: 14H20, 14H50, 34M25, 34M35, 34M40
キーワード：Stokes phenomenon, link invariants
∗〒 350-0295 埼玉県坂戸市けやき台 1-1　城西大学　理学部数学科
e-mail: kazuki@josai.ac.jp
web: http://researchmap.jp/kazukiadvb/
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KZ方程式に付随したモノドロミー保存変形の
正則解について

上野 喜三雄 (早稲田大学 理工学術院)∗

モジュライ空間 M0,6 上のKZ方程式を，その上の立方体座標 (z, w1, w2) で表示し
たものを 3変数KZ方程式と呼び，これを 3KZと表記する．3KZにおいて，z を主変
数，w = (w1, w2) をパラメータとみなして，つぎの方程式系（3KZに付随したモノド
ロミー保存変形）を考える．

∂L

∂z
=

(
X

z
+

Y

1− z
+

w1Z
(1)

1− zw1

+
w1w2Z

(3)

1− zw1w2

)
L

∂L

∂w1

=

(
X

(1)
0

w1

+
Y

(1)
0

1− w1

+
zZ(1)

1− zw1

+
w1Z

(2)
0

1− w1w2

+
zw2Z

(3)

1− zw1w2

)
L

∂L

∂w2

=

(
X

(2)
0

w2

+
Y

(2)
0

1− w2

+
w2Z

(2)
0

1− w1w2

+
zw1Z

(3)

1− zw1w2

)
L

(1)

ここで，X(1)
0 , X

(2)
0 , Y

(1)
0 , Y

(2)
0 , Z

(2)
0 は定数行列であり，X = X(w), Y = Y (w), Z(1) =

Z(1)(w), Z(3) = Z(3)(w) はw の関数を成分とする行列である．この方程式系を 3MPD

と表記する．定数行列 X
(1)
0 , X

(2)
0 , Y

(1)
0 , Y

(2)
0 , Z

(2)
0 に応じて 3MPD が決まるものと

考える．ただし，定数行列 X
(1)
0 , X

(2)
0 , Y

(1)
0 , Y

(2)
0 , Z

(2)
0 はつぎの条件をみたしている

とする．{[
X

(1)
0 , X

(2)
0

]
=
[
X

(1)
0 , Y

(2)
0

]
=
[
X

(2)
0 , Y

(1)
0

]
= 0,[

Y
(1)
0 , Y

(2)
0

]
= −

[
Y

(1)
0 , Z

(2)
0

]
=
[
Y

(2)
0 , Z

(2)
0

]
= −

[
X

(1)
0 −X

(2)
0 , Z

(2)
0

]
.

(2)

その上で，3MPDの可積分条件をみることにより次の非線形方程式系が得られるが，こ
れを変形方程式2DEと表記することにしよう．

∂X

∂w1

=

[
X

(1)
0

w1

+
Y

(1)
0

1− w1

+
w2Z

(2)
0

1− w1w2

, X

]
,

∂Y

∂w1

=

[
X

(1)
0

w1

+
Y

(1)
0 + Z(1)

1− w1

+
w2(Z

(2)
0 + Z(3))

1− w1w2

, Y

]
,

∂Z(1)

∂w1

=

[
X

(1)
0 −X + Y

w1

+
Y

(1)
0 + Y

1− w1

+
w2Z

(2)
0

1− w1w2

, Z(1)

]
,

∂Z(3)

∂w1

=

[
X

(1)
0 −X + Y

w1

+
Y

(1)
0

1− w1

+
w2(Y + Z

(2)
0 )

1− w1w2

, Z(3)

]
.

(3)

本研究は科研費 (課題番号:25400054)の助成を受けたものである.
∗ e-mail: uenoki@waseda.jp
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∂X

∂w2

=

[
X

(2)
0

w2

+
Y

(2)
0

1− w2

+
w1Z

(2)
0

1− w1w2

, X

]
,

∂Y

∂w2

=

[
X

(2)
0

w2

+
Y

(2)
0

1− w2

+
w1(Z

(2)
0 + Z(3))

1− w1w2

, Y

]
,

∂Z(1)

∂w2

=

[
X

(2)
0

w2

+
Y

(2)
0 + Z(3)

1− w2

+
w1Z

(2)
0

1− w1w2

, Z(1)

]
,

∂Z(3)

∂w2

=

[
X

(2)
0 −X + Y + Z(1)

w2

+
Y

(2)
0 + Z(1)

1− w2

+
w1(Y + Z

(2)
0 )

1− w1w2

, Z(3)

]
.

(4)

さて，変形方程式 2DE (3)，(4)の，原点 w = (0, 0)の近傍で正則な解を考察しよう．
この解の初期値を X0 = X(0, 0), Y0 = Y (0, 0), Z

(1)
0 = Z(1)(0, 0), Z

(3)
0 = Z(3)(0, 0) と

おく．

定理 1 行列 X0, Y0, Z
(1)
0 , Z

(3)
0 が 条件

[
X

(1)
0 , X0

]
=
[
X

(2)
0 , X0

]
= 0,[

X
(1)
0 , Y0

]
=
[
X

(2)
0 , Y0

]
= 0,[

X
(1)
0 −X0 + Y0, Z

(1)
0

]
=
[
X

(2)
0 , Z

(1)
0

]
= 0,[

X
(1)
0 −X0 + Y0, Z

(3)
0

]
=
[
X

(2)
0 −X0 + Y0,+Z

(1)
0 Z

(3)
0

]
= 0.

(5)

及び 
(l + 1)Id− ad

(
X

(α)
0

)
可逆 (l ≥ 0, α = 1, 2)

(l + 1)Id− ad
(
X

(1)
0 −X0 + Y0

)
可逆 (l ≥ 0),

(l + 1)Id− ad
(
X

(2)
0 −X0 + Y0 + Z

(1)
0

)
可逆 (l ≥ 0)

(6)

をみたすとする．このとき，初期値をX0, Y0, Z
(1)
0 , Z

(3)
0 とする，2DE (3)，(4) の原点

における正則解 X(w), Y (w), Z(1)(w), Z(3)(w) が一意的に存在する．

定理 2 3変数KZ方程式は変形方程式2DEの定数解として特徴づけられる．
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複素鏡映群に関するbraid群の表現について

原岡　喜重 (熊本大自然)∗

Artinのbraid群Bnは，平面上のn点を始点および終点の集合とするn本の組み紐の
なす群として定義される。平面を複素平面Cと思い，その n点の 1次から n次までの
基本対称式の組をCnの点と見ると，Bnは基本群π1(Cn \D)ととらえることができる。
ここでDは判別式の零点集合を表す。基本対称式は対称群Snに関する不変多項式の基
底であるが，Snを有限鏡映群，あるいは有限複素鏡映群と思うことで，braid群の自然
な拡張を考えることができる。すなわち有限次元線形空間 V に働く有限複素鏡映群G

に対して，Gの作用による regular orbitsの空間は，判別式と呼ばれるある多項式の零
点集合の補空間として表される。その空間の基本群が，Gに関するbraid群である。
群が定義されたので，その表現を求めるというのは自然な問題であろうが，上記の

定義においては判別式の零点集合の補空間という幾何学的な対象が現れていることが
重要であり，その幾何学的構造が表現全体に構造を与えることになる。
GをCnに働く有限既約複素鏡映群，∆をGに対する判別式とし ([1])，Dをその零点

集合とする。Gに関するbraid群Bは

B = π1(Cn \D)

により定義される。Cnのcompact化としてたとえばPnを考え，無限遠超平面をH∞と
おくと，

B = π1(Pn \ (D ∪H∞)

ととらえることもできる。D̂ = D ∪H∞とおき，D̂の既約分解を

D̂ =
∪
j

Dj

とする。すると各Djに対し，monodromy（Djを正の向きに1周し他のDkは回らない
loop, 以下では (+1)-loopと呼ぶことにする）の π1(Pn \ (D ∪ H∞))における共役類は
Djにより一意的に定まる ([2])。
表現

ρ : B → GL(N,C)

を考える。各Djに対する (+1)-loopの像の共役類はDjのみにより決まるので，それ
をDjにおける局所モノドロミーと呼ぶ。各既約成分における局所モノドロミーによっ
てρが同型を除いて一意的に定まるとき，ρを rigidという。これはKatzによる rigid局
所系の概念 ([3])を高次元の場合に拡張したものである。このような見方は，Riemann-

Hilbert対応によって表現に対応する regular holonomic系を考えることから得られた。
regular holonomic系においては局所モノドロミーは有限の手順で求めることができる
ので，局所モノドロミーをあらかじめ指定した場合に（monodromy）表現が構成でき
るか，というのは自然な問である。
この講演では，3次primitive有限既約複素鏡映群に関するbraid群の3次元表現を考

察する。そのような群は Shephard-Toddの分類 [4]においてGk (k = 23, 24, 25, 26, 27)

本研究は科研費 (基盤 (B), 15H03628)の助成を受けたものである。
∗ e-mail: haraoka@kumamoto-u.ac.jp
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として与えられている。Gkに関するbraid群をB(k)とおく。B(23), B(25)の表示は齋藤-

石部 [5]で求められており，またB(24), B(27)の表示についてはBessis-Michel [6]で求め
られたものを用いた。（B(26)については自前のものを求める必要があった。）たとえば
B(23)の表示は

B(23) = 〈a, b, c | ababa = babab, bc = cb, aca = cac〉

で与えられるが，この場合判別式の零点集合D23は既約であって，a, b, cはいずれもそ
の既約なD23に対する (+1)-loopとなる。特にa, b, cは互いに共役である。表現

ρ : B(23) → GL(3,C)

を考える。

定理　既約な表現ρは，D23における局所モノドロミーのスペクトル型が(21), (111), ((111))

の場合にのみ存在する。そのとき ρは rigidであり，具体的に記述することができる。
それぞれの既約表現において，局所モノドロミーの固有値がmodulus 1の場合，不変
Hermite形式が定数倍を除いて一意的に存在する。

スペクトル型は Jordan標準形の型を表すデータである ([2]を参照)。局所モノドロ
ミーの固有値がmodulus 1というのは，対応する holonomic系の特性指数が実数とい
うことに相当する。

Artinのbraid群の表現については多くの研究があるが，局所モノドロミー・スペク
トル型に基づく表現の分類，rigidity，不変Hermite形式の存在・構成といった観点は
今までなかったのではないだろうか。これらの観点は regular holonomic系との関わり
で重要である。
Gkの3次元表現は，加藤-関口 [7]が構成した free divisorを特異 locusとするholonomic

系（齋藤 [8]の提唱した uniformization equation）のmonodromy表現を求めるために
研究した。rigidityによって，求めたρがmonodromy表現に一致することがわかる。

参考文献
[1] P. Orlik and H. Terao, Arrangements of hyperplanes, Springer-Verlag, 1992.
[2] 原岡喜重, 複素領域における線形微分方程式, 数学書房, 2015.
[3] N. M. Katz, Rigid Local Systems, Princeton Univ. Press, Princeton, NJ, 1996.
[4] G. C. Shephard and A. J. Todd, Finite reflaction groups, Canad. J. Math., 6 (1954),

274-304.
[5] K. Saito and T. Ishibe, Monoids in the fundamental groups of the complement of loga-

rithmic free divisors in C3, J. Algebra, 344 (2011), 137-160.
[6] D. Bessis and J. Michel, Explicit presentations for exceptional braid groups, Experimental

Math. 13 (2004), 257-266.
[7] M. Kato and J. Sekiguchi, Uniformization systems of equations with singularities along

the discriminant sets of complex reflection groups of rank three, Kyushu J. Math., 68
(2014), 181-221.

[8] K. Saito, On the uniformization of complements of discriminant loci, RIMS Kokyuroku
287 (1977), 117-137.
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Twisted wild character varieties

山川 大亮 (東京工業大学 大学院理工学研究科)∗

概 要

Alekseev–Malkin–Meinrenkenの擬ハミルトン空間の理論を用いて，Boalch
はwild character varietyと呼ばれる代数多様体の上のポアソン構造を構成
した．本稿では，最近 Boalchとの共同研究により得られた wild character
varietyの拡張と，その上のポアソン構造を構成するのに有効な擬ハミルトン
空間の理論の拡張について述べる．

はじめに
本稿では，Philip Boalchとの共同研究により得られた結果 [5]について解説する．

Σを滑らかな複素射影代数曲線，α ⊂ Σを空でない有限集合とし，Σ◦ = Σ \ αとお
く．Σ◦上の代数的ベクトル束とその上の接続からなる組 (V ,∇)を，αに特異点を持つ
Σ上の有理型接続と呼ぶ．有理型接続の特異点は，確定特異点と呼ばれるある種 tame

なものと，不確定特異点と呼ばれるwildなものの二種類に分かれる．

確定特異点型接続，すなわち特異点が全て確定特異点であるような有理型接続につ
いては，次のDeligne [6]の結果がよく知られている：αに特異点を持つΣ上の確定特異
点型接続 (V ,∇)に対し，その水平切断の芽のなすΣ◦上の有限次元複素ベクトル空間の
局所系ker∇を対応させる事で，両者の圏の間の同値関手が定まる．この圏同値をリー
マン・ヒルベルト対応と呼ぶ．

αにおけるΣの有向実ブローアップをπ : Σ̂ → Σとしよう．従って Σ̂は境界付き実曲
面であり，その境界 ∂の連結成分はαの各点のπによる逆像（向きの付いたS1）で与
えられる．π1(Σ̂) ≃ π1(Σ

◦)に注意して，Σ◦上の局所系の代わりに Σ̂上の局所系を考え
よう．基点の集合β ⊂ ∂を境界の各連結成分との交わりが1点となるように取る．この
ときβにおける枠を備えた Σ̂上の階数nの局所系の同型類全体と，βを基点集合とする
Σ̂の基本亜群の表現空間

Hom(Π1(Σ̂, β),GLn(C))

の間に全単射がある（モノドロミー表現を取る写像）．この表現空間は群GLn(C)β :=

Map(β,GLn(C)) の自然な作用について，Alekseev–Malkin–Meinrenken [1]によって導
入された擬ハミルトン空間の構造を持ち，特にアフィン商

MB := Hom(Π,GLn(C))/GLn(C)β ≃ Hom(π1(Σ̂),GLn(C))/GLn(C)

はポアソン構造を持つ．なおGLn(C)を一般の連結複素簡約代数群にしても同様の事
がいえる．空間MBをcharacter varietyと呼ぶ．

ここで擬ハミルトン空間について少し述べておこう（詳しくは第3節を参照）．連結
複素簡約群Gが作用するシンプレクティック代数多様体 (M,ω)と，運動量写像と呼ば
れる射µ : M → (LieG)∗からなる組 (M,ω, µ)をハミルトンG空間と呼ぶ．擬ハミルト
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ン空間はハミルトン空間の「乗法的類似物」といえるもので，ハミルトン空間の運動
量写像がリー環の双対空間に値を取る一方，擬ハミルトン空間の運動量写像は作用す
る群に値を取る．先程の基本亜群の表現空間の場合，運動量写像は各基点における境
界成分に沿ったモノドロミーで与えられる．

ところでリーマン・ヒルベルト対応は不確定特異点型接続に対しても拡張されてお
り（例えば [14]を参照），その場合に有理型接続に対応するものをストークスデータも
しくは一般モノドロミーデータと呼ぶ．Boalch [4]は，不確定特異点が全て「不分岐」
と呼ばれる性質を持つ場合に，Σ̂からいくつかの点を除いて得られる補助的な曲面 Σ̃，
及びその基本亜群の表現空間のある特別な部分多様体（ストークス表現の空間）

HomS(Π1(Σ̃, β),GLn(C)) ⊂ Hom(Π1(Σ̃, β),GLn(C))

を導入し，ある簡約部分群H ⊂ GLn(C)βの作用に関するこの空間内の軌道がストーク
スデータの同型類をパラメータ付ける事を示した．更に，この部分多様体が擬ハミルト
ンH空間の構造を持つ事を示し，その系としてアフィン商 (wild character variety)

HomS(Π1(Σ̃, β),GLn(C))/H

の上にポアソン構造が定まる事を示した（実際にはGLn(C)が一般の複素簡約群になっ
た場合でも示されている）．この場合の運動量写像も，やはり各境界成分に沿ったモノ
ドロミー（有理型接続の形式的モノドロミーと呼ばれるものに対応する）を考える事
で得られる．

今回 [5]で得られた結果は，不分岐とは限らない一般の場合への上の結果の拡張であ
る．これを紹介するため本稿の構成を次のようにした：第 1節でストークス表現の空
間を導入するための準備を行い，第2節で (twisted) wild character variety をアフィン
代数多様体として導入する．不分岐の場合と異なり，一般の場合にはストークス表現
の空間に擬ハミルトン空間の構造が自然には入らない．何故なら，境界に沿ったモノ
ドロミーが一般にはHの元でないからである．この問題を解決するのに有効な，擬ハ
ミルトン空間の概念そのものの拡張について第3節で述べ，それを用いて第4節で主定
理を述べる．なお，話を分かりやすくするため基本的に構造群がGLn(C)の場合に限っ
て述べるが，[5]では一般の（連結）複素簡約構造群の場合，更には構造群が「局所定
数で動く」場合も扱っている．第4節でこのような構造群の一般化にも少し触れる．

1. 有理型接続の形式的分類理論と次数付き局所系
この節ではよく知られている有理型接続の形式的分類理論を手短に紹介する．

Σを滑らかな複素代数曲線とする．基点0 ∈ Σを取り，簡単のため点0で消える局所
座標 zを固定する．Σ \ {0}上の接続 (V,∇)に対し，射 SpecC((z)) → Σ \ {0}で引き
戻す事で SpecC((z))上の接続，すなわちC((z))上の有限次元ベクトル空間V とライプ
ニッツ則を満たすC線形写像∇ : V → V dz からなる対 (V,∇)が得られる．形式的分類
とは，SpecC((z))上の接続の分類を指す．

1.1. Hukuhara–Turrittinの定理

P =
∪

r∈Z>0
C((z1/r))をピュイズー級数体，R =

∪
r∈Z>0

C[[z1/r]]を負べきの項を持たな
いピュイズー級数からなる部分環とし，

Q = P/R ≃
∪

r∈Z>0

z−1/rC[z−1/r]
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とおく．モノドロミーσ : P → P , σ(za) = e2π
√
−1azaはRを保ち，Qの変換を誘導する．

次はHukuhara [7]とTurrittin [12]の結果を言い換えたものである．

定理 1.1. SpecC((z))上の接続 (V,∇)の圏と，Q次数付き有限次元複素ベクトル空間

W =
⊕
q∈Q

Wq

とWの線形自己同型MWからなる対 (W,MW )でMW (Wq) = Wσ(q), q ∈ Q を満たすも
のの圏の間に直和・テンソル積を保つ圏同値がある．

大雑把に言えば，接続 (V,∇)に対しWは形式解のなすベクトル空間，MWは形式解
のモノドロミーによって与えられる．これの証明は例えば [14]にある．

Σ \ {0}上の接続 (V,∇)が定めるSpecC((z))上の接続に対 (W,MW )が対応するとき，
σ不変集合 Irr := { q ∈ Q | dimWq ̸= 0 }の元を接続 (V ,∇)の特異点0における固有値と
呼ぶ事がある．Irr = {0}であるとき，点 0 ∈ Σを接続 (V ,∇)の確定特異点という．
Irr ̸= {0}で Irrへのσの作用が自明であるときは不分岐不確定特異点，Irrへのσの作
用が非自明であるときは分岐不確定特異点という．

WのQ次数付きベクトル空間としての同型類を (V ,∇)の0 ∈ Σにおける不確定類と
いう．⟨σ⟩ ⊂ AutZ(Q)をσによって生成される巡回群とすると，階数nの接続の不確定
類と軌道集合Q/⟨σ⟩ 上のZ≥0値関数 I 7→ nIで∑

I∈Q/⟨σ⟩

nI ·#I = n

を満たすものは1対1に対応する（ただし#Iは Iの濃度を表す）．

1.2. 次数付き局所系による言い換え

π : Σ̂ → ΣをΣの 0における有向実ブローアップとし，∂ = π−1(0) ≃ S1とおく．定理
1.1に現れる対 (W,MW )は，Wを∂のある点におけるファイバー，MWをモノドロミー
とする ∂上のベクトル空間の局所系を定める．SpecC((z))上の接続のこのような見方
は接続の大域的分類について述べる上で有用である．Wが持つ次数付けを局所系の言
葉で言い換えるために，対 (Q, σ)に対応する局所系を次のように定義しておこう．
∂の各開区間Uに対し，0を中心とし中心角がUで与えられる扇形領域の芽Sect(U)

が定まる．その上の正則関数 qの z = 0における芽で，

q =
k∑

i=1

aiz
−i/r (ai ∈ C, r, k ∈ Z>0)

の形で表されるもの全体をI(U)とする．I(U)達はファイバーがQと同型な∂上のベク
トル空間の局所系を定めるが，これをあえて集合の局所系，すなわち被覆空間π : I → ∂

とみなす．すると Iの連結成分とQにおける ⟨σ⟩軌道の間に自然な全単射がある．連
結成分 I ∈ π0(I)に対し，被覆 π : I → ∂の次数を ram(I)とおけば，これは対応する
⟨σ⟩軌道の元の個数に等しく，各元は z−1/r, r = ram(I)の多項式である．その次数を
deg(I)と書き，lev(I) := deg(I)/ ram(I)を I（またはその元）のレベルと呼ぶ．
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定義 1.2. Lを ∂上の有限次元ベクトル空間の局所系とする．各点 b ∈ ∂におけるファ
イバーLbがIbによる次数付け

Lb =
⊕
q∈Ib

Lb,q

を備えており，これがIの局所系構造と次の意味で両立するとき，Lを∂上のI次数付
き局所系という：∂における任意の道γ : [0, 1] → ∂に対し，I, Lにおけるγに沿った平
行移動を共にγ∗で表したとき，

γ∗(Lγ(0),q) = Lγ(1),γ∗(q) (q ∈ Iγ(0))

が成り立つ．

先の定理をI次数付き局所系の言葉で言い換えると次のようになる（Deligneによる）：

定理 1.3. SpecC((z))上の接続のなす圏と ∂上の I次数付き局所系のなす圏は同値で
ある．

また接続の不確定類をI次数付き局所系の言葉で言い換えると次のようになる：

定義 1.4. ∂上のI次数付き局所系の局所同型類を不確定類と呼ぶ．

従って二つの I次数付き局所系L, L′が同じ不確定類に属すための必要十分条件は，
任意の b ∈ ∂に対しLbとL′

bがIb次数付きベクトル空間として同型となる事である．

1.3. POMとストークス群

∂上の被覆空間Iは特別な点を持つ．

定義 1.5. 次の条件を満たす点 q ∈ IをPOM (point of maximal decay) と呼ぶ：qを
q = akz

−k/r + ak−1z
−(k−1)/r + · · · と書いたとき，akz−k/rが π(q) ∈ ∂の定める半直線

R>0π(q)上で負の実数となる．

各連結成分 I ∈ π0(I)は，その上に丁度deg(I)個のPOMを持つ事が容易に確かめら
れる．

Lを ∂上の I次数付き局所系とする．このときEndL = Lie(AutL)も I次数付き局
所系となる．各 d ∈ ∂に対し，IdのすべてのPOM qに渡る (EndLd)qの直和を stodと
定める．これはEndLdの冪零部分リー環である事が知られている．そこで

Stod = exp(stod) ⊂ AutLd

とおく．

定義 1.6. 集合A := { d ∈ ∂ | dim stod > 0 }の元を特異方向と呼び，各 d ∈ Aに対し
Stodを特異方向dに付随するストークス群と呼ぶ．

集合AはLの不確定類のみに依る事に注意しよう．またI次数付き局所系L,L′が局
所同型であれば，同型Ld

≃−→ L′
dで両者のストークス群は移り合う．この意味でストー

クス群も不確定類のみに依る概念である．

2. Twisted wild character varieties

この節でストークス局所系を導入し，これを用いて有理型接続の大域的分類に関する
既知の結果（リーマン・ヒルベルト対応）を言い換える．
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2.1. ストークス局所系とリーマン・ヒルベルト対応

Σをコンパクトリーマン面（境界を持っても良い），α ⊂ Σ \ ∂Σを有限部分集合とし，
Σ◦ = Σ \ αとおく．π : Σ̂ → ΣをαにおけるΣの有向実ブローアップとし，その境界∂

は空でないと仮定する．定義から，∂はΣの境界∂Σと有向実ブローアップでできた新
たな境界π−1(α)の和である．

各 i ∈ αに対し，前に定義したIに相当するπ−1(i)上の局所系Ii → π−1(i)が定まる．
π−1(i)における階数nの不確定類Qiを任意に取ってQ = (Qi)とする．

定義 2.1. 組Σ = (Σ, α,Q)を階数nの不確定曲線と呼ぶ．

不確定曲線Σに次のような実曲面 Σ̃を付随させる．Ai ⊂ π−1(i)を不確定類Qiの特
異方向のなす集合とし，A =

∪
Ai ⊂ ∂とおく．また各 π−1(i)の小さな管状近傍Niを

取る．各 d ∈ AiからNiの境界N i \ Niに向かって線分を互いに交わらないよう引き，
その終点を e(d) ∈ N i \Niとして

Σ̃ = Σ̂ \ { e(d) | d ∈ A }

とおく．各d ∈ Aに対し，dを基点とし e(d)の周りを一周する単純閉曲線γdを取る．

定義 2.2. Σ上のストークス局所系とは，Σ̃上の階数nの局所系Lで次の条件を満たす
ものをいう．

(1) Lの各Niへの制限はQiを不確定類とするIi次数付き局所系の構造を持つ．

(2) Lの各γdに沿ったモノドロミーはストークス群Stod ⊂ AutLdに属す．

ここでIiはNi上の局所系へ自明な方法で延長している．ストークス局所系の同型の
定義は明らかであろう：Σ̃上の局所系としての同型であって，各Niに制限したときIi

次数付き局所系の同型となるものである．

このストークス局所系に枠を付ける事を考えよう．境界 ∂の各連結成分の基点を一
つずつ取り，それら基点の集合をβ ⊂ ∂とする．各 b ∈ ∂に対し，bを含む∂の唯一の連
結成分を∂bと書く．各 i ∈ αに対し，不確定類Qiに属すπ−1(i)上のIi次数付き局所系
Liを取る．基点 b ∈ β ∩ π−1(i)におけるファイバー (Li)bは (Ii)b次数付きベクトル空間
である．(Li)bの基底を任意に取り，それによってCnに (Ii)b次数付きベクトル空間の
構造を入れたものをFbとおく．また b ∈ β ∩ ∂Σに対しては，Fb = Cnとおき，これを
自明な次数付けを持つベクトル空間とみなす．Fbを基点 bにおける標準ファイバーと
呼ぼう．

定義 2.3. Σ上のストークス局所系Lと，各 b ∈ βにおけるファイバーLb, Fbの次数付
きベクトル空間としての同型φb : Fb

≃−→ Lbからなる組 (L, (φb))を枠付きストークス局
所系という．

各 b ∈ βに対し，Fbの次数付きベクトル空間としての自己同型全体をHb ⊂ GLn(C)
とし，H =

∏
b∈β Hbとおく．各Hbは複素簡約群であり，M̃B(Σ, n)をΣ上の枠付きス

トークス局所系の同型類全体とすると，これには枠の取り替えによってHが作用する．

有理型接続のリーマン・ヒルベルト対応（例えば [13]を参照）を我々のストークス局
所系の言葉で言い換えると次のようになる：
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定理 2.4. Σが滑らかな複素射影代数曲線であるとき，αに特異点を持ち各 i ∈ αにお
ける不確定類がQiで与えられるΣ上の階数nの有理型接続の同型類と，M̃B(Σ, n)の
H軌道（すなわちΣ上のストークス局所系の同型類）の間に全単射がある．

2.2. 形式的モノドロミーと両側主等質空間

(L, (φb))を枠付きストークス局所系とする．各 b ∈ βを基点とする，∂bに沿ったLの
モノドロミーを考えよう．これを同型φbでGLn(C)に移したものをMbとおき（従って
LのモノドロミーはφbMbφ

−1
b ∈ AutLbである），枠付きストークス局所系の基点 bに

おける形式的モノドロミーと呼ぶ．b ∈ β ∩ π−1(α)のとき，i = π(b)とおきFbが (Ii)b
次数付きベクトル空間 (Li)bの基底を固定して得られたものであった事を思い出して，
Pb ∈ GLn(C)をLiの基点 bにおけるモノドロミーの（その基底に関する）行列表現と
すると，

P−1
b Mb ∈ Hb

が成り立つ．実際，σを (Ii)bの bを基点とするモノドロミーとすると，各 q ∈ (Ii)bに
対しCnの次数 qの斉次元はMbによって次数σ(q)の斉次元に移り，その後P−1

b によっ
て次数 qの斉次元に移る．よってMbは剰余類

H(∂b) := PbHb = HbPb ⊂ G

に値を取る．

代数群Gの主等質空間とは，Gが単純推移的に作用する代数多様体の事であった．G
が左右両側から単純推移的に作用し，それらが互いに可換であるような代数多様体を
ここではGの両側主等質空間と呼ぶ事にする．次は明らかであろう：

命題 2.5. H(∂b)はHbの両側主等質空間である．

b ∈ β ∩ ∂Σに対しH(∂b) = Gとおき，

H(∂) =
∏
b∈β

H(∂b)

と定める．これはHの両側主等質空間である．

2.3. 基本亜群のストークス表現

Π = Π1(Σ̃, β)を Σ̃のβを基点集合とする基本亜群，すなわちβの元を対象とし，b, b′ ∈ β

に対し bから b′への道のホモトピー類を射 b → b′とする圏とし，Πから群Gへの射全
体をHom(Π, G)と書く（ここでもちろんGは対象が 1点のみからなる亜群とみなして
いる）．定義からHom(Π, G)の元ρは，βの点を結ぶ道のホモトピー類全体からGへの
写像 [γ] 7→ ρ(γ)で，γ1の始点とγ2の終点が一致する限り

ρ(γ1γ2) = ρ(γ1)ρ(γ2)

が成り立つようなものを指す．

各特異方向 d ∈ Ai に対し，λd を π−1(i)に沿って b ∈ β ∩ π−1(i)から dへ向かう
円弧とする．λd に沿った平行移動によって，Li のストークス群 Stod ⊂ Aut(Li)d を
Aut(Li)b ≃ AutFb = GLn(C) の部分群と同一視する．また

γ̂d = λ−1
d ◦ γd ◦ λd ∈ Π (d ∈ A)

とおき，各境界成分∂bを bを基点とする閉曲線と与えられた向きによって同一視する．
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定義 2.6. Πのn次元ストークス表現とは，Hom(Π,GLn(C))の元 ρで次の条件を満た
すものをいう：

(1) 各 b ∈ βに対しρ(∂b) ∈ H(∂b)が成り立つ．

(2) 各特異方向d ∈ Aに対しρ(γ̂d) ∈ Stodが成り立つ．

n次元ストークス表現全体をHomS(Π,GLn(C))と表す．

Hom(Π,GLn(C))には群GLn(C)βが自然に作用する事に注意しよう．具体的に書け
ば，g = (gb) ∈ Gβ, ρ ∈ Hom(Π,GLn(C)) 及び道γ : b1 → b2に対し

(g · ρ)(γ) = gb2ρ(γ)g
−1
b1

によって定義される．この作用を部分群H ⊂ Gβに制限したものは，ストークス表現
全体HomS(Π,GLn(C))を保つ．

命題 2.7. モノドロミーを取る事により，M̃B(Σ, n)とHomS(Π,GLn(C))の間にH同
変な全単射が定まる．特に，Σ上のストークス局所系の同型類とHomS(Π,GLn(C))の
H軌道は1対1対応する．

HomS(Π,GLn(C))がアフィン代数多様体の構造を持つ事は明らかであろう．

定義 2.8. アフィン商

MB(Σ, n) := HomS(Π,GLn(C))/H = SpecC[HomS(Π,GLn(C))]H

を (twisted) wild character varietyと呼ぶ．

主結果の一つは次のように述べられる：

定理 2.9. MB(Σ, n)はポアソン構造を持つ．

ここで最も基本的な場合にストークス表現の空間HomS(Π,GLn(C))の代数多様体と
しての構造を見ておこう．

ΣとしてC内の原点 0を中心とする閉円板を取る．原点における階数 nの不確定類
Qを固定し，不確定曲線Σ = (Σ, {0}, Q)を考えよう．付随する曲面 Σ̃の境界∂の連結
成分は，Σの境界∂1と有向実ブローアップして新たにできる境界∂0の二つである．そ
れぞれの基点 bi ∈ ∂iとQに属す∂0上の次数付き局所系Lを取り，それらを用いて標準
ファイバーF0, F1を定めれば，n次元ストークス表現のなす空間

A(Q) := HomS(Π,GLn(C))

ができる．

補題 2.10. H同変な同型

A(Q) ≃ GLn(C)×H(∂0)×
∏
d∈A

Stod(Q)

が存在する．ただしH = GLn(C)×H0は右辺の空間に

(g, k) · (C, h, (Sd)) = (kCg−1, khk−1, (kSdk
−1))

で作用する．
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これは，次の図（#A = 4の場合）のようにΠを生成する道を取る事で直ちに示さ
れる．

∂0

∂1

b0 b1Ch

S1S2

S3 S4

3. 両側主等質空間に値を取る運動量写像
定理2.9は，不確定特異点が全て不分岐の場合にBoalch [2, 3, 4]によって示された．そ
こでの証明のアイディアは，Alekseev–Malkin–Meinrenken [1]によって導入された擬ハ
ミルトン空間を用いる事であった．最初に述べた通り，擬ハミルトン空間はハミルト
ン空間の乗法的類似物であり，ハミルトン空間の運動量写像がリー環の双対空間に値
を取る一方，擬ハミルトン空間の運動量写像は作用する群に値を取る．Boalchは，不
分岐の場合に空間HomS(Π,GLn(C))に擬ハミルトンH空間の構造が定まり，その運動
量写像は形式的モノドロミーの逆元で与えられる事を示した．

分岐不確定特異点がある場合には，先に述べたように形式的モノドロミーの住処が
群Hではなく両側主等質空間H(∂)である．そこで，擬ハミルトン空間の概念を運動
量写像が両側主等質空間に値を取れるように拡張する事を考える．

3.1. 両側主等質空間と外部自己同型群

代数群Gとその自己同型群Aut(G)の半直積G⋊ Aut(G)を考えよう．積は

(g, ϕ)(h, ψ) = (gϕ(h), ϕψ)

で与えられる．各ϕ ∈ Aut(G)に対し

G(ϕ) = { (g, ϕ) | g ∈ G } ⊂ G⋉ Aut(G)

とおけば，これは埋め込みG ↪→ G⋉Aut(G)を通してGが両側から作用し，Gの両側
主等質空間の構造を持つ．G(ϕ)はGの右移動をϕでねじったものである．

Gを任意の両側主等質空間としたとき，各x ∈ Gが定める同型写像G→ G, g 7→ gx

の逆写像を簡単に y 7→ yx−1と表し，同様に g 7→ xgの逆写像を y 7→ x−1yと表す事に
すると，写像

ϕx : G→ G; g 7→ xgx−1 = (xg)x−1
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はGの自己同型であり，これが代表する外部自己同型群Out(G) := Aut(G)/ Inn(G) の
元 [G]は xの取り方に依らない．対応G 7→ [G]によってGの両側主等質空間の同型類
とOut(G)の元は1対1に対応し，ϕ 7→ G(ϕ)が逆写像を誘導する．

Out(G)の群演算に対応する両側主等質空間の演算は次のようにして与えられる．二
つの両側主等質空間G1,G2に対しその積G1 ·G2は

G1 ·G2 = G1 ×G G2, [x1, x2] = [x1g
−1, gx2] (g ∈ G)

と定義される．各 [x1, x2] ∈ G1 · G2は x1x2と書かれ x1, x2の積と呼ばれる．また両側
主等質空間Gに対し，そのコピー{x−1 |x ∈ G }にGを

gx−1 = (xg−1)−1, x−1g = (g−1x)−1 (x ∈ G, g ∈ G)

によって作用させたものをG−1と書く事にすれば，Gの両側主等質空間の自然な同型

G ·G−1 ≃ G−1 ·G ≃ G

がある（xx−1, x−1x (x ∈ G) がGの単位元に対応する）．各x−1 ∈ G−1をx ∈ Gの逆
元と呼ぶ．

Gの両側主等質空間GへのG作用 x
g7→ gxg−1 をGにおける共役作用と呼ぶ．G =

G(ϕ)のとき，点x = (u, ϕ) ∈ G(ϕ)の g ∈ Gによる共役は

(g, 1)(u, ϕ)(g−1, 1) = (guϕ(g)−1, ϕ)

で与えられる．Gの自身への作用u 7→ guϕ(g)−1はねじれ共役作用等と呼ばれ，Gが複
素単純代数群の場合等に詳しく調べられている（例えば [11]を参照）．

3.2. 両側主等質空間に値を取る運動量写像

以降Gを（連結）複素簡約代数群とし，そのリー環 g上の随伴作用不変な非退化対称
双線形形式 ( , )を固定する．Gの両側主等質空間は対応するOut(G)の元が ( , )を保
つもののみを考える．

Gの両側主等質空間Gが与えられたとき，Gのモーレー・カルタン形式の類似物で
あるG上の左不変g値1次微分形式 θ，右不変g値1次微分形式 θが

θx(X) = x−1X, θx = Xx−1 (x ∈ G, X ∈ TxG)

によって定まる．ここで例えば x−1X ∈ gは写像G → G, y 7→ x−1yのX微分である．
これらをG上のモーレー・カルタン形式と呼ぶ事にする．

定義 3.1. Gが作用する滑らかな複素代数多様体Mが

• M上のG不変2次微分形式ω,

• Gのある両側主等質空間Gへの（共役作用に関し）G同変な射µ : M → G

を備え，次の条件を満たすとき，Mを（ねじれ）擬ハミルトンG空間と呼び，µをそ
の運動量写像と呼ぶ．

(QH1) dω = 1
12
µ∗(θ, [θ, θ]).
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(QH2) ω(vX , ·) = µ∗(θ + θ,X) (X ∈ g). ここで vX |p = d
dt
(e−tX · p)|t=0 (p ∈M).

(QH3) Kerωp ∩Ker(dµ)p = {0} (p ∈M).

G ≃ Gのとき，MはAlekseev–Malkin–Meinrenkenの意味の擬ハミルトンG空間で
ある．従って上の定義は彼らのそれを運動量写像が一般の両側主等質空間に値を取れ
るように拡張したものといえる．なお我々がこれを導入した直後，Gがコンパクトリー
群，Mが可微分多様体の場合にほぼ同じ概念をMeinrenken [10]も導入している．

Gの余随伴軌道がハミルトンG空間の構造を持つ事の乗法的類似として，Gの共役
類には包含写像を運動量写像とする擬ハミルトンG空間の構造が入る事がよく知られ
ている．この事実は次のように拡張される．

例 3.2. Gの両側主等質空間Gの任意の共役類（共役作用に関する軌道）C ⊂ Gは，包
含写像 C ↪→ Gを運動量写像とする擬ハミルトンG空間の構造を持つ．微分形式ωは
次式で与えられる：

ωx(vX , vY ) =
1

2
(X,Adx Y )− 1

2
(Y,AdxX) (x ∈ C, X, Y ∈ g).

ここでAdx : g → gはxが定めるGの自己同型ϕxの単位元における微分である．

更に，任意の両側主等質空間G（特にG）も擬ハミルトンG×G空間の構造を持つ
事が次のようにして分かる．

例 3.3. GをGの両側主等質空間とする．G × GにG × Gの両側主等質空間としての
構造を

(g1, g2)(x, y) = (g1x, yg
−1
2 ), (x, y)(g1, g2) = (xg2, g

−1
1 y)

によって入れたものをHとすると，対角集合 { (x, x) |x ∈ G } ≃ GはHの共役類であ
る．よってGの任意の両側主等質空間Gは擬ハミルトンG×G空間の構造を持つ．な
おG×GのGへの作用は (g1, g2) · x = g1xg

−1
2 で与えられる．

元々の擬ハミルトンG空間について知られている事柄の多くは主等質空間に値を取
る場合に拡張される．代表的なものを挙げておこう：

(1)アフィン代数多様体である擬ハミルトンG空間Mに対し，そのアフィン商M/G =

SpecC[M ]Gにポアソン構造が定まる．

(2) G,Hをそれぞれ複素簡約群G,Hの両側主等質空間とし，Mを擬ハミルトンG×H
空間でその運動量写像を

(µG, µH) : M → G×H

とする． また C ⊂ Gを共役類とする．もし µ−1
G (C)に Gが自由に作用し幾何的商

M//C G := µ−1
G (C)/Gが代数多様体として存在すれば，M//C Gに擬ハミルトンH空間の

構造が定まる．これをMのCに沿った擬ハミルトン簡約と呼ぶ．なおG = G, C = {1}
の場合はこれを単にM//Gと書く．

(3) G1,G2をGの両側主等質空間とし，Hを別の複素簡約群Hの両側主等質空間と
する．自明な方法でG1 ×G2 ×HをG×G×Hの両側主等質空間とみなす．Mを運動
量写像

(µ1, µ2, µH) : M → G1 ×G2 ×H
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を持つ擬ハミルトンG×G×H空間とすると，Gの対角作用とHの作用に関してMに

(µ1 · µ2, µH) : M → G1 ·G2 ×H

を運動量写像とする擬ハミルトンG ×H空間の構造が定まる．その微分形式ωdiagは，
元の微分形式ωから次のようにして得られる：

ωdiag = ω − 1

2
(µ∗

1θ, µ
∗
2θ).

特に i = 1, 2に対し，Hiを複素簡約群Hiの両側主等質空間，Miを Gi × Hi値運動
量写像を持つ擬ハミルトン G × Hi空間とすると，直積M1 × M2は自然に擬ハミル
トン G × G × H1 × H2 空間の構造を持つため，今述べた方法により，M1 × M2 に
（G1 ·G2 ×H1 ×H2値運動量写像を持つ）擬ハミルトンG×H1 ×H2空間の構造が定
まる．これをM1 ⊛M2と書きM1とM2のフュージョンと呼ぶ．

(4) 上でG2 = G−1
1 の場合，擬ハミルトン簡約M1 L

G
M2 := (M1 ⊛M2)//Gが存在す

ればそれをM1とM2の貼りあわせと呼ぶ．例えば (2)の状況でC−1 ⊂ G−1をCの元の
逆元からなる共役類とすると，M L

G
C−1 ≃M//C Gである．

例 3.4. G1, G2をGの両側主等質空間とする．前の例で述べた方法でG1,G−1
2 に擬ハ

ミルトンG×G空間の構造を入れ，それらのフュージョンD(G1,G2) := G1 ⊛G−1
2 を

考えると，これの運動量写像はG1 ·G2 ×G−1
1 ·G−1

2 に値を取ると考えて良い事が分か
る．実際，G1 ×G1に前の例で述べた方法で両側主等質空間の構造を入れたものをH1

とし，同様の方法でG−1
2 から得られるものをH2とすると，両側主等質空間の同型

H1 ·H2
≃−→ G1 ·G2 ×G−1

1 ·G−1
2 ; (x1, y1) · (x−1

2 , y−1
2 ) 7→ (x1y2, y

−1
1 x−1

2 )

が得られる．このとき運動量写像は

G1 ⊛G−1
2 → G1 ·G2 ×G−1

1 ·G−1
2 ; (x1, x

−1
2 ) 7→ (x1x2, x

−1
1 x−1

2 )

で与えられる．これはGのダブルと呼ばれる擬ハミルトンG×G空間D(G) := G×G

の一般化である．更に (3)で述べた方法により，Gの対角作用に関しD(G1,G2)に擬ハ
ミルトンG空間の構造を入れたものをD(G1,G2)と書く．これの運動量写像はG1とG2

の「交換子」G1 ·G2 ·G−1
1 ·G−1

2 に値を取る．

4. 主定理と一般化
定理2.9は，次の主定理の系として得られる：

定理 4.1. ストークス表現の空間HomS(Π,GLn(C))は滑らかなアフィン代数多様体で，
形式的モノドロミーの逆元を取る写像

µ : HomS(Π,GLn(C)) → H(∂)−1; ρ 7→ (ρ(∂b)
−1)b∈β

を運動量写像とする擬ハミルトンH空間の構造を持つ．

特に，補題 2.10で扱ったA(Q)に擬ハミルトン空間の構造が定まる．実は一般の場
合はフュージョンを用いて

HomS(Π,GLn(C)) ≃ A(Q1)⊛ · · ·⊛A(Qm)⊛ D(G,G)⊛g//GLn(C)

と表される（ここでm = #αとおいた）．
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4.1. Twisted fission spaces

補題2.10で扱ったA(Q)に擬ハミルトン空間の構造が定まる事を示せば，定理4.1の主
張が従う．実はA(Q)自身も，より基本的な擬ハミルトン空間 (fission space) をいくつ
か貼り合わせて得られる．

Gを複素簡約群とする．次のようなデータが与えられたとしよう：

• Gのある放物型部分群のレヴィ部分群H.

• H共役で保たれるGの冪単部分群Ui, i = 1, 2, . . . , s.

• Gの主等質空間G.

• H ×H不変部分多様体H ⊂ Gでそれ自身がHの主等質空間となるもの．

このとき
Uis+j = H−iUjHi ⊂ G (i ∈ Z, j = 1, 2, . . . , s)

とおくと，全てのUj, j ∈ ZはH共役で保たれる冪単部分群である．

今 l ∈ Z>0が存在して任意の j ∈ Zに対し次が成り立つと仮定しよう：

(1) Uj+2l = Uj.

(2) 部分群Uj+1, Uj+2, . . . , Uj+lは，Hをレヴィ部分群とするある放物型部分群P+の
冪単根基U+に含まれ，かつ積を取る写像

Uj+l × · · · × Uj+2 × Uj+1 → U+; (Sj+l, . . . , Sj+2, Sj+1) 7→ Sj+l · · ·Sj+2Sj+1

は代数多様体としての同型である．またUj+l+1, . . . , Uj+2lはP+と oppositeな放
物型部分群P−の冪単根基U−に含まれ，これについても同様の事が成り立つ．

このとき

A = G×H×
s∏

i=1

Ui

とおき，群G×HをAに

(g, k) · (C, h, (Si)) = (kCg−1, khk−1, (kSik
−1))

によって作用させ，またG×H同変な写像µ = (µG, µH) : A → G×H−1を

µG(C, h, (Si)) = C−1hSs · · ·S1C, µH(C, h, (Si)) = h−1

と定める．更にA上の微分形式ωを

2ω = (C∗θ,AdbC
∗θ) + (C∗θ, b∗θG) + (C∗

s θ, h
∗θH)−

s∑
i=1

(C∗
i θ, C

∗
i−1θ).

と定義する．ただしθ, θはG上のモーレー・カルタン形式，θG, θHはG,H上のモーレー・
カルタン形式（上線が付いたものは右不変）で，

Ci = Si · · ·S2S1C : A → G, b = hSs · · ·S2S1 : A → G

とおいた．
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補題 4.2. (A, ω, µ)は擬ハミルトンG×H空間である．

このようにして得られる擬ハミルトン空間Aを (twisted) fission spaceと呼ぶ．空
間A(Q)は，複素簡約群の包含列

H0 = K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Kr ⊂ Kr+1 = GLn(C),

各Kiの両側主等質空間

H(∂0) = K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Kr ⊂ Kr+1 = GLn(C),

及び運動量写像がKi+1 ×K−1
i に値を取る擬ハミルトンKi+1 ×Ki空間の構造を備えた

fission space Ai, i = 1, 2, . . . , rを適当に取れば

A(Q) ≃ A1 L
K2

A2 L
K3

· · ·L
Kr

Ar

と表す事ができる．このA(Q)のfission spaceによる分解は，ストークス群のレベル分
解（[4, 8, 9]参照）

Stod ≃ Stod(k1)× Stod(k2)× · · · × Stod(kr)

に付随して起こる．ここで k1 < k2 < · · · < krはEndLd内に非自明な斉次元を持つ次
数 q達のレベルを並べたものであり，Stod(k)は，lev(q) = kを満たす全てのPOM qに
渡る (EndLd)qの直和をリー環とするStodの連結閉部分群である．各Aiを構成する冪
単部分群Uj, j = 1, 2, . . . , sはStod(ki), d ∈ Aで与えられる．

4.2. 構造群の一般化

これまでの話は全て接続の構造群がGLn(C)の場合を扱っていたが，[5]では一般の複
素簡約群Gを構造群とするストークス局所系を導入し，そのモジュライ空間MB(Σ, G)

に関してもポアソン構造の構成を行っている．これについて少し述べる．

定理1.1は複素簡約構造群の場合へ次のように一般化される．まず複素n次元ベクト
ル空間とGLn(C)の主等質空間 1の間に対応がある事を思い出そう．実際，Wがn次元
ベクトル空間であれば，CnからW への線形同型全体GはGLn(C)の主等質空間であ
り，逆に主等質空間Gに対し，W = G×GLn(C)Cnはn次元ベクトル空間の構造を持つ．
この対応の下でGL(W )と主等質空間の自己同型群AutGは自然に同型になる．次にベ
クトル空間W の有限生成自由Z加群Xによる次数付けと，Xを指標格子とするトー
ラスTX = Hom(X,C×)のW への作用が対応する事を思い出して，Z加群Qを「指標
格子」とする副トーラスTQを考える（Qは有限生成でない事に注意しよう）．なおこ
の副トーラスは [9]にも現れる．Qのモノドロミー自己同型 σは TQの自己同型 σを誘
導する．よって定理1.1にある対 (W,MW )は，

• GLn(C)の主等質空間G，

• Gの自己同型M ∈ AutG，

• 群準同型φ : TQ → AutGで，Qのある有限生成部分自由Z加群Xを指標格子と
するトーラス TXへの自然な全射 TQ ↠ TXと代数群の射 TX → AutGの合成と
して表されるようなもの

1特に断らない限り主等質空間の作用は右作用であると約束する．
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からなる三つ組で，任意の t ∈ TQに対しφ(σ(t)) = Mφ(t)M−1を満たすものと対応す
る．この三つ組は一般の複素簡約構造群Gの場合に直ちに拡張され，そのようなもの
の圏とSpecC((z))上のG接続の圏は同値になる．

G局所系とは，Gの主等質空間をファイバーとする局所系の事であった．上の三つ組
の定義を基にすれば，円∂上のI次数付きG局所系の概念を定義する事は容易である．
不確定類，ストークス群といった概念も自然に拡張され，それらを用いて不確定曲線
上のストークスG局所系や，付随する基本亜群Πのストークス表現の空間HomS(Π, G)

が定義される．定理4.1はその場合でも正しい．

4.3. 構造群のねじれ

[5]では，更に複素簡約構造群が局所定数で動く状況を扱っている．すなわち，複素簡約
群Gを固定して，ファイバーがGと同型な代数群の局所系Gを取り，各点におけるファ
イバーがその点におけるGのファイバーの主等質空間であるような局所系（G局所系）
をG局所系の代わりに用いるのである．G局所系のある点 bを基点とする閉曲線に沿っ
たモノドロミーの住処は，G自身のモノドロミーをϕ ∈ Aut(Gb)としたとき両側主等質
空間Gb(ϕ)と同一視される．この場合にも不確定類や不確定曲線，その上のストークス
G局所系といった概念が定義される．またストークス表現の空間もHom(Π, G⋊Aut(G))

のある部分集合として定義され，定理4.1も拡張される．
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