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先の論文 [6]では,アフィンヘッケ代数の変形を定義し,その表現を使って可積分な確率過程の Q行列を構

成した. ここで得られた確率過程は, q-Hahn系の連続時間極限 [1, 4]であり, q-Boson系 [5]の拡張となっ

ている. 今回の講演では, 以上の結果を表現論的に拡張することにより「多種の粒子が運動する q-Boson

系」と見なされる確率過程が得られることについて述べる [7]. 以下の構成は Emsiz-Opdam-Stokman

によるデルタボーズガスの拡張 [2] の差分化になっている.

2以上の正の整数k(粒子数)を固定する. GLk型のアフィンヘッケ代数の変形Akを, 生成元X±1
i (1 ≤

i ≤ k), Ti(1 ≤ i < k)と次の関係式によって定義する.

(Ti − 1)(Ti + q) = 0 (1 ≤ i < k), TiTi+1Ti = TiTi+1Ti (1 ≤ i ≤ k − 2),

TiTj = TjTi (|i− j| > 1), XiXj = XjXi (i, j = 1, . . . , k),

Xi+1Ti − TiXi = TiXi+1 −XiTi = (1− q)Xi+1 + α (1 ≤ i < k),

XiTj = TjXi (i ̸= j, j + 1).

ただしα, qはパラメータである. Ti(1 ≤ i < k)が生成する部分代数Hkは, Ak−1型のヘッケ代数と同型

である. α = 0のときAkはGLk型のアフィンヘッケ代数となる.

k次元ユークリッド空間 V = ⊕k
i=1Rviとその双対 V ∗ = ⊕k

i=1Rϵiを用意し, Ak−1型ルート系の単純

ルート{a1, . . . , ak−1}をai = ϵi − ϵi+1で実現する. Weyl 群とその生成元をW = ⟨s1, . . . , sk−1⟩とする.

Mは左Hk-加群であるとする. L = ⊕k
i=1Zviとし, Mに値を取るL上の関数全体のなすC上のベクト

ル空間をF (L,M)とする. Weyl 群WはF (L,M)に左から作用する. また, (T̂if)(x) = Ti.f(x) (1 ≤ i <

k, f ∈ F (L,M), x ∈ L)によってHkの作用が定まる. ただし . はHkのMへの作用である.

Lの群環C[L]をC[e±v1 , . . . , e±vk ]と同一視する. 写像 Ǐi : C[L] → C[L] (1 ≤ i < k)を

Ǐi(P ) = (P − Psi)
αevi+1 + 1− q

1− e−vi+vi+1

で定義する. ただしW の右作用 Psi は exw = ew
−1x (x ∈ L,w ∈ W )で定める. 非退化な pairing

C[L] × F (L,M) → M を (ex, f) = f(x) (x ∈ L, f ∈ F (L,M))で定め, 写像 Îi : F (L,M) → F (L,M)

を (Ǐi(P ), f) = (P, Îi(f)) (∀P ∈ C[L]) で定義する. さらに, シフト作用素 (tif)(x) = f(x− vi) (1 ≤ i ≤
k, f ∈ F (L,M), x ∈ L) を考えると, 次のことが言える.� �
命題 F (L,M)上のAkの表現ρがρ(Xi) = ti, ρ(Ti) = T̂isi + Îi により定まる.� �
L+ = {x ∈ L | ∀i : ai(x) ≥ 0}とする. x ∈ Lに対しwx ∈ L+を満たすW の最短元wをwxで表す.

Wの元w = si1 · · · sir (reduced expr.)に対しTw = Ti1 · · ·Tirと定める. このとき, propagation operator

G : F (L,M) → F (L,M)を (Gf)(x) = T−1
wx
. ((ρ(Twx)f)(wxx))で定める.

x ∈ Lに対しd±i (x) = #{p | p ≷ i, ϵi(x) = ϵp(x)} (1 ≤ i ≤ k)とおき, σx ∈ Skをwxvi = vσx(i) (∀i)に
より定める. このとき, T

(±)
i (x) ∈ Hk (1 ≤ i ≤ k)を次で定義する.

T
(−)
i (x) = T−1

wx

(
T−1
σx(i)−1 · · ·T

−1

σx(i)−d−
i (x)

)(
T−1

σx(i)−d−
i (x)

· · ·T−1
σx(i)−1

)
Twx ,

T
(+)
i (x) = T−1

wx

σx(i)+d+
i (x)−1∑

j=σx(i)

(
T−1
σx(i)

· · ·T−1
j−1

)
T−1
j

(
Tj−1 · · ·Tσx(i)

)Twx .
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� �
定理 次で定まるH : F (L,M) → F (L,M)についてHG = G(

∑k
i=1 ti)が成り立つ.

(Hf)(x) =
k∑

i=1

qd
−
i (x)T

(−)
i (x).

(
f(x− vi)− αT

(+)
i (x).f(x)

)
(f ∈ F (L,M), x ∈ L)

さらに, 次の部分空間F0(L,M)はHに関して不変である.

F0(L,M) = {f ∈ F (L,M) | f(six) = T−1
i .f(x) if ai(x) ≥ 0 (1 ≤ i < k)}� �

正の整数N(粒子の種類)を固定する. ベクトル空間 (CN )⊗kには, R行列の作用によってHk-加群の構

造が入る [3]. そこで以下では M = (CN )⊗k の場合を考える.

1, 2, . . . , Nのいずれかの番号のついた k個のボゾン粒子を考える. 1次元の格子Zにこれらの粒子を
並べた配置全体のなす集合を Sとする. このとき, S上の複素数値関数全体のなすベクトル空間 F (S)

とF0(L, (CN )⊗k)の間には同型写像がある (講演で簡単な場合の例を挙げる). この同型をψ : F (S) →
F0(L, (CN )⊗k)と書く. さらに上で定義した作用素HのF0(L,M)への制限をH+とする.� �
定理 0 < q < 1, α = −(1− q)とする. このとき, Q = ψ−1H+ψ− kはSに値を取る連続時間マルコ

フ連鎖の Q行列 (transition rate matrix)となる.� �
この定理で得られたQ行列が定める確率過程は以下のように記述される. Z上に1, 2, . . . , Nのいずれ

かの番号のついたk個の粒子がある. 同じサイトに複数の粒子があってもよい. これらのうち1個の粒子

が, サイト iから i− 1に, iに関して独立に動く. 番号aの粒子がma個あるサイトから (1 ≤ a ≤ N), 番

号 bの粒子が動くレートは

1− qmb

1− q
q
∑N

a=b+1 ma

である. 特にN = 1の場合は q-Boson 系におけるレートと定数倍を除いて一致するので, ここで得られ

た確率過程は q-Boson 系の拡張となっている.

以上の表現論的な枠組みにおいては, Q行列に対する固有関数も (少なくとも原理的には)自然に構成

できる. 時間があればこの点についても簡単に述べる予定である.
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多状態TAZRP
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秋の学会で報告したn-TASEPのいわば姉妹版を構成したので報告する．

1. n-TAZRP

サイト数 Lの周期的一次元格子を考える．各サイトは i ∈ ZL でラベルされ，状態

σi = (σ1
i , . . . , σ

n
i )∈(Z≥0)

nをとるものとする．これは n種ある粒子のうち j 番目のも

のが σj
i 個ある状態を表す．サイト上の状態は枠が一行のヤング盤 α = (α1, . . . , αr)

(1 ≤ α1 ≤ · · · ≤ αr ≤ n)で表示することもできる．(α, β), (γ, δ)をそれぞれ２サイトで

の状態のペアとし，(β1, . . . , βr)をβのヤング盤表示とするとき

(α, β) > (γ, δ)
def⇐⇒ γ = α ∪ {β1, . . . , βk}, δ = (βk+1, . . . , βr) for some k ∈ [1, r]

と定義する．ただし，α ∪ {β1, . . . , βk}は多重集合としての和集合である．任意の隣り
合うサイト (i, i+1)で，その状態 (α, β)が (α, β) > (γ, δ)なる (γ, δ)に一定の遷移確率で

移るダイナミクスに従う確率過程をn-TAZRP(totally asymmetric zero range process)

という．たとえば，状態 (235, 12446)は次の状態の１つに等確率で移る．

(1235, 2446), (12235, 446), (122345, 46), (1223445, 6), (12234456, ∅)

n-TAZRPダイナミクスはn種の粒子の重複度m = (m1, . . . ,mn) ∈ (Z≥0)
nを保存す

るので，状態はmによって定まるセクター

S(m) = {σ = (σ1, . . . , σL), σi = (σ1
i , . . . , σ

n
i ) ∈ (Z≥0)

n |
L∑
i=1

σa
i = ma, ∀a ∈ [1, n]}

に分かれる．時刻 tに配置σ = (σ1, . . . , σL)をとる (相対)確率をP (σ; t)とし, |P (t)⟩ =∑
σ∈S(m) P (σ; t) |σ⟩ とおくと，n-TAZRPは次のマスター方程式で特徴づけられる．

d

dt
|P (t)⟩ = H|P (t)⟩, H =

∑
i∈ZL

hi,i+1, h |α, β⟩ =
∑
γ,δ

hγ,δα,β |γ, δ⟩ ,

hγ,δα,β = 1 ((α, β) > (γ, δ)), = −|β| ((α, β) = (γ, δ)), = 0 (otherwise).

ここで，hi,i+1は i, i+1番目の成分にh，他の成分には1で作用する．我々はH|P (t)⟩ = 0

となる状態（定常状態）に興味がある．これは，Lとセクターmによってただ１つに

定まるので
∣∣P̄L(m)

⟩
と表す．

2. 組合せRと multiline process

セクター S(m)の重複度m = (m1, . . . ,mn) ∈ (Z≥1)
nに対し ℓa = ma + ma+1 + · · · +

mn (1 ≤ a ≤ n)と定め，次のようにおく．

B(m) = Bℓ1 ⊗ · · · ⊗ Bℓn , Bℓ = {(x1, . . . , xL) ∈ (Z≥0)
n | x1 + · · ·+ xL = ℓ}

BℓはUq(ŝlL)の ℓ次対称テンソル表現に付随する結晶基底である．サイト i+1から iへ

小さい種から順にk個の粒子が移動するプロセスを τ ki で表す．
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Proposition 1. (i, a, k) ∈ ZL × [1, n]× Z≥1に対し，τ̃
k
i,a = τ ki (a = 1), = 1 (a ∈ [2, n])

とおく．このとき，写像T k
i,aと組合せRの合成により定義される射影πが定義できて次

の図式が可換になる．

B(m)
Tk
i,a−−−→ B(m)

π

y yπ

S(m) −−−→
τ̃ki,a

S(m)

n-TASEPのときはπにあたるものが [2]で与えられており，ℓ次反対称テンソル表現

に付随する結晶基底の組合せRにより再定式化がされている [3]．

3. 主結果

n-TASEPのときと全く同様に，次の結果が得られる [4]．

Theorem 2. n-TAZRPの定常状態は |P̄L(m)⟩ =
∑

x∈B(m) |π(x)⟩ と表せる．

σ = (σ1, . . . , σn)に対し，Xσを

Xσ =
∑

σn

σn−1 + σn

σ1 + · · ·+ σn -

-

-

-

......
..

· · ·

で定義する．各交点にはフォック空間Fに働く q = 0 振動子代数に値をとる頂点模型が

あり，和
∑
は与えられた境界条件を満たす頂点模型のすべての状態にわたってとる．

Theorem 3. n-TAZRPの定常状態は，次のように行列積を使っても表せる．

|P̄L(m)⟩ =
∑

σ∈S(m)

P(σ)|σ⟩, P(σ1, . . . , σL) = TrF⊗n(n−1)/2(Xσ1 · · ·XσL
)

Theorem 3の導出は [1]に倣って示すこともできる．Tr(Xσ1· · ·XσL
)が定常状態の確

率であるためにはXαX̂β − X̂αXβ =
∑

γ,δ h
α,β
γ,δXγXδ となる X̂α∈End(F⊗n(n−1)/2)が見

つかればよい．実際これは，４面体方程式を満たす３次元格子模型の層転送行列の可

換性を使って構成される [5].
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箱玉系の線形化に対する初等的アプローチ
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箱玉系に対する「逆散乱法」[1] では，箱玉系の状態と，“rigged configuration” と
呼ばれる組合せ論的対象とを対応付けることで，系の時間発展が線形化されることを
主張する．論文 [1]におけるこの予想は，[2, 3]において証明された．論文 [2]において
は，系の状態を行数が 2の行列で表し，その行列を操作することで証明が行われてい
る．また，[3]においてはクリスタル理論の立場からの証明が与えられている．本研究
では，この「rigged configurationによる線形化」という定理に対して，より初等的か
つ簡明な証明を与えることを第1の目的とする．
“Rigged configuration” とは，具体的にはヤング図形と数字の組 (rigging) のことで

あり，可積分量子スピン系に対するペーテ方程式の根の研究から生まれた概念である．
論文 [4] では，rigged configuration によって箱玉系の時間発展が線形化されるという
事実を利用して，周期箱玉系の初期問題の解を与えている．一方，間田・泉・時弘の研
究 [5] では，“10-elimination” という定式化により周期箱玉系の初期問題の解が与えて
いる．これら2つの手法が等価であることは [6]で考察されている．
上述の成果において，「線形化」という事実は大変重要であるが，その証明は (少な

くとも筆者にとっては) 複雑なものである．また，間田らの “10-elimination” という定
式化自体は，クリスタル理論を経由する必要がないという意味で初等的であるが，そ
の後の組合せ論的議論は複雑である．本研究では，上述の成果をふまえた上で，“10-

elimination” と “01-elimination” を同時に考えることで，「時間発展の線形化」という
事実の証明が著しく簡略化されることを示す．
箱玉系の状態は，“0”, “1” の半無限列で，以下の条件を持つものとする:

U = {{un}n=0,1,2,... ; u0 = 0, un = 0 or 1, un = 1 となるnは有限個} .

さらに，u ∈ U に含まれる部分列 “10” の個数をN10(u) で表し，条件 N10(u) = N で
あるU の部分集合を UN で表すことにする．
ここでは簡単のため，最も基本的な場合の時間発展を考える．系の時間発展 T : UN →

UN は次のように与えられる [7]:

i) u ∈ U に含まれる “10” をすべて “arc” でつなぐ．

ii) i)でつないだ “10” を無視して，残りの数列中の “10” をすべて “arc” でつなぐ．
この操作を，“1” がなくなるまで繰り返す．

iii) つながれた “1” と “0” とをすべて入れ替える．

次に，写像 Φ10 : U → U を，u ∈ U に含まれる “10” を消去して左に詰めることで
定義する (“10-elimination”)．01-elimination Φ01 も同様に定義すると，次が成り立つ
のは明らかであろう:

本研究は科研費 (課題番号:23540252, 25400110, 15K04893)の助成を受けたものである．
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命題 1. Φ10 = Λ ◦ Φ01 (ただし Λ : U → U は右方向へのシフトとする).

命題 2. T ◦ Φ10 = Φ01 ◦ T .

写像Φ10は明らかに可逆ではなく，可逆にするには消去した “10” の位置を記録する
必要がある．その際に，「ある場所における 1つの “10消去” が UN → UN−1 となると
きのみ記録する」というルールを採用する．具体的には，次の例のように考える:

例 1. u = 0110011101010011001000 · · ·

u : 0 1
⌢

1 0 0 1 1
⌢

1 0
⌢

1 0
⌢

1 0 0 1
⌢

1 0 0
⌢

1 0 0 0 · · ·

⇒ Φ01(u) : 0 1

×∣∣ 0 1 1×∣∣ ⃝∣∣⃝∣∣ 0 1×∣∣ 0⃝∣∣ 0 0 · · ·
n : 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 · · ·

ここで
⃝∣∣ は記録する 10消去，

×∣∣ は記録しない10消去に対応しており，消去は右から
左の順に行うと考えている．(「記録する10消去」は，[5]の “0-soliton” に対応する．)

例1の場合は，{4, 4, 7}というデータを記録することになる．これを ρ10(u) = {4, 4, 7}
と表すことにする．一般の u ∈ U に対しても，同様にして ρ10(u) が定められる．01

消去に付随するデータ ρ01(u) も，同様にして定義できる．上述の ρ10 なる写像は，論
文 [2] において導入された，A(1)

1 の場合の rigged configuration の計算法と等価である．
以上の準備の下で，以下の命題を示すことができる:

命題 3. ρ10 = ρ01 ◦ T .

命題 4. 任意の u ∈ U に対して，ρ10(u) = ρ01(u) + {1, . . . , 1}.

箱玉系の時間発展の線形化という事実は，命題1 ∼ 4からの帰結として得られる．命
題1 ∼ 3 の成立はほぼ自明であり，議論を要するのは 命題 4 のみであるが，命題 4 も
比較的単純な場合分けで証明できる．さらに，有限容量の運搬車による時間発展に対
しても，同様の手法で時間発展が線形化されることを示すことができる．詳細につい
ては，講演の際に述べる．
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離散空間 曲線の 運 動に 対す る 行列式解と
���������	�

解

廣瀬 三平 
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空間 曲線の 時間 的な変形の 典型例と して � 局所誘導近似の も と で の 渦 糸の 運 動が よ
く 知ら れ て い る � 弧長パ ラ メ ー タ � と 時間 � に つ い て � 渦 糸方程式は ��������������� � で 与
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可積分な時間 発展お よ び 付随す る ソリ トン 方程式に 対して � 行列式解や �H���>���D% 解を 構
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の よ う に 与え ら れ る � た だ し �=��g��r'¸� 
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え る こ と が で き る � そ の 際 � 複素共役条件を 満足す る 変形の みが 許さ れ る � 離散曲線の
複素曲率が 従う 方程式と して � 離散化さ れ た �e� }

方程式が 現れ る �
離散 �e� }
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BKP階層の解の展開について

執行　洋子 (津田塾大学)

変数 x = (x1, x3, x5, · · · ), y = (y1, y3, y5, · · · )に対して, BKP階層 [1]は次のような双線形方
程式で与えられる.∮

e−2ξ̃(y,k)τ(x− y − 2[k−1]o)τ(x+ y + 2[k−1]o)
dk

2πik
= τ(x− y)τ(x+ y) (1)

但し,

[α]o = (α,
α3

3
,
α5

5
, · · · ), ξ̃(x, k) =

∞∑
n=1

x2n−1k
2n−1

とする.

任意の形式的ベキ級数 τ(x), x = (x1, x3, x5, · · · )はシューアのQ関数を用いて以下のように展
開される.

τ(x) =
∑
µ

ξµQµ(
x

2
) (2)

但し, 係数 ξµは

ξµ = 2−l(µ)Qµ(∂̃)τ(x)|x=0 (3)

と定義され, µは strict partitionとする.

定理 1 [4] ベキ級数 τ(x)(但し, τ(0) ̸= 0)が BKP階層の解であるための必要十分条件は, 係数
ξµ, µ = (µ1, · · · , µl)が

ξ(µ1,··· ,µn) = Pf(ξ(µ′
i,µ

′
j)
)1≤i.j≤2n (4)

を満たすことである. 但し, Pf(ξ(µi,µj))1≤i.j≤2nは ξ(µi,µj)を成分とする反対称行列のパフィアンと
する. さらに, µ′ = (µ′1, · · · , µ′2n)は strictな分割 µから得られる以下のような分割とする:

µ′ =

(µ1, · · · , µl, 0), if l is odd,

(µ1, · · · , µl), if l is even.

今回この定理を τ(0) ̸= 0であるタウ関数に拡張した.

定理 2 べき級数 τ(x)を

τ(x) = Qλ(
x

2
) +

∑
µ

ξµQµ(
x

2
) (5)

1
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と展開したとき, τ(x)が BKP階層の解であることと展開係数 ξµが次の式を満たすこととは同値
である. λ = (λ1, · · · , λ2L−1)のとき,ξ(µ1,··· ,µ2l−1) = Pf((i, j))i,j∈{Λ(1),··· ,Λ(2L−1),µ1,··· ,µ2l−1},

ξ(µ1,··· ,µ2l) = Pf((i, j))i,j∈{Λ,Λ(1),··· ,Λ(2L−1),µ1,··· ,µ2l},

λ = (λ1, · · · , λ2L)のとき,ξ(µ1,··· ,µ2l−1) = Pf((i, j))i,j∈{Λ,Λ(1),··· ,Λ(2L),µ1,··· ,µ2l−1},

ξ(µ1,··· ,µ2l) = Pf((i, j))i,j∈{Λ(1),··· ,Λ(2L),µ1,··· ,µ2l},

但し, パフィアンの成分 (i, j)は以下のように定義する:

(Λ(i), µ) = ξ(λ1,··· ,λ̂i,··· ,λL,µ)
, (Λ, µ) = ξ(λ1,··· ,λL,µ),

(µi, µj) = ξ(λ1,··· ,λL,µi,µj), (Λ,Λ
(i)) = (Λ(i),Λ(j)) = 0,
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A generalization of Jacobi inversion formulae to
telescopic curves on all the strata

綾野　孝則 (大阪市立大学)∗

1. はじめに

Xを種数gの超楕円曲線、du = t(du1, . . . , dug)をX上の正則微分形式、Sk(X)をXの

k次の対称積とする (1 ≤ k ≤ g)。アーベル・ヤコビ写像

Sk(X\∞) → Cg : D =
k∑

i=1

Pi → u =
k∑

i=1

∫ Pi

∞
du

に対して、Pi = (xi, yi)の座標をuから表示する問題をヤコビの逆問題という。Dが一

般因子であれば、超楕円シグマ関数を用いてPiの座標はuから表示できることが知ら

れている。この結果は松谷氏らにより (n, s)曲線の特別な場合である yr = f(x)で定義

される曲線に一般化された [2]。さらに [2]では、その系として、yr = f(x)に付随するシ

グマ関数の零点の位数に関する性質を示している。本発表では telescopic曲線 [3]((n, s)

曲線を含む)にまで松谷氏らの結果を一般化し、[2]で示されたシグマ関数の零点の性質

が telescopic曲線の場合でも成り立つことを報告する。

2. シグマ関数

Kleinにより導入された超楕円シグマ関数は、近年、Buchstaber氏や中屋敷氏 [4]らに

より (n, s)曲線にまで一般化された。さらに、[1]では telescopic曲線にまでシグマ関数

が拡張されている。telescopic曲線 [3]とは次のような代数曲線である。m ≥ 2に対し

て、 Am = (a1, ..., am)をある条件を満たす自然数列とする。このとき、Amからm− 1

個のm変数多項式Fi(x1, . . . , xm) (2 ≤ i ≤ m)が定まる。XaffをFiの共通零点の集合

とする。XaffはCmのアフィン代数曲線になる。Xaffは非特異であるとし、XをXaff

に対応するコンパクトリーマン面とする。XはXaffに唯一つの点∞を付け加えたもの
と思える。Xを (a1, ..., am)に付随する telescopic曲線という。∞にのみ極を持つ有理
型関数のなすベクトル空間の基底は、Amから定まるある集合B(Am) ⊂ Zm

≥0を用いて、

xα1
1 · · · xαm

m , (α1, . . . , αm) ∈ B(Am)と書けるので、それを∞における極位数の小さい
順に並べ替えたものをϕi, i ≥ 0とする。ϕ0 = 1である。gをXの種数とする。[2]と

同様に telescopic曲線に対しても次の記号を定義する。D =
∑k

i=1 Pi ∈ Sk(X\∞)に対

して、

ψ
(i)
k (D) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ϕ1(P1) · · · ϕk(P1)

1 ϕ1(P2) · · · ϕk(P2)
...

...
. . .

...

1 ϕ1(Pk) · · · ϕk(Pk)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , µk,i(D) =
ψ

(i)
k (D)

ψ
(k)
k (D)

, (0 ≤ i ≤ k)

2010 Mathematics Subject Classification: 14K25, 14H50
キーワード：ヤコビの逆問題、シグマ関数、Telescopic曲線、シグマ関数の零点
∗〒 558-8585　大阪市住吉区杉本 3丁目 3番 138号　大阪市立大学　数学研究所
e-mail: tayano7150@gmail.com
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とする。ψ
(i)
k (D)の(i)は i+1番目の列を除くことを表す。種数gのtelescopic曲線Xに対

して、algebraic bilinear form ω̂(P,Q)は、∞にのみ極を持つ第２種微分形式driが存在し

て、ω̂(P,Q) = dQΩ(P,Q) +
∑g

i=1 dui(P )dri(Q)と書ける [4, 1]。P = (x1, . . . , xm), Q =

(y1, . . . , ym) ∈ X、G =
(

∂Fi

∂xj

)
2≤i,j≤m

とする。Ω(P,Q)はX ×X上の1-form、dui(P ) =

ϕi−1(P )
detG(P )

dx1はX上の正則微分形式である。さらに、drg(Q) =
ϕg(Q)

detG(Q)
dy1ととれる。X

に付随するシグマ関数σ(u) = σ(u1, . . . , ug)とは、(X, {dui}, ω̂,∞)から定まるCg上の

正則関数である [4, 1]。σi(u) =
∂

∂ui
σ(u)とする。

3. ヤコビの逆問題の一般化

D =
∑k

i=1 Pi ∈ Sk(X\∞)に対して、u =
∑k

i=1

∫ Pi

∞ duとする。このとき、yr = f(x)で

定義される曲線 [2]と同様に、telescopic曲線に対しても次の定理が成り立つ。

定理 1 (1) k = gのとき　　D ∈ Sg(X\∞)が一般因子ならば、

σi(u)σg(u)− σgi(u)σ(u)

σ(u)2
= (−1)g−i+1µg,i−1(D), (1 ≤ i ≤ g)

(2) k = g − 1のとき　　D ∈ Sg−1(X\∞)が一般因子ならば、

σi(u)

σg(u)
= (−1)g−iµg−1,i−1(D), (1 ≤ i ≤ g)

(3) k ≤ g − 2のとき　　D ∈ Sk(X\∞)が一般因子ならば、

σi(u)

σk+1(u)
=

{
(−1)k−i+1µk,i−1(D) (1 ≤ i ≤ k + 1)

0 (k + 2 ≤ i ≤ g)

また、定理１を用いると、[2]と同様に telescopic曲線に対してもシグマ関数の零点の

位数に関する次の性質が従う。

系 1
∑k−1

i=1 Piを一般因子とする。u
(k−1) =

∑k−1
i=1

∫ Pi

∞ duとする。ord∞(ϕi) = N(i)と

する。zkをPkの∞の周りでの局所座標とする。m,nをそれぞれσk+1(u), σi(u)のu =

u(k−1)での零点の位数とする (1 ≤ i ≤ k)。即ち、

σk+1(u
(k−1) +

∫ Pk

∞
du) = C1(u

(k−1))zmk +O(zm+1
k ), C1(u

(k−1)) 6= 0

σi(u
(k−1) +

∫ Pk

∞
du) = C2(u

(k−1))znk +O(zn+1
k ), C2(u

(k−1)) 6= 0

このとき、m = n+N(k)−N(k − 1)が成り立つ。
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Ruijsenaars 作用素の双対 Cauchy 型核関数の関数等式
および特殊な場合における固有関数
齋藤 洋介 (大阪市立大学数学研究所)

Ruijsenaars 模型は Calogero-Moser 系の q-変形として導入された楕円関数的な量子多体

系であるが, その固有関数については不明なことが多い. ここでは, Ruijsenaars 作用素の双

対 Cauchy 型核関数の関数等式に注目することで, 特殊な場合における Ruijsenaars 作用素

の固有関数を構成できることについて説明する.

q, t ∈ C× を |q|<1, |t−1|<1 を満たす複素数とする. |p|<1 なる複素数に対し (x; p)∞ :=∏
n≥0(1−xpn) (x∈C), Θp(x) := (p; p)∞(x; p)∞(px−1; p)∞ (x∈C×) とおく. q-シフト作用

素を Tq,xf(x) := f(qx) とおく. 次で定義される Ruijsenaars 作用素 HN (q, t, p) (N∈Z>0)

HN (q, t, p) :=

N∑
i=1

∏
j ̸=i

Θp(txi/xj)

Θp(xi/xj)
Tq,xi

の双対 Cauchy 型核関数 ΨMN (x, y) (M,N ∈ Z>0) が [KNS] で導入された.

定義. (核関数 ΨMN (x, y)) ΨMN (x, y) :=
∏

1≤i≤M
1≤j≤N

Θp(xiyj) とおく.

この核関数 ΨMN (x, y) が満たす関数等式を自由場表示によって導出することを考える.

以下では, 楕円のパラメータに対応する文字 p を形式的変数とみなす.

生成元 {an}n∈Z\{0}, {an}n∈Z\{0} と次の関係式によって生成されるボソンを用意する.

[am, an] = m
(1−q|m|)(1−p|m|)

1−t|m| δm+n,0, [am, an] = m
(1−q|m|)(1−p|m|)

(qt−1p)|m|(1−t|m|)
δm+n,0.

Ruijsenaars 作用素の自由場表示は [Sa] で構成された.

命題. (Ruijsenaars 作用素の自由場表示) : • : を上で定めたボソンに関する正規順序積と

し, |0⟩ を条件 an|0⟩ = an|0⟩ = 0 (n > 0) を満たす真空ベクトルとする. ボソンの作用素

η(p; z), (η(p; z))±, ϕ(p; z) を次で定める.

η(p; z) :=: exp

(
−

∑
n ̸=0

1− t−n

1− p|n|
p|n|an

zn

n

)
exp

(
−

∑
n̸=0

1− tn

1− p|n|
an
z−n

n

)
:,

(η(p; z))± := exp

(
−

∑
±n>0

1− t−n

1− p|n|
p|n|an

zn

n

)
exp

(
−

∑
±n>0

1− tn

1− p|n|
an
z−n

n

)
,

ϕ(p; z) := exp

(∑
n>0

(qt−1p)n(1−tn)
(1−qn)(1−pn)

a−n
z−n

n

)
exp

(∑
n>0

1−tn

(1−qn)(1−pn)
a−n

zn

n

)
.

N ∈ Z>0 に対し ϕN (p;x) :=
∏N

j=1 ϕ(p;xj) とおく. このとき次が成り立つ.

[η(p; z)− t−N (η(p; z))−(η(p; p
−1z))+]1ϕN (p; z)|0⟩

=
t−N+1Θp(t

−1)

(p; p)3∞
HN (q, t, p)ϕN (p;x)|0⟩.
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ここで記号 [f(z)]1 は z, z−1 の形式ベキ級数 f(z) の z についての定数項を表す.

定理. ボソンの作用素 b†(p; z) を次で定める.

b†(p; z) := exp

(
−

∑
n>0

pn

1− pn
an
z−n

n

)
exp

(
−

∑
n>0

1

1− pn
an
z−n

n

)
.

(1) N ∈ Z>0 に対し b†N (p;x) :=
∏N

j=1 b
†(p;xj) とおく. このとき

⟨0|b†M (p;x)ϕN (p; y)|0⟩ = (p; p)−MN
∞ ΨMN (x, y).

(2) ⟨0|b†N (p;x) への [η(p; z)]1 の作用は次のようになる.

⟨0|b†N (p;x)[η(p; z)− qN (η(p; pz))−(η(p; z))+]1

=
qN−1Θp(q)

(p; p)3∞
HN (t−1, q−1, p)⟨0|b†N (p;x).

上の定理によって ⟨0|b†M (p;x)[η(p; z)]1ϕN (p; y)|0⟩ を計算することで次が得られる.

定理. (核関数 ΨMN (x, y) の関数等式)

{t−M+1Θp(t
−1)HM (q, t, p)x − qN−1Θp(q)HN (t−1, q−1, p)y}ΨMN (x, y)

= (−t−M + qN )(p; p)3∞C
∗
MN (x, y)ΨMN (x, y),

C∗
MN (x, y) :=

∮
C1

dz

2πiz

M∏
i=1

Θp(t
−1xiz)

Θp(xiz)

N∏
j=1

Θp(q
−1z/yj)

Θp(z/yj)
,

積分路 C1 : |z| < min{|x1|−1, . . . , |xM |−1, q|y1|, . . . , q|yN |}.

ここで HM (q, t, p)x は文字 x1, . . . , xM の関数に作用する Ruijsenaars 作用素を表す.

上の関数等式は −t−M + qN = 0 である場合には [KNS] にあるものに一致する.

定理. (HN (q, t, p) の特殊な場合の固有関数) en(p;x1, . . . , xN ) :=

∮
C2

dy

2πiy
y−nΨN1(x, y)

(n∈Z) とおく. 積分路 C2 は |y| < min{|x1|−1, . . . , |xN |−1} ととる. このとき t−N = q で

ある場合には en(p;x1, . . . , xN ) は HN (q, t, p) の固有関数である :

HN (q, t, p)en(p;x1, . . . , xN ) = t−nΘp(q
−1)

Θp(t)
en(p;x1, . . . , xN ).

ΨN1(x, y)=
∏N

i=1 Θp(xiy) は基本対称式の生成母関数の楕円化であるとみなせるので,

en(p;x1, . . . , xN ) は基本対称式の楕円化にあたる.

文献
[KNS] Y. Komori, M. Noumi, J. Shiraishi. Kernel functions for difference operators of Rui-

jsenaars type and their applications. SIGMA. Symmetry, Integrability and Geometry :

Methods and Applications. Volume 5 (2009) arXiv:0812.0279.

[Sa] Yosuke Saito. Elliptic Ding-Iohara algebra and the free field realization of the ellip-

tic Macdonald operator. Publ. Res. Inst. Math. Sci. 50 (2014), 411-455. doi:

10.4171/PRIMS/139, arXiv:1301.4912.
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Generalized pre-semiring上のYang-Baxter写像

Matsumoto DiogoKendy (早稲田大学　基幹理工学部)∗

1. Generalized pre-semiring

定義 1.1 空でない集合Xと二つの二項演算⊕, ∗ : X ×X → Xの組 (X,⊕, ∗)で次の条
件を満たすものをgeneralized pre-semiringと呼ぶ．

1. (X,⊕), (X, ∗)は半群,

2. (X,⊕, ∗)は∗に関して分配的

a ∗ (b⊕ c) = a ∗ b⊕ a ∗ c,
(a⊕ b) ∗ c = a ∗ c⊕ b ∗ c.

またm⊕,m∗ : X ×X → Xを用いて二項演算⊕, ∗を

m⊕(a, b) = a⊕ b, ,m∗(a, b) = a ∗ b

と表す．

例 1.2 自然数の集合Nは和と積に関してgeneralized pre-semiringとなる．

例 1.3 モノイド (単位元付き半群)(M, ·, eM)において，

m⊕(a, b) = a⊕ b := a · b, m∗(a, b) = a ∗ b := eM

と定めると (M,⊕, ∗)はgeneralized pre-semiringとなる

例 1.4 全順序集合Xにおいて，

m⊕(a, b) = a⊕ b := min(a, b), m∗(a, b) = a ∗ b := max(a, b)

と定めると (X,⊕, ∗)はgeneralized pre-semiringとなる．

2. Generalized pre-semiring上のYang-Baxter写像
定義 2.1 Xを空でない集合とする．写像σ : X ×X → X ×Xが

(σ × idX)(idX ×σ)(σ × idX) = (idX ×σ)(σ × idX)(idX ×σ)

を満たすとき，σはYang-Baxter写像 (YB写像)という．

例 2.2 例1.2のgeneralized pre-semiringにおいて，

σ(a, b) = (b, a)

とするとσはYB写像となる．

キーワード：Yang-Baxter写像, Generalized pre-semiring
∗〒 169-8555　東京都新宿区大久保 3-4-1
e-mail: diogo-swm@aoni.waseda.jp
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例 2.3 例1.3と例1.4のgeneralized pre-semiringにおいて，

σ(a, b) = (a⊕ b, a ∗ b)

とするとσはYB写像となる．

本講演では，いくつかの具体的な例を通して

m⊕ · σ = m⊕, (1)

m∗ · σ = m∗, (2)

を満たす写像σ : X ×X → X ×XがYB写像となるための条件と，そのときのYB写
像の性質について述べる．(上記の例に現れるYB写像は条件 (1)，(2)を満たす．)

参考文献
[1] Bukhshtaber, V. M., Yang-Baxter mappings, Uspekhi Mat. Nauk 53 (1998), no. 6(324),

241-242; translationin Russian Math. Surveys 53 (1998), no. 6, 1343-1345.

[2] Drinfel’d, V. G.: On some unsolved problems in quantum group theory, Quantum groups
(Leningrad, 1990), 1-8, Lecture Notes in Math., 1510, Springer, Berlin, 1992.

[3] Matsumoto, D.K., Shibukawa, Y.:Quantum Yang-Baxter equation, braided semigroups,
and dynamical Yang-Baxter maps, Tokyo J. Math. 38 (2015),227-237.

[4] Shibukawa, Y., Dynamical Yang-Baxter maps with an invariance condition, Publ. Res.
Inst. Math. Sci. 43(2007), no. 4, 1157-1182.

-50-



階乗型 P 関数の構造定数について

池田岳（岡山理科大学）

1 Pλ(x|t) の定義
λ = (λ1, . . . , λℓ) を ℓ ≤ n をみたす strict partition とする．ℓ を λ の

length と呼び ℓ(λ) で表す．x を変数として一般化された階乗を (x|t)k =

(x− t1) · · · (x− tk) (k ≥ 1) と定義する．ここに t = (t1, t2, . . .) は無限個の不

定元である．x1, . . . , xn を変数として各 strict partition λ に対して factorial

P -関数を

Pλ(x|t) =
1

(n− ℓ(λ))!

∑
w∈Sn

w

ℓ(λ)∏
i=1

(xi|t)λi

ℓ(λ)∏
i=1

n∏
j=i+1

xi + xj
xi − xj


と定義する (Ivanov による)．ここで n次対称群 Sn の元 w は変数 x1, . . . , xn

を置換する．

2 RMST(λ) による表示

アルファベットとして P′ = {1 < 1′ < 2 < 2′ < · · · < n < n′} を用いる．
a ∈ P′ に対してプライムを除いた文字を |a| で表す．Strict partition λ を台

とする Reverse marked shifted tableau (RMST) R とは λ の shifted diagram

の各箱に P′ の元を一つづつ入れて得られるもので

(1) 行に関して左から右に，列に関して上から下に弱い意味で減少する．

(2) 各列は各 k (1 ≤ k ≤ n)を高々１個しか含まない．

(3) 各行は各 k′ (1 ≤ k ≤ n)を高々１個しか含まない．

(4) 対角の箱，つまり (i, i)にはプライムのない文字だけが入る．

λ を台とする RMST 全体の集合を RMST(λ)で表す．RMST R の entry a

に対し r(a) は文字 aの行の座標，c(a) は列の座標を表す．符号 ε(a) ∈ {±1}
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を a が対角にないときは，a がプライム付きなら +1，プライムが無いならば

−1 とし，a が対角にあるときは (−1)|a|+r(a)+n と定める．

3 結果

µ を strict partition とし 1 ≤ ℓ ≤ ℓ(µ) とする．κ を κi ≤ µi (∀i) をみ
たす strict partition とするとき skew shifted shape µ/κ 上の 1 から ℓ およ

び 1′ から ℓ′ を entry に持つ RMST の全体を RMSTℓ(µ/κ) で表す．和集合

RS(µ, ℓ) =
⊔

κ⊂µ RMST(µ/κ) を考え，この集合の元を µ を台とする ℓ-rim

strip と呼ぶ．更に ℓ-rim strip S の entry ({1, . . . , ℓ, 1′, . . . , ℓ′} の元) のいく

つかにバーを付けて得られる対象を考える．例えば次のようなものである：

B =
3′ 3 2 1

3′ 2′ 2̄ 1′ 1
2 1̄′ 1̄

(3.1)

このような組合せ的対象をバー付き ℓ-rim strip と呼び，これら全体の

集合を BRS(µ, ℓ) で表すことにする．B ∈ BRS(µ, ℓ) に対して ω(B) =

(ω1(B), . . . , ωn(B)) ∈ Nn を

ωi(B) = #{a ∈ B | |a| = i, a はバー無し } (1 ≤ i ≤ ℓ), ωi(B) = κi+ℓ (ℓ < i ≤ n)

と定義する．バー付き ℓ-rim strip B に対して，そのバー付きの entry からな

る集合を Bb で表す．a ∈ Bb に対して prec(a) を 行番号が r(a) 以上，列番号

が c(a) 以下であるバーの無い k := |a| または k′ の個数を表す．もうひとつ別

に strict partition λ を与えるとき B ∈ BRS(µ, ℓ(λ))に対して

cλ,B(t) =
∏
b∈Bb

(
tλ|a|+1+prec(a) + ε(a)tc(a)−r(a)+1

)
(3.2)

と定義する．

定理 1. 次が成り立つ：

Pλ(x|t)Pµ(x|t) =
∑

B∈BRS(µ,ℓ(λ))

cλ,B(t)Pλ+ω(B)(x|t). (3.3)

右辺の Pλ+ω(B)(x|t) は一般に λ+ ω(B) が strict partition でないものも含

む．ここでは α ∈ Nn に対して Pα(x|t) を添え字 α に関して交代的であると理

解する．したがって strict partition を添え字とするものだけの線型結合に書

き直すことはできる．その結果，キャンセルが起こり，整理した時に具体的に

どの項が残るのかわかることが望ましいが，まだそこまで到達していない．
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古典群の double Bruhat cell 上の
クラスター変数と結晶基底

金久保 有輝 (上智大学)

中島 俊樹 (上智大学)
記号
G : C上の古典的代数群, B, B− : opposite な Borel 部分群, H := B ∩B−,

N , N− : unipotent radicals, W = Norm(H)/H : Weyl 群, Λi : 基本ウエイト

1. Introduction

代数群Gをベースにした研究は, その座標環の構造を調べる大域的な研究と, リー
環やその量子群を調べる局所的な研究に分かれる. 両研究は密接に関連してい
る. 例えば, 座標環 C[N ]と n := Lie(N)の普遍包絡環 U(n)は互いに双対関
係にある. G = SLr+1(C) (A型) の場合, 「小行列式」は C[N ]の元であるが,

これは U(n)における標準基底の双対基底となる. 我々の最近の研究で, double

Bruhat cell Gu,v (u, v ∈ W )上の小行列式と, 結晶基底との関係が新たにわかった.

Gu,v := BuB ∩ B−vB−である. Exchange relation という関係式により, C[Gu,v]

の生成元が,小行列式から次々と生成される [2]. このような生成元を持つ代数をク
ラスター代数と呼び, その生成元をクラスター変数と呼ぶ. 一方, 結晶基底は, 量
子群の表現を組み合わせ論的に扱うために導入されたもので, タブローやLaurent

単項式を用いて表示される. [3]では, 小行列式を座標変換したものが, 結晶基底
をLaurent単項式で表示したものの和になることを示した. 座標環におけるクラ
スター変数と, 結晶基底の関係が発見されたということである. 本講演では, この
結果を他のB, C, D型古典群 (SO2r+1(C), Sp2r(C), SO2r(C))の場合に拡張する.

2. 座標環とgeneralized minor

G0 = N−HN とおき, x = [x]−[x]0[x]+, [x]− ∈ N−, [x]0 ∈ H, [x]+ ∈ N と記す.

次のgeneralized minor は, G = SLr+1(C)のときは通常の小行列式に一致する:

定義 2.1. u ∈ W , i ∈ {1, · · · , r}に対し, generalized minor ∆uΛi, Λi
は, 開部分集

合uG0への制限が, ∆uΛi, Λi
(x) = ([u−1x]0)

Λiで与えられるG上の正則関数である.

u = si1 · · · sin に対し, i := (i1, · · · , in)を uの reduced word という. k ∈
{1, 2, · · · , n}に対し, u≤k := si1 · · · sikとおく. このとき,

∆(k; i)(x) := ∆u≤kΛik
, Λik

(x) (1 ≤ k ≤ n)

とおくと, これらが座標環C[Gu,e]の元のクラスター変数となり, 他のクラスター
変数も, これらから次々と生成される. 双正則同型ϕ : H × (C×)n

∼→: Gu,e [1] を
用いて, ∆G(k; i) := ∆(k; i) ◦ ϕとおく.

例 2.2. G = Sp4(C) (C2型代数群), u = s1s2s1s2 ∈ W , i = (1, 2, 1, 2)に対し,

∆G(2; i)(a;Y1,1, Y1,2, Y2,1, Y2,2) = a(s1s2Λ2)

(
Y 2
1,1

Y1,2
+ 2

Y1,1
Y2,1

+
Y1,2
Y 2
2,1

+
1

Y2,2

)
. (1)
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3. 結晶基底と単項式表示
g := Lie(G)を GのLie環, Uq(g)をその量子群とする. Uq(g)の既約表現は, 最高
ウエイト λ ∈ P+ :=

⊕
i Z≥0Λi を持つ最高ウエイト表現である. そのような表現

V (λ)は, 結晶基底B(λ)を用いることで, 構造が明らかにされる.

例 3.1. G = Sp4(C) (C2型代数群)とする. λ = Λ2とする.

Y0,2
2−→

Y 2
1,1

Y1,2

1−→ Y1,1
Y2,1

1−→ Y1,2
Y 2
2,1

2−→ 1

Y2,2
. (2)

Diagram (2) は結晶基底 B(Λ2)の単項式表示で, V (Λ2)がウエイトΛ2, 2Λ1 − Λ2,

0, Λ2 − 2Λ1, −Λ2のウエイト空間に分解される 5次元表現であることを表してい
る. 例 2.2における (1)に現れる項の集合 {Y 2

1,1

Y1,2
, Y1,1

Y2,1
, Y1,2

Y 2
2,1
, 1

Y2,2
}は, 上記の結晶基

底 B(Λ2)の単項式表示の一部で, lower Demazure crystal B−(Λ2)s1s2と呼ばれる.

4. 主結果
各A, B, C, D型古典群において, 最長元の reduced word は次で与えられる：

i0 =



(1, 2, · · · , r︸ ︷︷ ︸
1 st cycle

, 1, 2, · · · , r − 1︸ ︷︷ ︸
2 nd cycle

, · · · , 1, 2, 3︸ ︷︷ ︸
(r−2) th cycle

, 1, 2, 1) for Ar,

(1, 2, · · · , r︸ ︷︷ ︸
1 st cycle

, 1, 2, · · · , r︸ ︷︷ ︸
2 nd cycle

· · · , 1, 2, · · · , r︸ ︷︷ ︸
r th cycle

) for Br, Cr,

(1, 2, · · · , r︸ ︷︷ ︸
1 st cycle

, 1, 2, · · · , r︸ ︷︷ ︸
2 nd cycle

· · · , 1, 2, · · · , r︸ ︷︷ ︸
r−1 th cycle

) for Dr.

(3)

u ∈ W を, その reduced word iが, (3)の i0の left factor で表わされるものと
する. 例えばB, C, D型なら, i = (1, · · · , r)m−1(1, · · · , d)という形である. Y =

(a;Y1,1, · · · , Y1,r, · · · , Ym−1,1, · · · , Ym−1,r, Ym,1, · · · , Ym,d) ∈ H × (C×)nとおく.

定理 4.1. ik は, i = (i1, · · · , in)の (m− 1)th cycle に属するとする. このとき,

∆G(k; i)(Y) = a(u≤kΛd)

 ∑
b∈B−(Λd)u≤k

cb µ(b)

 , (4)

となる. ここに, B−(Λd)u≤k
は B(Λd)の lower Demazure crystal, cb はある正整

数, µ は B(Λd)のある単項式表示である.

参考文献
[1] A.Berenstein, A.Zelevinsky, Tensor product multiplicities, canonical bases and to-

tally positive varieties, Invent. Math. 143 No. 1, (2001).

[2] A.Berenstein, S.Fomin, A.Zelevinsky, Cluster algebras 3 : Upper bounds and double
bruhat cells. Duke Mathematical Journal vol. 126 No1,(2005).

[3] Cluster Variables on Certain Double Bruhat Cells of Type (u,e) and Monomial
Realizations of Crystal Bases of Type A. Y.Kanakubo, T.Nakashima, SIGMA 11
(2015).
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Remarks on quantum unipotent subgroup and dual
canonical basis

木村　嘉之 (神戸大学)∗

1. Introduction

gを対称化可能Kac-Moody Lie環として、g = n− ⊕ h⊕ n+を三角分解、g = h⊕
⊕

α∈∆ gα
をルート空間分解とする。w ∈ W をそのWeyl群の元に対して、正ルートをwに関す
る転倒集合∆+ (≤ w) := ∆+ ∩ w (∆−)とその補集合∆+ (> w) := ∆+ ∩ w (∆−)に分け
る。この分解に応じて、n± (≤ w) :=

⊕
±α∈∆+(≤w) gα,n± (> w) :=

⊕
±α∈∆+(>w) gαとお

くと、n± のベクトル空間としての直和分解n± = n± (≤ w)⊕n± (≤ w)が得られる。Lie

環に関するPoincare-Birkhoff-Wittの定理より、普遍展開環の線形空間としての同型

U (n± (≤ w))⊗ U (n± (> w))
∼−→ U (n±)

が積写像によって与えられることが、n± (≤ w)およびn± (> w)の基底をそれぞれ選ぶこ
とで得られる。この同型の量子変形が、2014年に、Berenstein-Greenstein [1, Conjecture

5.5]によって予想された。

2. Quantum unipotent subgroup

gを対称化可能Kac-Moody Lie環として、Uq (g)を付随するDrinfeld-神保量子包絡環
とする。
Weyl群の元w ∈ Wとその最短表示 i = (i1, · · · , iℓ)に対して、付随するLusztigの組

み紐群対称性Tw = T
′′
i1,−1 · · ·T

′′
i1,−1 ∈ Aut (Uq (g))が定義される。

定義 1. Weyl群の元wに対して、量子包絡環の三角分解Uq (g) ≃ U−
q (g) ⊗ U0

q (g) ⊗
U+

q (g) ,U≥0
q (g) := U0

q (g)⊗U+
q (g)を用いて、U (n± (≤ w))およびU (n± (> w))の量子

類似として、U−
q (g)の部分代数U−

q (≤ w) := U−
q (g) ∩ TwU≥0

q (g)およびU−
q (> w) :=

U−
q (g)∩TwU−

q (g)を考える。まず、U−
q (≤ w)に関しては、U (n± (≤ w))の量子類似と

して妥当であることが以下の定理により、よく知られている。

定理 2 (Lusztig[4],Beck-Chari-Pressley[2]). Weyl群の元wと、その最短表示i = (i1, · · · , iℓ)
に対して、U−

q (≤ w)はPoincare-Birkhoff-Witt型基底{
f
(c1)
i1

T ′′
i1,−1

(
f
(c2)
i2

)
· · ·

(
T ′′
i1,−1 · · ·T ′′

iℓ−1,−1

)(
f
(cℓ)
iℓ

)∣∣∣c = (c1, · · · , cℓ) ∈ Zℓ
≥0

}
を持つ。

本研究は、大阪市立大学数学研究所が推進するＪＳＰＳ頭脳循環を加速する戦略的国際研究ネットワー
ク推進プログラム採択事業「対称性，トポロジーとモジュライの数理，数学研究所の国際研究ネットワー
ク展開」 の助成を受けたものである。
2010 Mathematics Subject Classification: 17B37, 13F60.
キーワード：Quantum groups, dual canonical bases.
∗〒 657-8501 神戸市灘区六甲台町 1-1 神戸大学理学研究科数学専攻
e-mail: ykimura@math.kobe-u.ac.jp
web: http://researchmap.jp/ysykmr/
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一方、有限型およびアフィン型を除いて、n± (> w)のルート基底及び量子類似の構成
は知られておらず、U−

q (> w)のPoincare-Birkhoff-Witt型基底は知られていない。し
かし、以下の非自明な“分解”が分かる。
命題 3 ([3, Proposition 3.4]). Weyl群の元wと、その最短表示i = (i1, · · · , iℓ)に対して、

U−
q (> w) = U−

q (g) ∩ T ′′

i1,−1U
−
q (g) ∩ T ′′

i1,−1T
′′

i2,−1U
−
q (g) ∩ · · · ∩ T ′′

i1,−1 · · ·T
′′

iℓ,−1U
−
q (g)

が成り立つ。

3. Quantum unipotent subgroup and dual canonical basis

BlowをU−
q (g)の標準基底、Bupを双対標準基底とする。ここで、双対標準基底は、U−

q (g)

の非退化内積を用いて、U−
q (g)の基底とみなす。

定理 4 ([2, Theorem 4.25],[3, Theorem 3.9]). 　U−
q (≤ w)とU−

q (> w)は、それぞれ双
対標準基底Bupと整合的である。すなわち、以下が成り立つ
(1) Bup ∩U−

q (≤ w)は、U−
q (≤ w)の基底をなす。

(2) Bup ∩U−
q (> w)は、U−

q (> w)の基底をなす。
(1)に関しては、Poincare-Birkhoff-Witt型基底の直交性より、(正規化して定義され

る)“双対”Poincare-Birkhoff-Witt型基底のBupを特徴づける対合に関する上三角性と
(双対)標準基底の特徴付けをもちいて、証明される。
(2)に関しては、Lusztigによる直和分解U−

q (g) =
(
U−

q (g) ∩ T ′′
i1,−1U

−
q (g)

)
⊕fiU−

q (g)、
fiU

−
q (g)とBlowとの整合性から、U−

q (g) ∩ T ′′
i1,−1U

−
q (g)がBupと整合的であることが

知られており、上の命題を用いることで、右辺に関して、wに関して帰納的に証明さ
れる。
Bup ∩U−

q (≤ w)とBup ∩U−
q (> w)の間の積公式を証明することで、以下の定理が得

られる。
定理 5. 積写像によって、ベクトル空間としての同型U−

q (≤ w)⊗U−
q (> w)

∼−→ U−
q (g)

が得られる。また、この同型は、Bupの定める整形式に関して、自由加群としての同型
が得られる。
Bup ∩U−

q (≤ w)とBup ∩U−
q (> w)の間の積公式は、上の分解に相当する結晶構造の

分解に応じた双対標準基底の積を考えることで、もとの双対標準基底と、最短表示に
よって定義される前順序に関して狭義に低次の項に展開されるということが示される。
この定理は、谷崎 [5, Proposition 2.10]によっても証明されている。

参考文献
[1] Arkady Berenstein and Jacob Greenstein. Double canonical bases. arxiv preprint http:

//arxiv.org/abs/1411.1391, 2014.
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arXiv preprint arXiv:1506.07912, 2015.
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Birkhäuser Boston, Inc., Boston, MA, 1993.

[5] Toshiyuki Tanisaki. Modules over quantized coordinate algebras and PBW-bases. arxiv
preprint http://arxiv.org/abs/1409.7973v2, March 2015.
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アフィン・リー環の極大ウェイト重複度に現れるpattern

avoidanceについて

土岡 俊介（東大数理）, 渡部 正樹（東大数理）

g = g(A)を対称化可能GCM Aに付随したKac-Moodyリー環とする。各支配的整ウェ
イト Λ ∈ P+について、可積分最高ウェイト表現 V (Λ)とそのウェイトの集合 PA(Λ) :=

{µ ∈ h∗ | V (Λ)µ ̸= 0}が定義される。V (Λ)の可積分性からPA(Λ)はワイル群W =W (A)

の作用を持つ。ウェイト µ ∈ PA(Λ)について、mA(Λ, µ) := dimV (Λ)µはウェイト重複度
（weight multiplicity）と呼ばれるが、この研究は組み合わせ論的表現論の中でも特別な位置
を占めている。一方で、しばしばPA(Λ)やmA(Λ, µ)の情報が、圏論化（categorification）
を通じて、一見無関係に見える代数の表現論の情報を与えることがある。
そこで PA(Λ)に興味があるが、Aがアフィンの場合は、おおまかな構造が知られてお
り [Kac, §12.6]、当面は支配的極大ウェイトの集合maxA(λ) = {λ ∈ PA(Λ) | λ+δ ̸∈ PA(Λ)}
に興味がある。明らかに、maxA(Λ)はW不変（すなわち、maxA(Λ) =W ·(maxA(Λ)∩P+)）
だが、実はmaxA(Λ) ∩ P+は有限集合である [Kac, Proposition 12.6]。
Λがレベル 1の場合、先に述べた圏論化を通じた対応で現れる代数は A型岩堀・ヘッ
ケ環になる。X がアフィン ADE型で Λがレベル 1のとき、maxX(Λ) ∩ P+ = {Λ}とな
ることに注意しよう。さて、B型岩堀・ヘッケ環の表現論の研究のためには、レベル 2で
A = A

(1)
p−1の場合を考える必要が生じる。 [Tsu]において、集合max

A
(1)
p−1

(Λ0 +Λs) ∩ P+

（ここで 0 ≤ s < p）を研究した。
定義：p ≥ 2を整数とする。ℓ ≥ 1と t, u ≥ 0で ℓ+ t < p− ℓ+ 1 and ℓ < u− ℓ+ 1なるも
のについて、ŝlp = g(A

(1)
p−1)のルート格子の元を 2つ、以下で定義する。

λpℓ,t = ℓα0 +

 ℓα1 + · · · ℓαt

+(ℓ− 1)αt+1 + (ℓ− 2)αt+2 + · · ·+ αℓ+t−1

+αp−ℓ+1 + · · ·+ (ℓ− 2)αp−2 + (ℓ− 1)αp−1

 ,

µpℓ,u = ℓα0 +

 (ℓ− 1)α1 + (ℓ− 2)α2 + · · ·+ αℓ−1

+αu−ℓ+1 + · · ·+ (ℓ− 2)αu−2 + (ℓ− 1)αu−1

+ℓαu + · · · ℓαp−1


定理 [Tsu, Theorem 1.4]：p ≥ 2を整数とし、ŝlp = g(A

(1)
p−1)のレベル 2の支配的整ウェ

イト Λ = Λ0 + Λs を考える（ここで 0 ≤ s < p）。このとき、以下が成立する。

1. max
A

(1)
p−1

(Λ) ∩ P+ = {Λ} ⊔ {Λ− λpℓ,s | 1 ≤ ℓ ≤ ⌊p−s
2 ⌋} ⊔ {Λ− µpℓ,s | 1 ≤ ℓ ≤ ⌊ s2⌋}.

2. m
A

(1)
p−1

(Λ,Λ− λpℓ,s) = Dℓ,s, mA
(1)
p−1

(Λ,Λ− µℓ,s) = Dℓ,p−s.

1
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ここでDn,mは、(0, 0)から (n+m,n)へのステップ (1, 0), (0, 1)の latticeパスであって、
対角線 y = xを超えないものの数で、Dn,m = m+1

n+m+1

(
2n+m

n

)
となっている [St, 6.20.b]。

Dn,0はカタラン数（321-avoidingなSnの元の個数 [St, 6.19.ee]）であるという観察に基
づき、Misra-Rebeccaは次の極大ウェイト重複度と pattern avoidanceの関係を予想した。
予想 [MR1, Conjecture 4.13]：1 ≤ ℓ ≤ ⌊p/2⌋について、m

A
(1)
p−1

((k+1)Λ0, (k+1)Λ0−
λpℓ,0)は、((k + 2), (k + 1), · · · , 2, 1)-avoidingなSℓの元の個数で与えられる。

[TW, Theorem 1.5]は、これを証明し、さらに少し一般化したものである。
定理 [TW, Theorem 1.5]：p ≥ 2を整数とし、レベル k + 1で Λ = kΛ0 + Λs の形の
ŝlp = g(A

(1)
p−1)の支配的整ウェイトを考える（ここで 0 ≤ s < pかつ k ≥ 1）。このとき、

m
A

(1)
p−1

(Λ,Λ − λpℓ,s)は、0s, 1, 2, · · · , ℓ（ここで 0は s個ある）の並び替えであって、長さ

k + 2以上の（狭義）減少部分列を含まないものの個数で与えられる。
証明は、ヘッケ環のモジュラー表現論でKleshchev多重分割と呼ばれている（A(1)

p−1型）
柏原クリスタルの連結成分B(aΛ0+bΛs) ⊆ B(Λ0)

⊗a⊗B(Λs)
⊗bを、特徴付ける結果 [AKT,

Theorem 9.5]を用いて、ウェイト重複度の計算を、適切なヤング図形の列の数え上げに帰
着し、RSK対応や平面分割（ [St, §7.20]を参照）を解析することでなされる [TW, §2]。
ŝlp = g(A

(1)
p−1)加群における、極大ウェイト重複度と pattern avoidanceの関係は [MR1]

で初めて指摘されたが、 [TW]では A
(2)
2n と D

(2)
n+1 という他のアフィン型でも、同種の定

理を証明した [TW, Theorem 1.7]。証明には、Dynkin図形自己同型が誘導する柏原クリ
スタルの固定点と、oribitリー代数の関係を記述したNaito-Sagakiの結果 [NS]を用いる。
これも [AKT]同様、Littelmannのパス模型の応用である。 [TW]が arXivにあがる 1週
間前に、 [MR2]が arXivにあがり、そこで予想が証明されている。これは定理の s = 0の
場合に相当する。 [MR1]では、極大ウェイトの集合の数#(max

A
(1)
p−1

(kΛ0) ∩ P+)につい

ての予想 [MR1, Conjecture 3.9]も与えられており、 [TW, §4]ではその証明も与えた。証
明には、（おそらくGaussにまで遡る）q-Lucas定理 [Sag, Theorem 2.2]を用いる。

参考文献
[AKT] S. Ariki, V. Kreiman and S. Tsuchioka, On the tensor product of two basic representations

of Uv(sle), Adv.Math. 218 (2008), 28–86.

[Kac] V. Kac. Infinite dimensional Lie algebras. Cambridge University Press, 1990.

[MR1] K. Misra and J. Rebecca, On multiplicities of maximal weights of ŝl(n)-modules, Al-
gebr.Represent.Theory 17 (2014), 1303–1321.

[MR2] K. Misra and J. Rebecca, Lattice Paths, Young Tableaux, and Weight Multiplicities,
arXiv:1508.06930

[NS] S. Naito and D. Sagaki, Standard paths and standard monomials fixed by a diagram au-
tomorphism, J.Algebra 251 (2002), 461–474.

[Sag] B. Sagan, Congruence properties of q-analogs, Adv.Math. 95 (1992), 127–143.

[St] P. Stanley, Enumerative combinatorics. Vol.2, Cambridge University Press, 1999.

[Tsu] S. Tsuchioka, Catalan numbers and level 2 weight structures of A
(1)
p−1, RIMS Kôkyûroku

Bessatsu, B11 (2009), 145–154.

[TW] S. Tsuchioka and M. Watanabe, Pattern avoidance seen in multiplicities of maximal
weights of affine Lie algebra representations, arXiv:1509.01070
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Weyl groupoids and representation
theory of generalized quantum groups

山根　宏之　（富山大学理工学研究部（理））

Weyl groupoidsの概念は以前からスーパーリー代数の研究者は知ってい
た。その公理化は [5]で導入された。第１節ではGeneralized root systemに
ついて解説し、[5]で得られたWeyl groupoidsのコクセター関係式による表
示（Theorem 1.5）および松本型定理（Theorem 1.6）を述べる。第２節で
は Generalized quantum groupsについて解説し、その PBW型定理（The-
orem 2.4）, Universal R-matrix（Theorem 2.5）, Shapovalov行列式（The-
orem 2.6）, Harish-Chandra型定理（Theorem 2.7）を述べる。第３節では
Generalized quantum groupsの有限次元既約表現の分類定理（Theorem 3.2）
を述べる。

このたび、私に講演の機会を与えていただいた関係者の皆様に感謝しま

す。特に細かな指示をしていただいた中西知樹氏、斎藤義久氏に感謝します。

1 Generalized root systemsの新しい定義

集合Xに対して |X|でXの濃度を表す。δa,bおよびδ(a, b)でKronecker’s delta
を表わす。a, b ∈ {−∞} ∪ Z ∪ {∞}に対して Ja,b := {n ∈ N|a ≤ n ≤ b}とお
く。J1,∞ = Nである。Z≥0 := J0,∞とおく。Z≤0 := J−∞,0とおく。N ∈ Nと
する。I := J1,Nとおく。Vを {αi|i ∈ I}を基底とするN次元R-線形空間と
する。次の Lemma 1.1が重要である。

Lemma 1.1. ([10]) RをVの空でない部分集合とする。0 /∈ R, SpanR(R) =
Vかつ rankZ(SpanZ(R)) = Nを仮定する。ある ν ∈ Rと SpanZ(R)の有限部
分集合XがあってR ⊂ Zν+Xとなっているとする。{γi|i ∈ I}を SpanZ(R)
の Z-基とする。ν ∈ ZγNとする。このときある g ∈ V∗で

(1.1) 0 < g(γ1) < min{|g(β)||β ∈ Γ \ {±γ1}}

となるものがある。

1
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Proof. k ∈ J2,∞を

R ⊂ {
N∑
t=1

xtγt |xs ∈ J−k,k (s ∈ J1,N−1), xN ∈ Z}.

をみたすものとする。g ∈ V ∗ を g(γt) := (2k)t−1 (t ∈ J1,|I|)により定義す

る。g(γ1) = 1 > 0である。β =
∑|I|

t=1 xtγt ∈ R \ {±γ1} (xt ∈ Z)とする。
p := max{t ∈ J1,|I||xt ̸= 0}とおく。このとき

|g(β)| = |
∑p

t=1 xt(2k)
t−1|

≥ |xp(2k)p−1| − |
∑p−1

t=1 xt(2k)
t−1|

≥ |xp|(2k)p−1 −
∑p−1

t=1 k(2k)
t−1

= |xp|(2k)p−1 − k · (2k)p−1−1
2k−1

= (2k)p−1(|xp|(2k−1)−k)+k

2k−1
.

が成り立つ。p = 1のとき |xp| ≥ 2より |g(β)| ≥ (2(2k−1)−k)+k
2k−1

= 2 > 1 = g(γ1)

が成り立つ。p ≥ 2のとき |xp| ≥ 1より |g(β)| ≥ 2k((2k−1)−k)+k
2k−1

= k > 1 =
g(γ1). が成り立つ。 従って (1.1)が成り立つ。 2

RをVの空でない SpanR(R) = Vとなる部分集合とする。ΠをRの空で
ない部分集合とする。RΠ,+ := SpanZ≥0

(Π), RΠ,− := SpanZ≤0
(Π)とおく。Π

が次の条件 (B1)-(B3)をみたすとき『Rの基底』であると言う。

(B1) ΠはVのR上の基底である。
(B2) R = RΠ,+ ∪RΠ,−

(B3) ∀α ∈ Π, Rα ∩R = {α,−α}

B̃を Rの基底全体のなす集合とする。Bを B̃の空でない部分集合とする。
(R,B)が次の条件 (∗)をみたすとき『(set-theoretic) generalized root system』
とよぶ。

(∗) ∀Π ∈ B, ∀α ∈ Π, ∃Π(α) ∈ B, RΠ(α),+ ∩RΠ,− = {−α}

このとき、NΠ
α,β ∈ Z (β ∈ Π)が存在してΠ(α) = {β +NΠ

α,βα|α ∈ Π}となる。
さらにNΠ

α,α = −2, NΠ
α,β ∈ Z≥0 (β ̸= α)が成り立つ。Lemma 1.1等によりつ

ぎの Lemma 1.2が成り立つ。

2
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Lemma 1.2. ([10]) (R,B)を generalized root systemとする。|R| < ∞と仮
定する。

(1) B̃ = Bが成り立つ。
(2) 任意の α ∈ Rに対して α ∈ ΠとなるΠ ∈ Bが存在する。
(3)任意のλ ∈ SpanZ(R)\∪α∈RZαに対してλ /∈ SpanZ≥0

(Π)∪(−SpanZ≥0
(Π))

となるΠ ∈ Bが存在する。

(R,B) を generalized root system とする。B̌ を α̌(I) ∈ B　を満たす全て
の写像 α̌ : I → Rの集合とする。cα̌ij := −N α̌(I)

α̌(i),α̌(j) (α̌ ∈ B̌, i, j ∈ I)とおく。

各 i ∈ I に対して写像 τ̌i : B̌ → B̌ を τ̌i(α̌)(j) := α̌(j) − cα̌ijα̌(i)により定義す

る。τ̌ 2i = idB̌ および c
τ̌i(α̌)
ij = cα̌ijが成り立つ。V̌を N-次元R-線形空間とする。

{v̌i|i ∈ I}をV̌の基底とする。sα̌i ∈ GL(V̌) (α̌ ∈ B̌, i ∈ I)をsα̌i (v̌j) := v̌i−cα̌ij v̌j
により定義する。MをNから Iへの写像のなす集合とする。α̌ ∈ B̌ と f ∈ M
に対して α̌f,0 := α̌とおき、1α̌sf,0 := idV̌とおく。α̌ ∈ B̌, f ∈ Mと t ∈ N,に
対して let α̌f,t := τ̌f(t)(α̌f,t−1) とおき、1α̌sf,t := 1α̌sf,t−1 ◦ s

α̌f,t

f(t)とおく。

α̌♭ ∈ B̌を固定する。B̌b := {α̌♭
f,t|f ∈ M, t ∈ Z≥0}とおく。α̌, α̌′ ∈ Mに

対してH(α̌, α̌′) := {1α̌sf,t|f ∈ M, t ∈ Z≥0, α̌f,t = α̌′}とおく。α̌, α̌′ ∈ M と
w ∈ H(α̌, α̌′) に対して

ℓα̌,α̌′(w) := min{t ∈ Z≥0|∃f ∈ M, α̌f,t = α̌′, 1α̌sf,t = w}

とおく。つぎの Lemma 1.3によって w ∈ H(α̌, α̌′) は {α̌′(i)|i ∈ I} から
{α̌(i)|i ∈ I}への基底変換の行列とみなせる。

Lemma 1.3. ([10]) α̌, α̌′ ∈ B̌♭ とする。w ∈ H(α̌, α̌′).とする。dij ∈ Z
(i, j ∈ I)を

(1.2) w(v̌j) =
∑
i∈I

dij v̌i.

となるものとする。このとき

(1.3) α̌′(j) =
∑
i∈I

dijα̌(i).

が成り立つ。とくに |H(α̌, α̌′)| = 1が成り立つ。

Proof. ℓα̌,α̌′(w)による帰納法を使う。ℓα̌,α̌′(w) = 0であるときは α̌′ = α̌お
よび w = idV̌が成り立つので (1.3) が成り立つ。ℓα̌,α̌′(w) ≥ 1とする。p ∈ I
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とする。α̌′′ := τ̌p(α̌
′)とおき、w′ := w ◦ sα̌′′

p ∈ H(α̌, α̌′′)とおく。ℓα̌,α̌′′(w′) =
ℓα̌,α̌′(w) − 1と仮定する。d′ij ∈ Z (i, j ∈ I)を w′(v̌j) =

∑
i∈I d

′
ij v̌iにより定

義する。帰納法により α̌′′(j) =
∑

i∈I d
′
ijα̌(i)が成り立つ。このとき w(v̌j) =

w′(v̌j − cα̌
′′

pj v̌p) =
∑

i∈I(d
′
ij − d′ipc

α̌′′
pj )v̌iが成り立つ。α̌

′ = τ̌p(α̌
′′)より α̌′(j) =

α̌′′(j)− cα̌
′′

pj α̌
′′(p) =

∑
i∈I(d

′
ij − d′ipc

α̌′′
pj )α̌(i)が成り立つ。したがって (1.3)が成

り立つ。 2

C α̌ := [cα̌ij]i,j∈I とおく。C
α̌ は [7, §1.1]での意味での generalized Cartan

matrix である。データ C = C(I, B̌♭, (τ̌i)i∈I , (C
α̌)α̌∈B̌♭) を考える。Cは [3, Def-

inition 2.1]での意味でのCartan scheme である。すなわち公理

(C1) τ̌ 2i = idB̌♭ ,

(C2) c
τ̌i(α̌)
ij = cα̌ij

を満たす。α̌ ∈ B̌♭に対して R-線形同型写像 ηα̌ : V → V̌を ηα̌(α̌(i)) := v̌i
(i ∈ I)により定義する。R(α̌) := ηα̌(R)とおきR+(α̌) := R(α̌) ∩ ⊕i∈IZ≥0v̌i,
R−(α̌) := R(α̌) ∩ ⊕i∈IZ≤0v̌i とおく。s

α̌
i ◦ ηα̌ = ητ̌i(α̌) である。データR =

R(C, (R(α̌))α̌∈B̌♭)を考える。Rは [2, Definition 1.2]の意味での generalized
root systemの公理を満たす。それらは

(R1) R(α̌) = R+(α̌) ∪R−(α̌)（R−(α̌) ̸= −R+(α̌)でもよい）,
(R2) R(α̌) ∩ Zv̌i = {v̌i,−v̌i},
(R3) sα̌i (R(α̌)) = R(τ̌i(α̌)),
(R4) idV̌ ∈ H(α̌, α̌′) ⇒ α̌ = α̌′

である。(R4)は Lemma 1.3より従う。
α̌ ∈ B̌♭とする。 x, y ∈ I を x ̸= yとなるものとする。m := |R+(α̌) ∩

(Zα̌(x)⊕Zα̌(y))|とおく。m <∞であると仮定する。fxy ∈ Mをfxy(2r−1) :=
x, fxy(2r) := y (r ∈ N)により定義する。[2, Lemma 1.5]より

(R4)′ α̌fxy ,2m = α̌ かつ 1α̌sfxy ,2m = idV̌

が従う。特にRは [5, Definition 2], [3, Definition 2.2]の意味での generalized
root systemである。特にこれら３つの generalized root systemの定義は同値
である。

写像 Ξ : B̌♭ → Bを Ξ(α̌) := α̌(I)により定義する。[5, Lemma 8(iii)]より
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ℓα̌,α̌′(w) = |R+(α̌)∩R−(α̌′)| (w ∈ H(α̌, α̌′)) が成り立つのでΞは単射である。
(R,Ξ(B̌♭)) も generalized root systemである。|R| <∞ならば Ξは全単射で
ある。

Rを上記のものとする。[3, Section 2] ([2, Definition 1.7]も見よ)の流儀に
従って（普遍な）Weyl groupoid W(R) を categoryとしてOb(W(R)) := B̌♭,
HomW(R)(α̌, α̌

′) := {(α̌, w, α̌′)|w ∈ H(α̌, α̌′)}および (α̌, w, α̌′)◦(α̌′, w′, α̌′′) :=
(α̌, w ◦ w′, α̌′′) により定義する。

Iを上記の集合と同じものとする。Ȧを空でない集合とする。各 a ∈ Ȧに
対して Ċa = [ċaij]i,j∈Iを [7, §1.1]での意味での generalized Cartan matrixとす

る。各 i ∈ Iに対して写像 τ̇i : Ȧ → Ȧを考える。Ċ = Ċ(I, Ȧ, (τ̇i)i∈I , (Ċa)a∈Ȧ)

をCartan schemeとする。すなわち Ċは上記の (C1)-(C2)と同様の性質を満た
すものとする。各 a ∈ Ȧに対して V̇aを {v̇a,i|i ∈ I}を基底とするN次元R-線
形空間とする。各 a ∈ Ȧに対して線形同型写像 ṡai : V̇a → V̇τ̇i(a) を ṡai (v̇a,j) :=

v̇τ̇i(a),j − ċaij v̇τ̇i(a),i (j ∈ I)により定義する。各 a ∈ Ȧに対して Ṙ(a)を V̇aの

SpanR(Ṙ(a)) = V̇a となる部分集合とし Ṙ+(a) := ⊕i∈IZ≥0v̇a,i, Ṙ
−(a) :=

⊕i∈IZ≤0v̇a,i とおく。データ Ṙ = Ṙ(Ċ, (Ṙ(a))a∈Ȧ)を上記の (R1)-(R4)と同

様の性質を満たすものとする。このような Ṙを categorical generalized root
systemという事にする。a ∈ Ȧ, f ∈ Mと t ∈ Z≥0に対して af,t ∈ Ȧと線形写
像 1aṡf,t : V̇af,t → V̇a を上記と同様にして定義する。Weyl groupoid W(Ṙ)を

categoryとしてOb(W(Ṙ)) := Ȧ, HomW(Ṙ)(a, a
′) := {(a, w, a′)|w ∈ H(a, a′)}

および (a, w, a′) ◦ (a′, w′, a′′) := (a, w ◦ w′, a′′) により定義する。a♭ ∈ Ȧを固
定する。Ḃ♭ := {1a♭ ṡf,t({v̇a♭f,t,i|i ∈ I})|f ∈ M, t ∈ Z≥0}とおく。(Ṙ(a♭), Ḃ♭)は

generalized root system である。次の Lemmaは容易である。

Lemma 1.4. 写像 α̌♭ : I → Ṙ(a♭)を α̌♭(i) := v̇i,a♭ (i ∈ I)により定義す

る。C = C(I, B̌♭, (τ̌i)i∈I , (C
α̌)α̌∈B̌♭), R = R(C, (R(α̌))α̌∈B̌♭) およびW(R)を

(Ṙ(a♭), Ḃ♭) および α̌♭に対して上記で定義されたものとする。各 a ∈ Ȧに対
して線形写像 ua : V̇a → V̌を ua(v̇a,i) := v̌i (i ∈ I)により定義する。この
とき Categoryの射 F : W(R) → W(Ṙ) で F(α̌♭

f,t) = a♭f,t (f ∈ M, t ∈ Z≥0)

F((α̌, w, α̌′)) = (F(α̌), u−1
F(α̌) ◦ w ◦ uF(α̌′),F(α̌′)) を満たすものが一意的に存

在する。

Ċ = Ċ(I, Ȧ, (τ̇i)i∈I , (Ċa)a∈Ȧ)をCartan schemeとし、Ṙ = Ṙ(Ċ, (Ṙ(a))a∈Ȧ)
をを categorical generalized root systemとする。ṁa,i,j := |Ṙ+(a)∩(Z≥0v̇a,i⊕
Z≥0v̇a,j)|とおく。半群W(Ṙ)を生成元

o, ea, σ
a
i (a ∈ Ȧ, i ∈ I)
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と関係式

xo = ox = o (x ∈ W(Ṙ)),
(ea)

2 = ea, eaea′ = o (a ̸= a′),
eτ̇i(a)σ

a
i = σa

i ea = σa
i ,

(1.4)

σ
τ̇i(a)
i σa

i = ea(1.5)

1aσfij ,ṁa,i,j
= 1aσfji,ṁa,i,j

(a ∈ Ȧ, i, j ∈ I, i ̸= j, ṁa,i,j <∞)(1.6)

により定める（ここで (1.6)の等式の記号は上記のものと同様にして定める）。

Theorem 1.5. ([5]) 各 a ∈ Ȧに対して k(1aσf,t) = 1asf,t (f ∈ M, t ∈ Z≥0)
により定義される全単射 k : eaW(Ṙ) \ {0} → ∪a′∈ȦH(a, a′) が存在する。

a ∈ M と w ∈ ∪a′∈ȦH(a, a′) に対して

ℓa(w) := min{t ∈ Z≥0|∃f ∈ M, 1asf,t = w}

とおく。半群 W̃(Ṙ)を生成元 õ, ẽa, σ̃
a
i (a ∈ Ȧ, i ∈ I)と (1.4), (1.6)と同様の

関係式で定義する。

Theorem 1.6. ([5]) (1) a ∈ Ȧ, f, f ′ ∈ M, t ∈ Z≥0 を t = ℓa(1
asf,t)および

1asf,t = 1asf ′,tを満たすものとする。このとき 1aσ̃f,t = 1aσ̃f ′,t が成り立つ。

(2) a ∈ Ȧ, f ∈ M, t ∈ Z≥2 を t > ℓa(1
asf,t)を満たすものとする。このと

きある f ′ ∈ Mと r ∈ J1,t−1 で f ′(r) = f ′(r+1)および 1aσ̃f,t = 1aσ̃f ′,t を満た

すものが存在する。

2 Generalized quantum groups

Vを上記のものとする。Vの部分Z-加群AをSpanR(A) = Vかつ rankZ(A) =
Nとなるものとする。Kを代数閉体とする。K× := K \ {0}とおく。単位元
1 = 1U を持つ結合的 K-代数 U0 を生成元 Kλ, Lλ (λ ∈ A)と定義関係式
K0 = L0 = 1, KλKµ = Kλ+µ, LλLµ = Lλ+µ, KλLµ = LµKλ により定義す

る。特に {KλLµ|λ, µ ∈ A} はU0のK-基底である。（記号の乱用により、記
号Kλ, Lλを下記のK-代数 U = U(χ,Π) の或る元を表す為にも用いる。）
写像 χ : A× A → K× を

(2.1) χ(λ, µ+ µ′) = χ(λ, µ)χ(λ, µ′) かつ χ(λ+ λ′, µ) = χ(λ, µ)χ(λ′, µ)

(λ, λ′, µ, µ′ ∈ A)を満たすものとする。Π = {αi|i ∈ I}を Aの Z-基とす
る。このとき次の公理 (U1)-(U5)を満たす単位元 1 = 1U を持つ結合的K-代
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数 U = U(χ,Π)が一意に存在する。（以下の (U1)-(U5)でいくつかの記号も
導入する。）X, Y ∈ U に対して [X,Y ] := XY − Y Xとおく。

(U1) K-代数として U は生成元 Kλ ∈ U0, Lλ ∈ U0 (λ ∈ A), Ei ∈ Uαi
,

Fi ∈ U−αi
(i ∈ I)を持つ。

(U2) K-代数の単射準同型写像 i = iχ,Π : U0 → U で i(KλLµ) = KλLµ (λ,
µ ∈ A)を満たすものが存在する。
(U3) 等式 KλEi = χ(λ, αi)EiKλ, χ(λ, αi)KλFi = FiKλ, χ(αi, λ)LλEi =
EiLλ, LλFi = χ(αi, λ)FiLλ, [Ei, Fj] = δij(−Kαi

+ Lαi
) (λ ∈ A, i, j ∈ I)

が成り立つ。

(U4) U0 := Imiとおく。U+を 1とEi (i ∈ I)で生成されるU のK-部分代数
とする。U−を 1と Fi (i ∈ I)で生成される U のK-部分代数とする。このと
きK-線形同型写像 j : U− ⊗K U

0 ⊗K U
+ → U で j(Y ⊗ Z ⊗X) := Y ZXを満

たすものが存在する。

(U5) {X ∈ U+|∀i ∈ I, [X,Fi] = 0} = K1 および {Y ∈ U−|∀i ∈ I, [Ei, Y ] =
0} = K1 が成り立つ。

A+
Π := A∩ SpanZ≥0

(Π), A−
Π := A∩ SpanZ≤0

(Π)とおく。次の Lemmaが成

り立つ。

Lemma 2.1. U のK-部分空間 Uλ (λ ∈ A) で U0 ⊂ U0, Ei ∈ Uαi
, Fi ∈ U−αi

(i ∈ I), UλUµ ⊂ Uλ+µ, U = ⊕λ∈AUλを満たすものが存在する。（すなわち U
はA-次数付きK-代数である。）U+

λ := U+ ∩ Uλ, U
−
λ := U− ∩ Uλ (λ ∈ A)と

おく。U+ = ⊕λ∈A+
Π
U+
λ および U− = ⊕µ∈A−

Π
U−
µ が成り立つ。

n ∈ Z≥0と x ∈ Kに対して (n)x :=
∑n

k=1 x
k−1とおき (n)x! :=

∏n
k=1(k)x

とおく（(0)x = 0, (1)x = 1, (0)x! = (1)x! = 1である）。写像 h : A → N∪{∞}
を h(λ) (λ ∈ A)を J1,h(λ) = {n ∈ N|(n)χ(λ,λ)! ̸= 0} となるものにする事によ
り定義する。

Theorem 2.2. (Kharchenko[8]) 次の性質 (i)-(ii)を満たすA \ {0}の部分集
合R = R(χ) と写像m : R → Nが一意に存在する。

(i) R+ = R(χ)Π,+ := A+
Π ∩ Rとおく。R− = R(χ)Π,− := A−

Π ∩ Rとおく。こ
のときR = R+ ∪R−およびR− = −R+が成り立つ。

(ii)次の性質を満たす k ∈ N ∪ {∞}, 全射 f+ : J1,k → R+, f− : J1,k → R−お

よびE[t] ∈ U+
f+(t) \ {0}, F [t] ∈ U−

f−(t) \ {0} (t ∈ J1,k)が存在する。

(ii-1) 各 α ∈ R+に対して |(f+)−1({α})| = |(f−)−1({−α})| = m(α) = m(−α)
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が成り立つ。

(ii-2) U+[0] := U−[0] := K1 とおき、U+[t] :=
∑h(f+(t))

x=0 U+[t − 1]E[t]x,

U−[t] :=
∑h(f−(t))

y=0 U−[t − 1]F [t]y (t ∈ J1,k)とおく。このときK-線形空間と

してU+ = ∪k
z=0U

+[z], U− = ∪k
z=0U

−[z] かつU+[t] = ⊕h(f+(t))
x=0 U+[t− 1]E[t]x,

U−[t] = ⊕h(f−(t))
y=0 U−[t− 1]F [t]y (t ∈ J1,k)が成り立つ。

Theorem 2.3. (Heckenberger[4]) i ∈ I とし任意の j ∈ I \ {i}に対して
xj := |R(χ)∩(αi⊕Z≥0αj| <∞が成り立つと仮定する。Π(αi) := {−αi}∪{αj+
(xj −1)αi|j ∈ I \{i}}とおく。このときK-代数の同型写像Ti : U(χ,Π

(αi)) →
U(χ,Π) で Ti(U(χ,Π

(αi))λ) = U(χ,Π)λ (λ ∈ A)を満たすものが存在する。

Theorem 2.4. ([6]) R = R(χ)は有限集合であるとする。このときm(R) =
{1}（従って k = |R| < ∞である。）であってΠ ∈ Bとなる或る Bで (R,B)
がGeneralized root systemとなるものがある（従ってB = B̃である。）。さら
に次の性質 (i)-(iii)を満たす f+, f−, E[t], F [t]　 (t ∈ J1,k)が存在する。

(i)　 f+ = f−であり h(f+(t)) < ∞のときE[t]h(f
+(t))+1 = F [t]h(f

+(t))+1 = 0
が成り立つ。

(ii) 任意の全単射 g : J1,k → J1,k に対して {E[g(1)]xg(1) · · ·E[g(k)]xg(k)|xt ∈
J0,h(f+(t))(t ∈ J1,k)}は U+のK-基底であり，{F [g(1)]yg(1) · · ·F [g(k)]yg(k)|yt ∈
J0,h(f−(t))(t ∈ J1,k)}は U−のK-基底である。

(iii) t, t′ ∈ J1,k, t < t′, に対してX (resp. Y ) を E[t′′] (resp. F [t′′]) (t′′ ∈
Jt+1,t′−1) で生成される U+ (resp. U−) の (1を含まない)K-部分代数とする。
E[t]E[t′] − χ(f+(t), f+(t′))E[t′]E[t] ∈ X ∩ U+

f+(t)+f+(t′) (resp. F [t]F [t′] −
χ(f+(t′), f+(t))F [t′]F [t] ∈ Y ∩ U−

−f+(t)−f+(t′)) が成り立つ。

Theorem 2.5. ([1]) [1]に於いて上の定理の元を用いて Universal R-matrix
を構成した。

(2.2)
以下ではR(χ)は有限集合であるとし
かつ χ(α, α) ̸= 1 (α ∈ R(χ)) である事を仮定する。

（Kの標数が 0のときはこの仮定は常に満たされる。）
K-線形写像 S : U → U0 を S|U0 = idU0 , S(UEi) = S(FiU) = {0}

(i ∈ I)により定義する。Pを写像 f : R(χ) → Z≥0 で f(α) ≤ h(α) (α ∈
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R(χ))を満たすもの全体の集合とする。各 λ ∈ A+
Π に対して PΠ

λ := {f ∈
P|

∑
α∈R(χ)Π,+ f(α)α = λ}とおく。Theorem 2.4より次の等式が成り立つ。

(2.3) |PΠ
λ | = dimU+

λ = dimU−
−λ (λ ∈ A+

Π).

各 λ ∈ A+
Π, α ∈ R(χ)Π,+, t ∈ Nに対してPΠ

λ (α; t) := {f ∈ PΠ
λ |f(α) ≥ t}と

おき、p(λ;α) := max({t ∈ N|PΠ
λ (α; t) ̸= ∅} ∪ {0})とおく。Theorem 2.4よ

りA+
Πの中で次の等式が成り立つ事に注意する。

(2.4) (dimU+
λ )λ =

∑
α∈R(χ)Π,+

p(λ;α)∑
tα=1

|PΠ
λ (α; tα)|α (λ ∈ A+

Π).

群の準同型写像 ρ̂ : A → K× を ρ̂(αi) := χ(αi, αi) (i ∈ I) で定義する。各
λ ∈ Aに対して qλ := χ(λ, λ)とおく。

Theorem 2.6. ([6]) λ ∈ Aとし，m := dimU+
λ とおく。m ̸= 0を仮定する。

{Xx|x ∈ J1,m}をU+
λ のK-基底とし，{Yy|y ∈ J1,m}をU−

−λのK-基底とする。
U0の元を成分とするm×m-行列 Sを S := [S(XxYy)]x,y∈J1,m により定義す
る。このときある z ∈ K×があって U0の中で次の等式が成り立つ。

(2.5) detS = z ·
∏

α∈R(χ)Π,+

p(λ;α)∏
tα=1

(−ρ̂(α)q−tα
α Kα + Lα)

|PΠ
λ (α;tα)|.

ϖ : A → K×を群の準同型写像とする。

Zϖ = Zϖ(χ,Π) := {Z ∈ U0 | ∀λ ∈ A, ∀X ∈ Uλ, ZX = ϖ(λ)XZ }.

とおく。

Theorem 2.7. ([9]) S|Zϖ は単射であり、S(Zϖ)は次の等式で等式で特徴付
けられる。

Z =
∑

(λ,µ)∈A2 a(λ,µ)KλLµ ∈ U0 (a(λ,µ) ∈ K)とする。このときZ ∈ S(Zϖ)

であるための必要十分条件は各 β ∈ Rに対して以下の条件 (e1)β-(e4)β を満
たすことである。

以下では次の記号を用いる。ô(qβ) ∈ Z≥0 \ {1}を任意の n ∈ Nに対
して (n)qβ ! ̸= 0 が成り立つときは 0とおき、そうでないときは min{m ∈
N|(m)qβ ! = 0}とおく。ϖχ

λ,µ;β := ϖ(β)χ(β,µ)
χ(λ,β)

とおく。
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(e1)β (λ, µ) ∈ A2と t ∈ Z\{0}に対してqβ ̸= 1, ô(qβ) = 0かつϖχ
λ,µ;β = qtβ

を満たすとき等式 a(λ+tβ,µ−tβ) = ρ̂(β)t · a(λ,µ)が成り立つ。

(e2)β (λ, µ) ∈ A2 に対して, ô(qβ) = 0であり任意の t ∈ Zに対して
ϖχ

λ,µ;β ̸= qtβ であるならば a(λ,µ) = 0が成り立つ。

(e3)β (λ, µ) ∈ A2, β ∈ R+ と t ∈ J1,ô(qβ)−1に対して, qβ ̸= 1, ô(qβ) ≥ 2か
つϖχ

λ,µ;β = qtβを満たすとき等式

∞∑
x=−∞

a(λ+(ô(qβ)x+t)β,µ−(ô(qβ)x+t)β)ρ̂(β)
−(ô(qβ)x+t)

=
∞∑

y=−∞

a(λ+ô(qβ)yβ,µ−ô(qβ)yβ)ρ̂(β)
−ô(qβ)y

が成り立つ。

(e4)β (λ, µ) ∈ A2 と β ∈ R+ に対して ô(qβ) ≥ 2であり、任意の m ∈
J0,ô(qβ)−1に対してϖχ

λ,µ;β ̸= qmβ が成り立つならば ô(qβ)− 1個の等式

∞∑
x=−∞

a(λ+(ô(qβ)x+t)β,µ−(ô(qβ)x+t)β)ρ̂(β)
−(ô(qβ)x+t)

=
∞∑

y=−∞

a(λ+ô(qβ)yβ,µ−ô(qβ)yβ)ρ̂(β)
−ô(qβ)y (t ∈ J1,ô(qβ)−1)

が成り立つ。

3 Weyl groupoidsの最長元とGeneralized quan-

tum groupsの有限次元既約表現の分類

結合的K-代数 U = U(χ,Π)を上記のもとする。Ch = Ch(χ,Π)をK-代数の
準同型写像 Λ : U0 → Kの集合とする。次の性質を満たす左 U -加群Mχ(Λ)
が一意的に存在する。

(i) ある ṽλ ∈ Mχ(Λ) \ {0} で ZṽΛ = Λ(Z)ṽΛ (Z ∈ U0) およびEiṽΛ = 0
(i ∈ I)を満たすものが存在する。
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(ii) K-線形写像 U− → Mχ(Λ), Y 7→ Y ṽΛ, は全単射である。

各 λ ∈ Aに対してMχ(Λ)λ := U−
λ ṽΛとおく。K-線形空間としてMχ(Λ) =

⊕λ∈A+
Π
Mχ(Λ)−λ が成り立つ。

Mχ(Λ)の U -部分加群N := Nχ(Λ)をN ⊂ ⊕λ∈A+
Π\{0}Mχ(Λ)−λ を満たす

ものの中で極大なものとする。左U -加群Lχ(Λ)をLχ(Λ) := Mχ(Λ)/N によ
り定義する。Lχ(Λ) = ⊕λ∈A+

Π
Lχ(Λ)−λおよび dimLχ(Λ)0 = 1 が成り立つ。

仮定 (2.2)を課している事に注意する。

Lemma 3.1. ([2]) (1) Lχ(Λ)は既約 U-加群である。
(2) V を有限次元既約U-加群とする。このときU-加群として V とLχ(Λ)

が同型となるΛ ∈ Chが存在する。

Proof. (1)各λ ∈ A+
Π\{0}および各x ∈ Lχ(Λ)−λに対してU+x∩Lχ(Λ)0 =

{0}ならば部分加群 Uxは Ux = SpanK(U
−U0U+)x ⊂ ⊕λ∈A+

Π\{0}Lχ(Λ)−λ を

満たすので Ux = {0}が成り立ち x = 0でなければならない。Lχ(Λ)は既
約ではないと仮定し T を {0} ̸= T ̸= Lχ(Λ) となる U -部分加群とする。こ
のとき t ∈ T で n ∈ N, t = t0 + t1 + · · · + tn, t0 ∈ Lχ(Λ)0 \ {0} であって
tk ∈ Lχ(Λ)−λk

\{0}, λk ̸= λk′ (k ̸= k′)となるλk ∈ A+
Π \{0} (k ∈ J1,n)が存在

するものが存在する。このとき各 k ∈ J1,nに対して U+tk ∩ Lχ(Λ)0 ̸= {0}が
成り立つと仮定してよい。これより T = Lχ(Λ)が成り立つので矛盾である。

(2)各Λ ∈ Chに対してVΛ := {v ∈ V |Zv = Λ(Z)v(Z ∈ U0)}, V Λ := {v ∈
VΛ|∀i ∈ I, Eiv = 0}とおく。Ô := {Λ ∈ Ch|VΛ ̸= {0}}とおく。Kが代数閉
体であるので V = ⊕Λ∈ÔVΛが成り立つ。Ǒ := {Λ ∈ Ô|V Λ ̸= {0}}とおく。
(U+)′ := ⊕λ∈A+

Π\{0}U
+
λ とおき、(U−)′ := ⊕λ∈A+

Π\{0}U
−
−λとおく。仮定 (2.2)よ

りTheorem 2.4の主張の元E[t], E[t]は V にべき零に作用する。この事より
再びTheorem 2.4より次の (∗)および (∗∗)が成り立つ。

(∗) ∃r ∈ N, ∀v ∈ V , ∀Xt ∈ (U+)′ (t ∈ J1,r), X1 · · ·Xtv = 0.

(∗∗) ∃r ∈ N, ∀v ∈ V , ∀Yt ∈ (U−)′ (t ∈ J1,r), Y1 · · ·Ytv = 0.

(∗)より Ǒ ̸= ∅が成り立つ。Λ ∈ Ǒとし v ∈ V Λ \ {0}とおく。このときU -加
群の全射準同型写像 f : Lχ(Λ) → V , f(XṽΛ) = Xv (X ∈ U)が存在する。

N ̸⊂ ker f とする。このとき Y ∈ (U−)′ \ {0}で ṽΛ + Y ṽΛ ∈ ker f となる
ものが存在する。このとき (−Y )v = vが成り立つ。これは (∗∗)に矛盾する。
従ってN ⊂ ker f が成り立つ。従ってN = ker f が成り立つ。 2
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以下Kの標数が０であると仮定する。[2]でWeyl groupoidの最長元を用
いて U の有限次元既約表現の分類定理を得た。以下はその一部である。

Theorem 3.2. ([2]) q ∈ K×を１のべき根でないものとする。zi,j := χ(αi, αj)
(i, j ∈ I = J1,N)とおく。Λ ∈ Chとし bi := Λ(Kαi

L−αi
) (i ∈ I)とおく。

(1)（U が A(m,n)型単純スーパーリー代数に付随するものであるとき）
m,n ∈ Z≥0をm+n+1 = Nとなるものとする。zi,jzj,i = 1 (|i−j| ≥ 2), zi,i =
q (i ∈ J1,m), zm+1,m+1 = −1, zi,i = q−1 (i ∈ Jm+2,m+n+1), zi,i+1zi+1,i = q−1

(i ∈ J1,m), zi,i+1zi+1,i = q (i ∈ Jm+1,m+n)とする。このとき dimLχ(Λ) < ∞
である必要十分条件は

∀i ∈ I \ {m+ 1}, ∃ti ∈ Z≥0, bi = ztii,i

である。

(2)（U が B(m,n)型単純スーパーリー代数に付随するものであるとき）
m,n ∈ Nをm + n = Nとなるものとする。zi,jzj,i = 1 (|i − j| ≥ 2), zi,i =
q−2 (i ∈ J1,n−1), zn,n = −1, zi,i = q2 (i ∈ Jn+1,m+n−1), zm+n,m+n = q,
zi,i+1zi+1,i = q2 (i ∈ J1,n−1), zi,i+1zi+1,i = q−2 (i ∈ Jn,m+n−1)とする。g :=
bn · · · bm+nとおく。このとき dimLχ(Λ) <∞である必要十分条件は次の (i)-
(iii)を満たす事である。

(i) ∀i ∈ I \ {n}, ∃ti ∈ Z≥0, bi = ztii,i.

(ii) ∃k ∈ Z≥0 \ {2c− 1|c ∈ J1,m}, g = (−q)−k.
(iii) ∃k ∈ J0,m−1, g = q−2k =⇒ ∀i ∈ Jn+k+1,m+n, bi = 1.

(3)（UがC(n)型単純スーパーリー代数に付随するものであるとき）n = N
とおき n ≥ 3を仮定する。zi,jzj,i = 1 (|i − j| ≥ 2), z1,1 = −1, zi,i = q
(i ∈ J1,n−1), zn,n = q2, zi,i+1zi+1,i = q−1 (i ∈ J1,n−1), zn−1,nzn,n−1 = q−2

(i ∈ Jm+1,m+n)とする。このとき dimLχ(Λ) <∞である必要十分条件は

∀i ∈ I \ {1}, ∃ti ∈ Z≥0, bi = ztii,i

である。

(4)（U が D(m,n)型単純スーパーリー代数に付随するものであるとき）
m,n ∈ Nをm ≥ 2, m + n = Nとなるものとする。zi,jzj,i = 1 (|i − j| ≥
2, i ∈ I \ {m + n − 1,m + n}), zm+n−1,m+nzm+n,m+n−1 = 1, zi,i = q−1 (i ∈
J1,n−1), zn,n = −1, zi,i = q (i ∈ Jn+1,m+n), zi,i+1zi+1,i = q (i ∈ J1,n−1),
zi,i+1zi+1,i = q−1 (i ∈ Jn,m+n−2), zm+n−2,m+nzm+n,m+n−2 = q−1とする。g :=
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(bn · · · bm+n−2)
2 ·bm+n−1bm+nとおく。このとき dimLχ(Λ) < ∞である必要

十分条件は次の (i)-(iv)を満たす事である。

(i) ∀i ∈ I \ {n}, ∃ti ∈ Z≥0, bi = ztii,i.

(ii) ∃k ∈ Z≥0, g = q−2k.
(iii) ∃k ∈ J0,m−2, g = q−2k =⇒ bn · · · bn+k = q−k かつ ∀i ∈ Jn+k+1,m+n,

bi = 1.
(iv) g = q−(m−1) =⇒ bn · · · bm+n−1 = q−(m−1).

χf,t, (t ∈ J0,4) χf,5

χf,6

α1 α2 α3 α4

q2h q−2 −1h q2 q−2h q2 q−2h -�τ2

-�τ4

α1 α2 α3 α4

−1h q2 −1h q−2 −1h q2 q−2h

α1 α2 α3 α4

−1h q2 q−2h q2 −1h q−2 −1h
6
?τ3

χf,9χf,8

χf,7

α1 α2 α3 α4

q−2h q2 −1h q−2 −1h q2 −1h-�τ2

α1 α2 α3 α4

−1h q−2 −1h q2 q−2h q2 −1h
α1 α2 α3 α4

−1h q2 q−2h q2 q−2h q2 −1h
6
?τ1

6
?τ3χf,10

α1 α2 α3 α4

q−2h q2 q−2h q2 −1h q−2 q2h
A(1, 2)型単純スーパーリー代数に付随するUのDynkin図形；Weyl groupoid
の最長元は s

χf,1

1 s
χf,2

3 s
χf,3

4 s
χf,4

3 s
χf,5

2 s
χf,6

3 s
χf,7

4 s
χf,8

1 s
χf,9

2 s
χf,10

3
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χf,u1
(u1 ∈ J0,5 ∪ {10, 11, 16}) χf,u2

(u2 ∈ {6, 9, 12, 15})

χf,u3
(u3 ∈ {7, 8, 13, 14})

α1 α2 α3 α4

q−2h q2 −1h q−2 q2h q−2 qh -�τ2

α1 α2 α3 α4

−1h q−2 −1h q2 −1h q−2 qh
?

6
τ3

α1 α2 α3 α4

−1h q−2 q2h q−2 −1h q2 −q−1h
B(2, 2)型単純スーパーリー代数に付随するUのDynkin図形；Weyl groupoid
の最長元は s
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α1 α2 α3 α4
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6
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C(4)型単純スーパーリー代数に付随するUのDynkin図形；Weyl groupoidの
最長元は s
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χf,u1

(u1 ∈ J0,7 ∪ {14, 15, 22})
χf,u2
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D(3, 2)型単純スーパーリー代数に付随するUのDynkin図形；Weyl groupoid
の最長元は s
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