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EXTENDING HOLOMORPHIC FUNCTIONS FROM
ANALYTIC COMPLEMENTS OF COMPLETE KÄHLER

DOMAINS

TAKEO OHSAWA

As a continuation of [Oh-1], it was shown in [Oh-2] that there exists
a locally pseudoconvex but holomorphically non-convex ramified Rie-
mann domain over C2, originally constructed by Fornaess [F], which
is holomorphically separable in the sense that any two points can be
separated by holomorphic functions. The purpose of the present note
is to clarify what is needed for constructing such holomorphic functions
by proving the following.

Theorem 1. Let M be a complex manifold of dimension n and let X ⊂
M be a closed complex analytic set whose complement has a complete
Kähler metric. Assume that there exist a holomorphic n-form ω on
M which has no zeros in M \ X and a plurisubharmonic function Φ
on M such that Φ−1(−∞) = X, Φ is C∞ on M \ X and e−Φω is
not locally square integrable on any open subset of M which intersects
with X. Then, for any c ∈ R and for any holomorphic function f on
Φ−1([−∞, c))) satisfying

in
2

∫

Φ<c

|f |2ω ∧ ω < ∞,

there exists a holomorphic function f̃ on M such that f̃ |X = f .

References

[F] Fornaess, J. E., A counterexample for the Levi problem for branched Riemann
domains over Cn, Math. Ann. 234 (1978), 275-277.

[Oh-1] Ohsawa, T., On the Levi problem on complex manifolds under the negativity
of canonical bundles near the boundary, to appear in PRIMS.

[Oh-2] ——, Costructing a holomorphically nonconvex surface which is locally pseu-
doconvex as a submanifold of C3, submitted for publication.

Takeo Ohsawa, Graduate School of Mathematics Nagoya University
464-8602 Chikusaku Furocho Nagoya Japan

Email address: ohsawa@math.nagoya-u.ac.jp

1

6

– 21 –





無限遠点が 2つの超楕円曲線に付随するシグマ関数
綾野　孝則 (阪公大数学研)∗1

Victor M. Buchstaber (Steklov Mathematical Institute)

コンパクトリーマン面に付随するテータ関数は，標準ホモロジー基底に依存する準周
期的な整関数である．F. Klein は，「テータ関数を調整して，標準ホモロジー基底の取
り方に依存しない準周期的な整関数を構成せよ」という問題を提示した．この問題は，
Korotkin, Shramchenko, Nakayashiki により，一般のコンパクトリーマン面に対して解
決された．一方，Buchstaber, Enolski, Leykinは，「代数曲線の具体的な定義方程式が与
えられた場合に，テータ関数を調整して，原点におけるべき級数展開の係数が定義方程式
の係数のみから代数的に書けるような準周期的な整関数を構成せよ」という問題を提示
した．この条件を満たす関数をシグマ関数という．無限遠点が 1つの超楕円曲線，(n, s)

曲線，テレスコピック曲線，ワイエルシュトラス曲線に対しては，後者の問題が解決され
た．一方，無限遠点が 2つの超楕円曲線は，代数曲線を定義する代数方程式という意味で
は，これらの代数曲線には含まれていない．本発表では，無限遠点が 2つの超楕円曲線に
対して後者の問題を解決する．
自然数 g に対して，N(x) = ν0x

2g+2 + ν2x
2g+1 + · · ·+ ν4g+2x+ ν4g+4, νi ∈ C, ν0 6= 0

は重根を持たないとする．V を y2 = N(x) で定義される種数 g の超楕円曲線とする．
V 上の正則微分形式 µi = xi−1

2y
dx, 1 ≤ i ≤ g を考える．µ = t(µ1, . . . , µg) とする．

{ai, bi}gi=1 を V 上の標準ホモロジー基底とする．周期行列を 2µ′ =
(∫

aj
µi

)
, 2µ′′ =(∫

bj
µi

)
, τ = (µ′)−1µ′′ と定義する．N(a) = 0となる a ∈ Cをとる．N(x)を N(x) =

ν0(x − a)
∏2g+1

i=1 (x − ai), ai ∈ Cと書く．st 6= 0, s2g+1/t2 = N ′(a)を満たす s, t ∈ Cを
とる．M(X) =

∏2g+1
i=1

(
X − s

ai−a

)
とする．C を Y 2 = M(X) で定義される種数 g の

超楕円曲線とする．C 上の正則微分形式 ωi = −Xg−i

2Y
dX, 1 ≤ i ≤ g を考える．λi を

M(X) = λ0X
2g+1+λ2X

2g +λ4X
2g−1+ · · ·+λ4gX+λ4g+2を満たす複素数として定義す

る．C 上の第 2種微分形式 ηi = − 1
2Y

∑g+i−1
k=g−i+1(k + i − g)λ2g+2i−2k−2X

kdX, 1 ≤ i ≤ g

を考える．V から C への同型写像

ζ : V → C, (x, y) 7→ (X,Y ) =

(
s

x− a
,

t y

(x− a)g+1

)
が定義できる. g × g の正則行列 D を t

(
ζ∗(ω1), . . . , ζ

∗(ωg)
)
= Dµで定義する．ここで，

ζ∗(ωi)は ωi の ζ による引き戻しである．1 ≤ i, j ≤ g に対して，Dの (i, j)成分は，2項
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係数を用いて，t−1sg+1−i

(
i− 1

j − 1

)
(−a)i−j と書ける ([1, Proposition 4.1])．e1, e2 を変数

として，次の多項式を考える．

f(e1, e2) =

g+1∑
i=0

ei1e
i
2

{
2ν4g+4−4i + ν4g+2−4i(e1 + e2)

}
,

f̃(e1, e2) =

g∑
i=0

ei1e
i
2 {2λ4g+2−4i + λ4g−4i(e1 + e2)} ,

f(e1, e2) = t−2(e1 − a)g+1(e2 − a)g+1f̃

(
s

e1 − a
,

s

e2 − a

)
このとき，ni,j = nj,i かつ f(e1, e2) = f(e1, e2) + (e1 − e2)

2
∑g

i,j=1 ni,je
i−1
1 ej−1

2 を満たす
複素数 {ni,j}gi,j=1 が存在する. Ω = (ni,j)1≤i,j≤g とする．(a, 0)以外では正則な V 上の第
2種微分形式 κ1, . . . , κg を次で定義する．

t(κ1, . . . , κg) =
t
{(

ζ∗(η1), . . . , ζ
∗(ηg)

)
D
}
− 2Ωµ

1 ≤ i ≤ g に対して，κi は次の形に書ける ([1, Lemma 4.13])．

κi =
r

(x− a)g
dx

2y
, r ∈ Q

[
a, {ν2i}2g+2

i=0 , x
]

周期行列を −2κ′ =
(∫

aj
κi

)
, −2κ′′ =

(∫
bj
κi

)
と定義する．δ′ = t(1

2
, . . . , 1

2
), δ′′ =

t(g
2
, g−1

2
, . . . , 1

2
) ∈ Rg，R =

{
N ′(a)−mr

∣∣∣ m ∈ Z≥0, r ∈ Q
[
a, {ν2i}2g+2

i=0

]}とする．
Definition 1. v = (v2g, v2g−2, . . . , v2) ∈ Cg に対して，

H(v) = ε exp

(
1

2
tvκ′(µ′)−1v

)
θ

[
δ′

δ′′

] (
(2µ′)−1v, τ

)
, ε ∈ C

とする．ここで，θ

[
δ′

δ′′

]
(u, τ)はリーマンのテータ関数である．

Proposition 2 ([1, Proposition 4.15]) m1,m2 ∈ Zg, v ∈ Cg に対して，次が成り立つ．
H(v + 2µ′m1 + 2µ′′m2)/H(v)

= (−1)2(
tδ′m1−tδ′′m2)+tm1m2 exp

{
t(2κ′m1 + 2κ′′m2)(v + µ′m1 + µ′′m2)

}
Theorem 3 ([1, Theorem 4.12]) εをうまくとると，H(v)は v = 0の周りで次のよう
にべき級数展開できる．

H(v) =
∑

n1,...,ng≥0

ξn1,...,ngv
n1
2g · · · v

ng

2 , ξn1,...,ng ∈ R

参考文献
[1] T. Ayano, V. M. Buchstaber, Sigma function associated with a hyperelliptic curve with
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Hardy spaces on bounded symmetric domains I

Characterizations

Shaolin CHEN (Guangxi Normal University)
Hidetaka HAMADA (Kyushu Sangyo University)∗1

This is an announcement of [2]. Let Ω ⊂ Cn be a bounded symmetric domain with
origin and Bergman-Shilov boundary b. Denote by Γ0 the isotropy group of Aut(Ω).
Ω is circular and star-shaped with respect to 0 and that b is circular. The group Γ0 is
transitive on b, and b has a unique normalized Γ0-invariant measure σ with σ(b) = 1
([3]). The unit polydisk Dn, the unit ball Bn and the classical Cartan domains are
bounded symmetric domains with origin. Denote by Lp(b) (p ∈ (0,∞)) the set of all
measurable functions F of b into C with

∥F∥Lp =

(∫
b

|F (ζ)|pdσ(ζ)
) 1

p

<∞.

For p ∈ (0,∞), the pluriharmonic Hardy space PH p(Ω) consists of all those pluri-
harmonic functions f : Ω → C such that ∥f∥p := supr∈[0,1)Mp(r, f) < ∞, where

Mp(r, f) =

(∫
b

|f(rζ)|pdσ(ζ)
) 1

p

.

If p ≥ 1, then ∥ · ∥p is a norm on PH p(Ω). This is no longer true in the case
0 < p < 1, and in this case, ∥ · ∥pp is subadditive and it induces the translation invariant
metric on PH p(Ω). For holomorphic Hardy space, Hahn and Mitchell [3] obtained
the completeness of H p(Ω) = PH p(Ω) ∩H(Ω,C) for p > 0.

Theorem A. ([3, Theorem 5])For p ∈ [1,∞), H p(Ω) is a complex Banach space with
respect to the norm ∥ · ∥p, and for p ∈ (0, 1), H p(Ω) is a complete linear Hausdorff
space with respect to the metric d(ψ1, ψ2) = ∥ψ1 − ψ2∥pp, where ψ1, ψ2 ∈ H p(Ω).

Shapiro [8] generalized Theorem A to complex valued harmonic Hardy space on D.
In this talk, we extend Theorem A to PH p(Ω).

Pavlović obtained the following characterization of holomorphic Hardy space on D.

Theorem B. ([7, Theorem 1.1])Let p ∈ (0,∞), T = ∂D and f be a holomorphic
function in D. Then the followings are equivalent:

(1) f ∈ H p(D);

(2) G [f ] ∈ Lp(T), where G [f ](ζ) =
(∫ 1

0
(1− r)|f ′(rζ)|2dr

) 1
2
;

(3) G∗[f ] ∈ Lp(T), where G∗[f ](ζ) =
(∫ 1

0
(1− r) supρ∈(0,r) |f ′(ρ ζ)|2dr

) 1
2
;

(4) Gd[f ] ∈ Lp(T), where Gd[f ](ζ) =
(∑∞

k=0 2
−2k|f ′(rkζ)|2

) 1
2 , rk = 1− 2−k.

Furthermore, for j ∈ {1, 2, 3, 4}, there are constants Cj independent of f such that

∥f − f(0)∥p ≤ C1∥G [f ]∥Lp ≤ C2∥G∗[f ]∥Lp ≤ C3∥Gd[f ]∥Lp ≤ C4∥f − f(0)∥p.
∗1 e-mail: hi.hamada01@gmail.com
This work was supported by JSPS KAKENHI Grant Number JP22K03363.
2000 Mathematics Subject Classification: Primary: 31C10, 32A18, 32M15, 47B33; Secondary: 30H30.
Keywords: Bounded symmetric domain, Hardy space. Pluriharmonic function.
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In the case of several complex variables, Ahern and Bruna [1] obtained similar
characterizations of the holomorphic Hardy space on the Euclidean unit ball Bn in Cn.
Krantz and Li [6] also obtained similar characterizations of the holomorphic Hardy
space on some classes of pseudoconvex domains of finite type in Cn.

On the Euclidean unit ball Bn, the following result is known. Let f ∈ H(Bn,C).
Then, there exists a positive constant C, depending only on p, such that

1

C
∥f∥pp ≤ |f(0)|p +

∫
∂Bn

(
G (f)(ζ)

)p
dσ(ζ) ≤ C∥f∥pp (1)

for p ∈ (0,∞), where

G (f)(ζ) =

(∫ 1

0

|∇ f(rζ)|2(1− r)dr

) 1
2

, ζ ∈ ∂Bn

is the Littlewood-Paley type G -function (see [1, 6, 9]).
If we consider bounded symmetric domains Ω ⊂ Cn, the results in [1, 6] can not be

used except the case Ω = Bn, because if Ω ̸= Bn, then its boundary is not smooth. So,
it is natural to consider a generalization of Theorem B to bounded symmetric domains
Ω. In this talk, we extend Theorem B to bounded symmetric domains Ω.

A classical result of Hardy and Littlewood asserts that if p ∈ (0,∞], α ∈ (1,∞)
and f is a holomorphic function in D, then (cf. [4, 5])

Mp(r, f
′) = O

(( 1

1− r

)α
)

as r → 1−

if and only if

Mp(r, f) = O

(( 1

1− r

)α−1
)

as r → 1−.

In this talk, we also consider an extension of this result to bounded symmetric domains.
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Hardy spaces on bounded symmetric domains II

Composition operators

Shaolin CHEN (Guangxi Normal University)
Hidetaka HAMADA (Kyushu Sangyo University)∗1

This is an announcement of [2]. Let Ω be a domain in Cn. For a given ϕ ∈ H(Ω,D),
the composition operator Cϕ : PH (D) → PH (Ω) is defined by Cϕ(f) = f ◦ ϕ,
where f ∈ PH (D). In 1987, Shapiro [4] gave a complete characterization of compact
composition operators on H 2(D), with a number of interesting consequences for peak
sets, essential norm of composition operators, and so on.

A continuous non-decreasing and unbounded function ω : [0, 1) → (0,∞) is called
a weight. A weight ω is called doubling if there is a constant C > 1 such that

ω(1− s/2) < Cω(1− s), s ∈ (0, 1].

ω(t) = 1/(1− t)α and ω(t) = 1/(1− t2)α with α > 0 are doubling functions.
Let Ω be a bounded symmetric domain in Cn with origin. Then its Minkowski

function is a norm on Cn and will be denoted by ∥ · ∥Ω. For a weight ω, we use Bω(Ω)
to denote the pluriharmonic Bloch type space consisting of all f = f1 + f2 ∈ PH (Ω)
with the norm

∥f∥Bω(Ω) := |f(0)|+ sup
z∈Ω

Bf
ω(z) < ∞,

where Bf
ω(z) = Λf (z)/ω(|z|) and

Λf (z) = sup{|Df1(z)w|+ |Df2(z)w| : ∥w∥Ω = 1}, z ∈ Ω.

Then Bω(Ω) is a complex Banach space. Furthermore, let

∥f∥Bω(Ω),s := sup
z∈Ω

Bf
ω(z) < ∞

be the semi-norm. If f ∈ Bω(Ω), then we call f a pluriharmonic Bloch type function.
Let Dn

α(ζ) denote the Koranyi approach domain defined by

Dn
α(ζ) =

{
z ∈ Bn : |1− ⟨ z, ζ⟩| < α

2
(1− |z|2)

}
. (1)

Kwon [3] investigated some characterizations of composition operators of the Bloch
space on D to the holomorphic Hardy spaces on Bn to be bounded or compact.

Theorem D. ([3, Theorems 5.1 and 5.10])Let p ∈ (0,∞), 1 < α < ∞ and ω(t) =
1/(1− t2) for t ∈ [0, 1). If ϕ ∈ H(Bn,D), then the followings are equivalent:

(1)
∫
∂Bn

(∫ 1

0

|∇(ϕ◦φrζ)(0)|2
(1−|ϕ(rζ)|2)2

dr
1−r

) p
2
dσ(ζ) < ∞, where φrζ ∈ Aut(Bn) with φrζ(0) = rζ;

(2)
∫
∂Bn

(∫
Dn

α(ζ)
|∇(ϕ◦φz)(0)|2
(1−|ϕ(z)|2)2

dV (z)
(1−|z|2)n+1

) p
2
dσ(ζ) < ∞, where dV denotes the Lebesgue

volume measure of Cn, and φz ∈ Aut(Bn) with φz(0) = z;

∗1 e-mail: hi.hamada01@gmail.com
This work was supported by JSPS KAKENHI Grant Number JP22K03363.
2000 Mathematics Subject Classification: Primary: 31C10, 32A18, 32M15, 47B33; Secondary: 30H30.
Keywords: Bloch type space, Bounded symmetric domains, Composition operator, Hardy space .
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(3) Cϕ : Bω(D) ∩H(D) → H p(Bn) is a bounded operator;

(4) Cϕ : Bω(D) ∩H(D) → H p(Bn) is compact.

The characterizations of composition operators from harmonic Bloch type spaces
on D to pluriharmonic Hardy spaces on Bn by using doubling weight was given in [1].

Theorem E. Let p ∈ (0,∞), α ∈ (1,∞) and ω be a doubling weight. If ϕ : Bn → D
is holomorphic, then the followings are equivalent:

(1) Cϕ : Bω(D) → PH p(Bn) is a bounded operator;

(2)
∫
∂Bn

(∫ 1

0
|∇ϕ(rζ)|2ω2(|ϕ(rζ)|)(1− r)dr

) p
2
dσ(ζ) < ∞;

(3)
∫
∂Bn

(∫
Dn

α(ζ)
|∇ϕ(z)|2ω2(|ϕ(z)|)(1− |z|)1−ndV (z)

) p
2
dσ(ζ) < ∞;

(4) Cϕ : Bω(D) → PH p(Bn) is compact.

In the case ϕ maps D into D, the following characterization was obtained in [1].

Theorem G. Let p ∈ (0,∞), 1 < α < ∞, ω be a doubling weight and ϕ : D → D be
a holomorphic function. Then the followings are equivalent:

(1) Cϕ : Bω(D) → PH p(D) is a bounded operator;

(2)
∫ 2π

0

(∫ 1

0
|ϕ′(reiθ)|2ω2(|ϕ(reiθ)|)(1− r)dr

) p
2 dθ

2π
< ∞;

(3)
∫ 2π

0

(∑∞
k=0 2

−2k|ϕ′(rke
iθ)|2ω2(|ϕ(rkeiθ)|)

) p
2 dθ

2π
< ∞, where rk = 1− 2−k;

(4)
∫ 2π

0

(∫ 1

0
(1− r) sup0<ρ<r

(
|ϕ′(ρ eiθ)|2ω2(|ϕ(ρ eiθ)|)

)
dr
) p

2 dθ
2π

< ∞;

(5)
∫ 2π

0

(∫
D1

α(ζ)
|∇ϕ(z)|2ω2(|ϕ(z)|)dA(z)

) p
2 dθ

2π
< ∞, where dA denotes the Lebesgue

area measure of C;

(6) Cϕ : Bω(D) → PH p(D) is compact.

In this talk, by using doubling weight and a new characterization of pluriharmonic
Hardy space, we establish the characterizations of composition operators on harmonic
Bloch type spaces on D and pluriharmonic Hardy spaces on bounded symmetric do-
mains Ω to be bounded or compact, which extends Theorems D, E and G.
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Roper-Suffridge type extension operators for univalent
mappings revisited

Hidetaka HAMADA (Kyushu Sangyo University)∗1

Gabriela KOHR (Babeş-Bolyai University)
Mirela KOHR (Babeş-Bolyai University)

This is an announcement of [7]. Let LS, S, S∗ and K denote the family of all
normalized locally univalent, univalent, starlike and convex functions on the unit disc
D, respectively. The Roper-Suffridge extension operator is defined for f ∈ LS by

Φn(f)(z) = F (z) =
(
f(z1),

√
f ′(z1)z

′
)
, z = (z1, z

′) ∈ Bn,

where the branch of the square root is chosen such that
√

f ′(0) = 1. Roper and
Suffridge [9] proved that if f ∈ K then Φn(f) ∈ K(Bn), and in [5] it was shown that if
f ∈ S∗ then Φn(f) ∈ S∗(Bn). Graham, Kohr and Kohr [6] showed that if f ∈ S, then
Φn(f) can be embedded as the initial element of a Loewner chain on Bn.

We choose the branches of the power functions such that(
f(z1)

z1

)α
∣∣∣∣∣
z1=0

= 1 and (f ′(z1))
β
∣∣∣
z1=0

= 1.

For α, β ∈ R, f ∈ S, Graham, Hamada, Kohr and Suffridge [4] considered the operators

Φn,α,β(f)(z) = Fα,β(z) =

(
f(z1),

(
f(z1)

z1

)α

(f ′(z1))
βz′

)
, z ∈ Bn,

When α = 0, β = 1/2 we obtain the Roper-Suffridge operator Φn.
Let E = {(α, β) ∈ R2 : 0 ≤ α ≤ 1, 0 ≤ β ≤ 1/2, α + β ≤ 1}. It was shown in [4]

that the following extension results are valid for (α, β) ∈ E.

(i) Φn,α,β(f) can be embedded as the initial element of a Loewner chain for f ∈ S.

(ii) If f ∈ S∗ then Φn,α,β(f) ∈ S∗(Bn).

(iii) If α ≥ 0 and β ≥ 0 and n ≥ 2, then Φn,α,β(K) ⊂ K(Bn) iff (α, β) = (0, 1/2).

Elin [1] has introduced an approach to extension operators on Banach spaces based on
the semigroup theory. Let Y be a complex Banach space and let r ≥ 1. Also, let

Ωr =
{
(z1, w) ∈ Z = C× Y : |z1|2 + ∥w∥rY < 1

}
.

Then, the Minkowski functional of Ωr is a complete norm ∥ · ∥Z on Z and Ωr is the
unit ball of Z with respect to this norm. Let α ∈ [0, 1], β ∈ [0, 1/r], α+ β ≤ 1 and let
Φα,β : S → S(Ωr) be the Roper-Suffridge type extension operator given by

Φα,β(f)(z1, w) =

(
f(z1),

(
f(z1)

z1

)α

(f ′(z1))
βw

)
, (z1, w) ∈ Ωr.

∗1 e-mail: hi.hamada01@gmail.com
This work was supported by JSPS KAKENHI Grant Number JP22K03363.
2000 Mathematics Subject Classification: Primary 32H02; Secondary 30C45, 30C55, 30C80, 32K05,
46G20.
Keywords: Carathéodory class, convex mapping, Loewner chain, Roper-Suffridge extension operator,
starlike mapping..
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Graham, Hamada and Kohr [2] adopted Elin’s point of view in [1] and proved that
if f ∈ S, then F = Φα,β(f) can be embedded as the initial element of a Loewner
chain on Ωr (in the case of g-Loewner chains, see [3]). Roper-Suffridge type extension
operator Φα,β and its variations have been recently studied by many mathematicians
(see the references in [1, 3, 7, 8]). Note that in these results, α ∈ [0, 1], β ∈ [0, 1/r]
and α + β ≤ 1, where r is a positive constant which depends on the domain on which
Φα,β(f) is defined.

Let H be a complex Hilbert space with dimH ≥ 2 and let B be the unit ball of H.
For a fixed unit vector e1 ∈ H, we consider the Roper-Suffridge type extension operators
as follows. Let H1 be the orthogonal complement of Ce1. In the case z = z1e1 + w
with w ∈ H1, we use the notation z = (z1, w). For α, β ∈ R, let Ψα,β : S → S(B) be
the Roper-Suffridge type extension operator given by

Ψα,β(f)(z1, w) =

(
f(z1),

(
f(z1)

z1

)α

(f ′(z1))
βw

)
, (z1, w) ∈ B. (1)

Until now, it is only known that for the pairs (α, β) ∈ E, Ψα,β(f) can be embedded as
the initial element of a normal Loewner chain on B for any f ∈ S (see e.g. [3]).

In this talk, we give a closed domain D in R2 such that for (α, β) ∈ D, Ψα,β(f) can
be embedded as the initial element of a normal Loewner chain on B for any f ∈ S.
Note that E ⊂ D and D contains points (α, β) ∈ R2 such that α < 0 and/or β < 0.
For the proof, we use a new method which is different from those used in [3, 4]. As
a corollary, we obtain that for (α, β) ∈ D, Ψα,β preserves starlikeness. We also show
that if (α, β) ∈ R2 \ {(0, 1/2)}, then the operator Ψα,β does not preserve convexity.
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Koebe one-quarter theorem in infinite dimensions

Hidetaka HAMADA (Kyushu Sangyo University)∗1

Gabriela KOHR (Babeş-Bolyai University)
Mirela KOHR (Babeş-Bolyai University)

This is an announcement of [10]. The famous Koebe one-quarter theorem gives a
sharp bound on the size of the image of univalent functions on the unit disc D locally.
In 1907, Koebe [13] discovered that the ranges of all functions in the family S of
normalized univalent functions on D contain a common disc {ζ : |ζ| < ρ}, where ρ is
an absolute constant. The Koebe function shows that ρ ≤ 1/4. In 1916, ρ = 1/4 was
established by Bieberbach [2].

For normalized biholomorphic mappings on the unit ball of Cn, n ≥ 2, the Koebe
one-quarter theorem does not hold in general. Moreover, there is no constant ρ > 0
such that Bρ = ρB lies in f(B) for every normalized biholomorphic mapping f in B,
where B is the unit ball of Cn with respect to a norm on Cn. For example, let

fm(z) = (z1 −m
√
m2 − 1z22 , z2, . . . , zn), z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Bn, (1)

where m is a positive integer and Bn is the Euclidean unit ball of Cn. Then fm is a
normalized biholomorphic mapping on Bn and for am = (

√
m2 − 1/m, 1/m, 0, . . . , 0) ∈

∂Bn, we have fm(am) = (0, 1/m, 0, . . . , 0). Therefore, there is no constant ρ > 0 such
that Bn

ρ lies in fm(Bn) for every positive integer m. Moreover, fm(z, t) = fm(e
tz),

z ∈ Bn, t ≥ 0, where fm is as in (1), is a Loewner chain such that there is no constant
ρ > 0 such that Bn

ρ lies in fm(Bn, 0) for every positive integer m. Therefore, in several
complex variables, we should add some assumptions on biholomorphic mappings f
(respectively Loewner chains f(z, t)) so that the Koebe one-quarter theorem holds for
f (respectively for the first elements f(·, 0)).

For normalized biholomorphic mappings on the unit ball of Cn, the following es-
timate for the first elements f of normal Loewner chains was given by Kohr [14] and
Graham, Hamada and Kohr [5].

∥z∥
(1 + ∥z∥)2

≤ ∥f(z)∥ ≤ ∥z∥
(1− ∥z∥)2

, z ∈ B. (2)

In the case of finite dimensions, the estimate from below in (2) readily implies the
Koebe one-quarter theorem (cf. [1] in the case of starlike mappings).

Let B be the unit ball of a complex Banach space X. In the case of infinite dimen-
sions, Zhang and Liu [16] and Liu and Liu [15] stated Koebe one-quarter type covering
theorems for several subclasses of normalized starlike mappings on B. However, they
did not give a proof for the covering theorem. Hamada and Kohr [8, Corollary 3.6]
proved the estimate (2) for the first elements of normal Loewner chains on the unit
ball of a reflexive complex Banach space. In 2002, Hamada and Kohr [7] proved the
1/2-theorem for normalized convex mappings on B. By using a similar method of proof,

∗1 e-mail: hi.hamada01@gmail.com
This work was supported by JSPS KAKENHI Grant Number JP22K03363.
2000 Mathematics Subject Classification: Primary 32H02; Secondary 30C45, 30C55, 30C80, 32K05.
Keywords: covering theorem, Koebe one-quarter theorem, Loewner chain, nonlinear resolvent, normal
Loewner chain..
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the Koebe one-quarter theorem for normalized starlike mappings on B can be proved.
Since f ∈ S if and only if f is the first element of a normal Loewner chain on the unit
disc D, it is interesting to consider the Koebe one-quarter theorem for the first elements
of normal Loewner chains on B. However, it is still unknown. Also, the method used
in the proof in [7] cannot be applied to the first elements of normal Loewner chains.

For the Bloch constant in higher dimensions, see [3, 6, 12] and the references therein.
In the first part of this talk, we obtain a covering theorem for biholomorphic map-

pings on bounded domains in a complex Banach space X. Next, as an application of
this result, we obtain the Koebe one-quarter theorem for normal Loewner chains on
the unit ball B of X. We give several applications of this result. Finally, as another
application of the above covering theorem, we give a covering theorem for nonlinear
resolvents on B (cf. [4]).
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重み付き L2 近似問題について
髙倉 真和 (東京都立大学)∗

概要

与えられた複素多様体 X 上で、多重劣調和関数の増加列 {φn} が多重劣調和
関数 φ に収束すると仮定する。本講演では、このときの重み付き Bergman 空間
H2(X,φn) =

{
f ∈ O(X)

∣∣ ∫
X
|f |2e−φn < ∞

}
の安定性について論じる。すなわ

ち、極限空間 H2(X,φ) の任意の元が、各段階の空間 H2(X,φn) の元によってど
のように近似できるかを考察する。この近似問題には考えるべき二つの側面がある。
ひとつは複素多様体 X の持つ幾何学的条件であり、もうひとつは重みの列 {φn} そ
のものが満たす条件である。この二つの観点を分けて取り上げ、どのような場合に
近似が可能となるのかを紹介する。

擬凸な Kähler 多様体 X と、その上の多重劣調和関数 ϕ を考える。重み付き Bergman
空間はH2(X,ϕ) =

{
f : X 上の正則 (n, 0)-form |

∫
X
|f |2e−ϕ < ∞

}
で定義される。こ

こで |f |2 = (
√
−1)n

2

f ∧ f である。本講演では次の重み付き L2 近似問題を扱う: 多重
劣調和関数の増加列 {ϕi} が各点収束 ϕi → ϕ を満たすとき、

(∗)
⋃
i

H2(X,ϕi) ⊂ H2(X,ϕ) が稠密である

が成立するため条件は何か。
任意の多重劣調和関数の増加列 ϕi → ϕ に対して (∗) が成立するとき、「X は (∗)を
満たす」と言うことにする。この問題は Taylor[1], Fornæss–Wu [2].[3], Zhou–Li [4] に
よって研究されており、いずれも Hörmander の L2 存在定理が主要な道具である。ま
た、Guan-Zhou による強開性定理:

⋃
i I(ϕi) = I(ϕ) も重要な役割を果たす。ここに

I(ϕ)は ϕの定める乗数イデアル層である。（むしろこの近似問題は強開性予想の大域版
である)

1. Taylorの結果: X = Cnかつ e−ϕ0 が局所可積分であるとき、H2
(
Cn, ϕi + log(1 + |z|2)

)
は (∗) を満たす。

2. Fornæss–Wu の結果: Taylor の結果を次のように改良した。まず、Guan–Zhou の
強開性定理を用いて e−ϕ0 の局所可積分性の仮定を取り除いた。さらに n = 1 のときに
は extra weight log(1 + |z|2) を取り除くことができることを示した。つまり複素平面 C
は (∗) を満たす。

3. Zhou–Li の結果: X を Stein 多様体、Ψ を正の階位をもつ多重劣調和関数とする。
このとき、任意の多重劣調和関数の増加列 ϕi → ϕ に対してH2(X, ϕi +Ψ) は (∗) を満
たすことを示した。さらに同論文において、hyperconvex な複素多様体 X は (∗)を満た
すことも証明された。この 3の証明は、そのまま擬凸 Kähler 多様体へ拡張できる。

∗ . E-mail: takakura-masakazu@ed.tmu.ac.jp

12

– 33 –



1. 主結果
まず次の幾何学的結果である。

Theorem A. 開リーマン面 X が複素平面への proper な正則写像 Φ : X → C をも
つとき、X は (∗) を満たす。

この定理は Fornæss–Wu の結果 2を、より一般的な放物型リーマン面へ拡張するもの
である。また、証明方法も彼らの方法とは本質的に異なる。Fornæss–Wu の方法は、C 上
の劣調和関数に対する Riesz 型分解定理と Hörmander の L2 存在定理を組み合わせる
ものであった。これに対し本定理の証明では、log(|Φ|2 + 1) を 3 における extra weight
Ψ として用いる点が特徴である。また、Theorem Aと結果 3を比較してみたい。ここで
扱う放物型リーマン面には、有界な多重劣調和関数が存在しないという特徴がある。一
方、3 で登場した hyperconvex 多様体はその逆で、有界な階位劣調和関数の存在によっ
て定義される。しかしこの 2 つのクラスの多様体は、一見対照的でありながら、無限遠
での振る舞いが良いという意味で共通している。次に重み ϕi に関する結果を紹介する。

Theorem B. X を擬凸な Kähler 多様体とする。多重劣調和関数の増加列 ϕi → ϕ

が次の (a),(b)いずれかを満たすとき、H2(X,ϕi) は (∗) を満たす。

(a) ϕ が上に有界である。
(b) ある正の定数 λ が存在して、超関数の意味で

ddcϕi ≥ λ ddcϕ

が成立する。

2,3 の証明では強開性定理が用いられていたが、本定理の証明では強開性定理をまった
く用いない。むしろ、(a),(b) の系として強開性定理が導かれる。したがって、この結果
は強開性定理の別証明を与えていることになる。
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CR Paneitz作用素と埋め込み可能性
竹内 有哉 (筑波大学)∗

概 要
CR Paneitz作用素は CR多様体の埋め込み可能性，CR山辺の問題，Szegő核
の対数特異性など，CR 幾何における重要な諸問題と密接に関係している．一
方で，この作用素は準楕円型ではなく，その解析的性質は一般的な理論からは
必ずしも明らかではない．今回の講演では，CR Paneitz作用素の解析的性質と
CR多様体の埋め込み可能性との関係について紹介する．

本稿では 3次元強擬凸 CR多様体における埋め込み可能性と CR Paneitz 作用素の解
析的性質との関係について解説する．前半では CR多様体およびその埋め込み可能性に
関する古典的結果を概観し，中盤では CR Paneitz作用素の定義と基本的性質，特にその
スペクトル論を紹介する．後半では埋め込み可能な場合と埋め込み不可能な場合を対比
しつつ CR Paneitz作用素の振る舞いを考察し，最後に今後の課題として未解決問題を述
べる．

1 CR多様体
CR多様体は複素多様体の実奇数次元版に当たる幾何学的対象である．そこで CR多様
体の定義を導入するにあたり，まず複素多様体に関する基本的事項を復習する．X を n

次元複素多様体として，(U ; z)を正則局所座標とする．このとき U 上の複素ベクトル束

T 1,0U := SpanC{∂/∂z1, . . . , ∂/∂zn}

が定まる．局所座標の変換関数が正則関数であることから，このベクトル束は局所座標
の取り方に依らず，X 上のランク nの複素部分ベクトル束 T 1,0X ⊂ TX ⊗ Cを定める．
このベクトル束は次の二つの条件を満たす：

T 1,0X ∩ T 1,0X = 0, [Γ(T 1,0X),Γ(T 1,0X)] ⊂ Γ(T 1,0X).

さらにこれらの条件を満たす複素部分ベクトル束が与えられると，X には一意的に複素
構造が定まる．これが有名な Newlander–Nirenbergの定理である．
この定理を踏まえて CR多様体を次のように定義する．

∗〒305-8571 茨城県つくば市天王台１-１-１ 筑波大学 数理物質系 数学域
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本研究は科研費 (課題番号:JP21K13792，JP25K17247)の助成を受けたものである．
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定義 1.1: CR構造・CR多様体
M を実 (2n + 1)次元の多様体，T 1,0M を TM ⊗ Cのランク nの複素部分ベクト
ル束とする．T 1,0M がCR構造であるとは，次の二つの条件を満たすことをいう：

T 1,0M ∩ T 1,0M = 0, [Γ(T 1,0M),Γ(T 1,0M)] ⊂ Γ(T 1,0M).

このとき組 (M,T 1,0M)を CR多様体という．

CR多様体の典型例として複素多様体内の実超曲面が挙げられる．X を (n+ 1)次元の
複素多様体，M を X 内の実超曲面とする．このときM は

T 1,0M := (T 1,0X)|M ∩ (TM ⊗ C)

によって自然な CR構造をもつ．
(M,T 1,0M) を CR 多様体とする．f ∈ C∞(M) が CR 正則関数であるとは，任意の

Z ∈ T 1,0M に対して Zf = 0が成り立つことをいう．これは T 0,1M := T 1,0M として

∂b : C
∞(M) → Γ((T 0,1M)∗); f 7→ (df)|T 0,1M

と定めると，f が CR正則関数であることは ∂bf = 0と同値である．正則関数に対する
最大値の原理から，閉複素多様体上の正則関数は定数しか存在しない．一方で CR正則
関数に対しては最大値の原理が一般には成り立たず，閉多様体であっても非自明な CR

正則関数が存在しうる．実際，M が Cn+1内の実超曲面のとき，Cn+1上の正則関数をM

に制限したものは全て CR正則関数である．また u ∈ C∞(M,R)が CR多重調和関数で
あるとは，局所的に CR正則関数の実部として表されることをいう．CR多重調和関数全
体の空間をP で表す．
(M,T 1,0M)を CR多様体とする．以下では θ(T 1,0M) = 0を満たす至る所 0ではない
実 1形式 θ が存在することを仮定する．このとき T 1,0M 上の Hermite形式である Levi

形式 Lθ を
Lθ(Z,W ) := −

√
−1dθ(Z,W )

によって定める．

定義 1.2: 強擬凸
(M,T 1,0M)が強擬凸であるとは，Levi形式 Lθ が正定値であるような θ が存在す
ることである．このとき θ はM 上の接触形式である．このような θ は正の関数倍
を除いて一意に決まる．

強擬凸 CR多様体の例として，Cn+1 内の強凸実超曲面，佐々木多様体，孤立特異点の
リンクなどが挙げられる．
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2 強擬凸 CR多様体の埋め込み可能性
CR 多様体の埋め込みについて述べる前に，複素多様体の場合の結果を簡単に復習す
る．複素多様体の埋め込みに関しては次の二つの結果がよく知られている：

• Hodge多様体は複素射影空間に正則に埋め込むことができる．（小平埋め込み）
• Stein多様体は複素 Euclid空間に正則に埋め込むことができる．

一方で最大値の原理から，閉複素多様体を複素 Euclid空間に正則に埋め込むことはでき
ない．
CR多様体の場合にも，埋め込みの対象として複素 Euclid空間を考えるのが自然であ
る．具体的には次のように定義する．

定義 2.1: CR埋め込み・埋め込み可能
(M,T 1,0M)を (2n+1)次元 CR多様体とする．多様体としての埋め込み F : M →
CN がCR埋め込みであるとは，F∗(T

1,0M) ⊂ T 1,0CN を満たすことをいう．また
CR多様体 (M,T 1,0M)が埋め込み可能であるとは，CR埋め込み F : M → CN が
存在することをいう．

F の成分を f1, . . . , fN としたとき，F が CR埋め込みであることと各 fi が CR正則関
数であることは同値である．複素多様体には正則局所座標が存在するため，各点の近傍か
ら複素 Euclid空間への正則な局所埋め込みが常に存在する．これに対して CR多様体の
場合には，大域的な埋め込みだけでなく局所的な埋め込み可能性も非自明な問題である．
強擬凸 CR 多様体の埋め込み可能性については，多様体の次元によって結果が大き
く異なる．まず 3 次元の閉強擬凸 CR 多様体には大域的に埋め込み不可能な例が存在
することが知られている．（具体例については後述する．）さらに Nirenberg [Nir74] が
局所的にも埋め込み不可能な 3次元強擬凸 CR構造の例を構成した．一方で Boutet de

Monvel [BdM75] は 5次元以上の閉強擬凸 CR多様体が必ず大域的に埋め込み可能であ
ることを証明した．また局所埋め込みについては，9次元以上の場合を倉西 [Kur82]が，
7次元の場合を赤堀 [Aka87]がそれぞれ解決している．5次元における局所埋め込み可能
性は現在でも未解決である．以上をまとめると強擬凸 CR多様体の埋め込み可能性につ
いては下の表のようになる：

局所的（一点の近傍） 大域的（閉多様体全体）
3次元 7 7

5次元 ? 3

7次元以上 3 3

次に 3次元における大域的に埋め込み不可能な最も基本的な例について説明する．C2
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内の 3次元球面 S3 を考える．複素ベクトル場 Lを

L := w
∂

∂z
− z

∂

∂w

と定めると，
T 1,0S3 = (T 1,0C2)|S3 ∩ (TS3 ⊗ C) = CL

が成り立つ．0 < |t| < 1に対してRossi球面 (S3
t , T

1,0S3
t )を

(S3
t , T

1,0S3
t ) := (S3,C(L+ tL))

で定義する．これは強擬凸 CR多様体である．また Rossi球面上の CR正則関数は必ず
偶関数になる [CS01]．このことから Rossi 球面は埋め込み不可能であることがしたが
う．この例の一般化として，C0 ノルムが十分小さい ϕ ∈ C∞(S3)に対して強擬凸 CR多
様体 (S3,C(L + ϕL))を考えることができる．このとき「ほとんど全ての」ϕに対して，
(S3,C(L+ ϕL))は埋め込み不可能であることが示されている [BE90]．
さらに強擬凸 CR多様体は下部構造として接触構造をもつが，埋め込み可能な場合に
はこの接触構造は Stein fillableという性質をもち，それに伴い様々な制約が成り立つこ
とが知られている [Gei08]．特にほとんどの接触構造は埋め込み可能な強擬凸 CR構造を
許容しない．
以上のように 3 次元の場合には多くの閉強擬凸 CR 多様体は埋め込み不可能である．
そこで 3次元の閉強擬凸 CR多様体が埋め込み可能になる条件を考えるのは自然かつ重
要な問題である．この条件を記述するために，(M,T 1,0M)上の接触形式 θ を一つ固定す
る．このとき Levi形式 Lθ により (T 0,1M)∗ 上の Hermite計量が定まる．また θ ∧ dθ は
M 上の体積形式を定めるので，∂bの形式的自己共役 ∂

∗
b : Γ((T

0,1M)∗) → C∞(M)が定義
できる．これを用いてKohn Laplacian □b = ∂

∗
b∂b が定まる．“Laplacian”という名称

ではあるが，この作用素は準楕円型ですらない．また閉多様体であっても Ker□b は無限
次元になり得る．(M,T 1,0M)の埋め込み可能性は □b の解析的性質で記述できる．

定理 2.2: 閉値域 ⇐⇒ 埋め込み可能 [Bur79,Koh86]

(M,T 1,0M) を 3 次元の閉強擬凸 CR 多様体とする．(M,T 1,0M) が埋め込み可能
である必要十分条件は □b が閉値域をもつこと，すなわち 0 が □b のスペクトル
Spec□b の孤立点となることである．

3 CR Paneitz作用素
CR幾何における基本的な微分作用素として，前節で導入した Kohn Laplacian □b が
ある．しかしその解析的性質は CR山辺の問題や Szegő核の対数特異性といった CR幾
何における代表的な幾何的・解析的問題とは必ずしも直接的に結びついているわけでは
ない．本稿の主題である CR Paneitz作用素は □b から構成される 4階の共形不変な微分
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作用素であり，これらの問題を統一的に捉える枠組みを与える．一方でこの作用素は本
質的に非楕円型であるため，その解析的性質の理解は容易ではない．
(M,T 1,0M) を 3 次元の閉強擬凸 CR 多様体として，M 上の接触形式 θ を固定する．
このとき CR Paneitz作用素 P : C∞(M) → C∞(M)は

P := □b□b +（低階の項）

という形の線形偏微分作用素として定義される．ここで低階の項の部分は θ に関する田
中・Webster接続を用いて具体的に記述できるが，以下では本質的に寄与しないので省略
する．CR Paneitz作用素の基本的な性質として以下が挙げられる：

• P は 4階の形式的自己共役な線形偏微分作用素である．
• θ̂ = eΥθという共形変換に対して P̂ = e−2ΥP という変換則を満たす．
• P は準楕円型ではない．
• KerP は無限次元になることがある．

特に P の変換則から，C∞(M,R)上の汎関数

P : C∞(M,R) → R; u 7→
∫
M

u(Pu) θ ∧ dθ

は接触形式の取り方によらない．この汎関数が常に非負であるとき，P は非負定値であ
るといい，P ≥ 0と書くことにする．この性質は (M,T 1,0M)の埋め込み可能性と深く関
係していることが知られている．

定理 3.1: Scal > 0＆ P ≥ 0 =⇒ 埋め込み可能性 [CCY12]

(M,T 1,0M)を 3次元の閉強擬凸 CR多様体，θをM 上の接触形式とする．θから
定まる田中・Webster接続のスカラー曲率 Scalθ が正で CR Paneitz作用素 P が非
負定値であれば，(M,T 1,0M)は埋め込み可能である．

次に P の非負定値性と CR山辺の問題との関係について述べる．以下では 3次元の場
合に限る．(M,T 1,0M)上の接触形式 θに対して汎関数

E(θ) :=
∫
M
Scalθ θ ∧ dθ(∫

M
θ ∧ dθ

)1/2
を考える．この汎関数は下に有界であり，その下限

Y (M,T 1,0M) := inf
θ
E(θ)

を実現する接触形式をCR山辺接触形式と呼ぶことにする．Jerisonと Leeにより，常に
Y (M,T 1,0M) ≤ Y (S3, T 1,0S3) が成り立つこと，さらに Y (M,T 1,0M) < Y (S3, T 1,0S3)

または (M,T 1,0M) = (S3, T 1,0S3) の場合には CR 山辺接触形式が存在することが示
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された [JL87, JL88, JL89]．残された問題は「Y (M,T 1,0M) = Y (S3, T 1,0S3) を満たす
(M,T 1,0M)が (S3, T 1,0S3)以外に存在するか？」という問いである．これは CR幾何に
おける正質量定理と密接に関係している．P ≥ 0という仮定の下では，そのような CR

多様体は (S3, T 1,0S3)に限られることが知られている．

定理 3.2: P ≥ 0 =⇒ CR山辺接触形式の存在 [CMY17]

(M,T 1,0M) を CR Paneitz 作用素 P が非負定値であるような 3 次元の閉強擬凸
CR多様体とする．Y (M,T 1,0M) = Y (S3, T 1,0S3)が成り立てば，(M,T 1,0M)は
(S3, T 1,0S3)と同型である．特に P が非負定値であるような (M,T 1,0M)は CR山
辺接触形式をもつ．

一方で Rossi球面 (S3
t , T

1,0S3
t )上の CR Paneitz作用素は負の固有値をもつため，上記の

定理の仮定は満たしていない．実際，(S3
t , T

1,0S3
t )上には CR山辺接触形式が存在しない

ことが比較的最近示された [CMY23]．
最後に CR Paneitz作用素と Szegő核との関係について述べる．Ωを 2次元複素多様

体内の滑らかな境界 ∂Ωをもつ強擬凸領域として，∂Ω上の接触形式 θを固定する．Ω上
の正則関数の境界値として実現できる ∂Ω上の L2関数全体の空間をHardy空間といい，
Hθ(Ω)で表す．これは再生核 Hilbert 空間であり，対応する再生核 Sθ を Szegő核とい
う．ρを Ωの定義関数とすると，Sθ の対角成分 Sθ(z, z)は

Sθ(z, z) = ϕθρ
−2 + ψθ log(−ρ).

という境界挙動をもつ．ここで ϕθ と ψθ は Ω上の滑らかな関数である．特に ψθ|∂Ω は定
数倍を除いて CR Q-曲率 Qθ と一致することが知られている [Hir93, FH03]．さらに接
触形式の共形変換 θ̂ = eΥθに対して，CR Q-曲率は

e2ΥQθ̂ = Qθ + PΥ

という変換則を満たす．したがって Szegő核の対数特異性を理解する上でも CR Paneitz

作用素の解析的性質は本質的な役割を果たす．CR Q-曲率が恒等的に 0になる接触形式
として，擬 Einstein接触形式という「弱い」Einstein条件を満たす接触形式が知られて
いる．擬 Einstein接触形式は一般の強擬凸 CR多様体には存在しないが，C2 内の実超曲
面に対しては必ず存在することが分かっている．

4 CR Paneitz作用素のスペクトル
(M,T 1,0M)を（必ずしも埋め込み可能とは限らない）3次元閉強擬凸 CR多様体，θを

M 上の接触形式とする．このとき前節で述べたように，CR Paneitz作用素 P は形式的
自己共役作用素である．しかしながら Laplacian のような楕円型作用素とは異なり，以
下に挙げるような基礎的な問題でさえ自明ではない：
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• P は L2(M)上の非有界作用素として自己共役拡張をもつか？
• P のスペクトル SpecP はどのような分布をもつか？
• P の固有関数はどの程度の正則性をもつか？

これらの問題に対して，私は以下の結果を得た．

定理 4.1: CR Paneitz作用素のスペクトル [Tak24]

(M,T 1,0M)上の CR Paneitz作用素 P は本質的自己共役である，すなわち一意的
な自己共役拡張をもつ．そのスペクトル SpecP の 0 以外の点は全て孤立してい
る．さらに任意の λ ∈ SpecP \ {0}に対して，Ker(P − λI)は C∞(M)の有限次
元部分空間である．

上記の定理で 0が SpecP の孤立点であるかどうかは分かっていない．ただし後述する
ように，(M,T 1,0M)が埋め込み可能である場合には，0も孤立点であることが示されて
いる．
証明の方針について説明する前に，楕円型の場合における標準的な議論を簡単に復習
する．Aを閉多様体上の k 階楕円型作用素とする．このとき

AB ∼ BA ∼ I

を満たす −k階の擬微分作用素 B が存在する．ここで A ∼ B は A−B が smoothing作
用素であることを表す．この事実から Aの最大閉拡張は自己共役であることがしたがう．
さらに B が滑らかさを向上させることとコンパクト作用素であることから，スペクトル
の離散性および固有関数の正則性も導かれる．この場合には 0 も SpecA の孤立点であ
り，KerAは C∞(M)の有限次元部分空間となる．
それでは定理 4.1の証明の方針について説明する．前述のとおり，CR Paneitz作用素

P に対しては KerP は無限次元になる場合があるため，楕円型の場合のような B を構
成することはできない．そこで M 上の接触構造を反映した擬微分作用素の理論である
Heisenberg 解析を用いる．この枠組みにより，次の条件を満たす 0階の Heisenberg擬
微分作用素 Πと −4階の Heisenberg擬微分作用素 Gを構成することができる：

GP +Π ∼ PG+Π ∼ I, Π∗ ∼ Π2 ∼ Π, ΠP ∼ PΠ ∼ 0.

Πと Gはそれぞれ KerP への直交射影と P の Green作用素に対応する Heisenberg擬微
分作用素である．これらを用いることで，P の最大閉拡張が自己共役であることが示さ
れる．さらに E を P に付随する単位の分解として，µ ≥ 0に対して πµ := E([−µ, µ])と
定める．このとき Pπµ は smoothing作用素であることが分かる．SpecPπµ = SpecP ∩
[−µ, µ] であることと，コンパクト作用素のスペクトルに関する一般論を併せることで，
定理 4.1がしたがう．
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5 埋め込み可能な場合の CR Paneitz作用素
(M,T 1,0M)を埋め込み可能な 3次元閉強擬凸 CR多様体，θ をM 上の接触形式とす
る．このとき前節の Πとして，Π∗ = Πかつ PΠ = 0を満たすものを選ぶことができる．
特に RanΠ ⊂ KerP であることから

πµΠ = Ππµ = Π

が成り立つ．R := GP +Π− I と定めると Rは smoothing作用素であり，

E([−µ, µ] \ {0}) = πµ − π0 = (GP +Π−R)(πµ − π0) = GPπµ −R(πµ − π0)

となる．ここで右辺は L2(M) から C∞(M) への連続線形作用素を定めており，特にコ
ンパクト作用素である．よって直交射影 E([−µ, µ] \ {0}) は有限階作用素である．した
がって SpecP ∩ [−ε, ε] = {0} となる ε > 0 が存在する．このことから 0 も SpecP の
孤立点であり，P は閉値域をもつことが分かる．また KerP への直交射影 π0 が 0階の
Heisenberg 擬微分作用素であることも示すことができ，特に π0 は C∞(M) を C∞(M)

にうつす．以上の議論により，Hsiaoによる次の結果の別証明が得られる．

定理 5.1: 埋め込み可能な場合の CR Paneitz作用素 I [Hsi15]

(M,T 1,0M)が埋め込み可能であると仮定する．このとき SpecP は Rの離散部分
集合である．また任意の λ ∈ SpecP \ {0}に対して，Ker(P − λI)は C∞(M)の
有限次元部分空間である．さらに KerP ∩ C∞(M)は KerP において稠密である．

実は埋め込み可能な場合には SpecP の分布についてさらに詳しい構造が分かって
いる．

定理 5.2: 埋め込み可能な場合の CR Paneitz作用素 II [Tak20]

(M,T 1,0M)が埋め込み可能であると仮定する．このとき CR Paneitz作用素 P は
非負定値であり，SpecP ⊂ [0,∞)である．また KerP ∩ C∞(M)はP ⊗ Cに一
致する．

この定理の証明は Siu [Siu80] と Sampson [Sam86] による調和写像に関する議論
を境界をもつ領域上の調和関数に適用することで得られる．(M,T 1,0M) が埋め込
み可能であると仮定する．このとき非特異複素射影曲面 X 内の強擬凸領域 Ω で
あって，(M,T 1,0M) が (∂Ω, T 1,0∂Ω) と同型となるものが存在する [Lem95]．以下で
は (M,T 1,0M) と (∂Ω, T 1,0∂Ω) を同一視する．また Ω 上の完備 Kähler 計量 ω+ であっ
て，境界で複素双曲計量に漸近するものを構成することができる．
実数値関数 u ∈ C∞(∂Ω)に対して，uを境界値とする調和関数 ũを考える．（ω+ に関
する Laplacian は境界で退化するためこのような拡張の存在は自明ではないが，今回の
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設定においては [EMM91]で証明されている．）このとき Ω内の各点において

ddcũ ∧ ddcũ ≤ 0

が成り立つ．これを積分して Stokesの定理を適用すると

0 ≥
∫
Ω

ddcũ ∧ ddcũ =

∫
Ω

d(dcũ ∧ ddcũ) =
∫
∂Ω

dcũ ∧ ddcũ

が得られる．この右辺を田中・Webster接続を用いて計算して整理すると−
∫
∂Ω
u(Pu) θ∧

dθ に一致することが分かる．このことから P は非負定値である．また Pu = 0のとき，
Ω上で ddcũ = 0が成り立つため，ũは Ω上の多重調和関数である．uは多重調和関数の
境界値であるため，∂Ω上の CR多重調和関数である．
P の非負定値性を定理 3.1や定理 3.2と組み合わせることで以下の定理を得る．

定理 5.3: CR Paneitz作用素と埋め込み可能性
(M,T 1,0M) を Y (M,T 1,0M) > 0 を満たす 3 次元の閉強擬凸 CR 多様体とする．
(M,T 1,0M)が埋め込み可能である必要十分条件は CR Paneitz作用素 P が非負定
値となることである．

定理 5.4: 埋め込み可能 =⇒ CR山辺接触形式の存在
(M,T 1,0M) が埋め込み可能な 3 次元閉強擬凸 CR 多様体ならば，(M,T 1,0M) は
CR山辺接触形式をもつ．

また KerP ∩C∞(M)が CR多重調和関数の空間に一致することから，Szegő核の対数
特異性に対して次の結果が得られる．

定理 5.5: Szegő核の対数特異性
Ωが 2次元複素多様体内の強擬凸領域で，その境界 ∂Ωは擬 Einstein接触形式を
もつとする．∂Ω 上の接触形式 θ に対して ψθ|∂Ω = 0 となる必要十分条件は θ が
擬 Einstein接触形式であることである．さらに ψθ = O(ρ3)となる必要十分条件は
∂Ωが局所的に (S3, T 1,0S3)と同型になることである．

この定理の前半部分は，∂Ωが transverse symmetry をもつ場合について平地 [Hir93]

によって既に証明されていたが，定理 5.2によって一般の場合に拡張することができた．
θ′ を境界上の擬 Einstein接触形式として，θ = eΥθ′ と表す．このとき Qθ = Qθ′ = 0で
あることから PΥ = 0 が成り立つ．よって Υ は CR 多重調和関数であり，θ 自身も擬
Einstein接触形式となる．さらに平地・小松・中澤 [HKN93]による結果を用いることで
後半の結果もしたがう．
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6 Rossi球面上の CR Paneitz作用素
Rossi 球面は強擬凸でありながら埋め込み不可能な最も基本的な例として知られてい
る．前節では埋め込み可能な場合における CR Paneitz 作用素の性質を紹介したが，こ
れらの結果が埋め込み不可能な場合にどこまで成立するかについては，一般にはほとん
ど分かっていない．本節では Rossi 球面を例として取り上げ，埋め込み不可能な場合に
CR Paneitz作用素の性質がどのように変化するかを具体的に考察し，その過程で明らか
になったいくつかの現象を紹介する．
k ∈ Z≥0 に対して，次数 k の球面調和関数の空間を SHk で表す．このとき

L2(S3) =
⊕
k∈Z≥0

SHk

という直交直和分解が得られる．l ∈ Z>0 および 1 ≤ j ≤ lに対して

v
(l)
j := L2j−2(z2l−1) ∈ SH2l−1

と定める．このとき v
(l)
1 , . . . , v

(l)
l は一次独立であり，

V (l) := SpanC{v
(l)
1 , . . . , v

(l)
l } ⊂ SH2l−1

は Rossi球面 (S3
t , T

1,0S3
t )上の CR Paneitz作用素 Pt によって不変である．この基底に

関して
P (l)

t := Pt|V (l)

の行列表示を考えると，その行列式が

detP (l)
t < 0

となることが分かる．これより次の結果が得られる．

定理 6.1: Rossi球面上の CR Paneitz作用素
Rossi球面 (S3

t , T
1,0S3

t )上の CR Paneitz作用素 Pt は負の固有値を無限個もつ．

Rossi球面のパラメータに t = 0を代入すると，これは標準的な CR球面に一致する．
この場合には埋め込み可能であるため，対応する CR Paneitz作用素 P0 は非負定値であ
る．したがって上記の定理は，パラメータをわずかに動かすだけで，負の固有値が無限個
現れることを意味している．

7 今後の課題
定理 5.1 および定理 5.2 が埋め込み不可能な場合にどこまで成り立つかという問題は
現在のところほとんど分かっていない．特に次のような問題が挙げられる．
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問題 7.1: CR Paneitz作用素の閉値域性
埋め込み不可能な CR多様体において，CR Paneitz作用素 P は閉値域をもつか？
言い換えると 0は SpecP の孤立点となるか？

問題 7.2: CR Paneitz作用素の核
埋め込み不可能な CR 多様体において，P ⊗ C は KerP 内の稠密部分空間であ
るか？

前者については Rossi球面の場合についても依然として未解決である．Rossi球面上の
CR Paneitz作用素が負の固有値を無限個もつことは分かっているが，その事実は行列式
の計算に基づくものであり，負の固有値の詳細な分布については依然として明らかでは
ない．一方で後者については，(S3

t , T
1,0S3

t )を {±1}で割った商多様体が埋め込み可能と
なることから，肯定的な答えが得られることが確認されている．
CR多様体が埋め込み可能な場合には CR Paneitz作用素は非負定値であり，特に 0は

SpecP の下界である．一方で Rossi球面から分かるように，埋め込み不可能な場合には
CR Paneitz作用素は負の固有値をもつが，そのスペクトル全体が下に有界であるどうか
は現在のところ不明である．

問題 7.3: CR Paneitz作用素の有界性
埋め込み不可能な CR多様体において，CR Paneitz作用素は下に有界であるか？

また CR Paneitz作用素は Rossi球面では負の固有値を無限個もつが，この性質が埋め
込み不可能な CR多様体に一般に共通するものであるかどうかは，現在のところ分かっ
ていない．

問題 7.4: CR Paneitz作用素の負の固有値
埋め込み不可能な CR多様体において，CR Paneitz作用素の負の固有値は必ず無
限個であるか？

以上の問題は，CR Paneitz作用素という非楕円作用素の解析を通して，CR多様体の
埋め込み可能性を理解しようとする試みの一端をなすものである．今後の研究によって
両者の関係がさらに明らかになることが期待される．
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[BdM75] L. Boutet de Monvel, Intégration des équations de Cauchy-Riemann induites formelles,
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