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Exact solutions to an autonomous dKdV equation via
Painlevé-type ordinary difference equations

中園　信孝 (東京農工大学)∗

本講演では，自励な 2次元偏差分方程式

ϵ ul+1,m+1 − ul,m =
ϵ

ul,m+1

− 1

ul+1,m

, (l,m) ∈ Z2, ul,m ∈ C, ϵ ∈ C∗ (1)

がパンルヴェ型の q-差分方程式によって記述される特殊解を持つことを示す。方程式 (1)

は ϵ = 1とすると [2]の広田の dKdV方程式と呼ばれる方程式に帰着する。また，方程式
(1)は [4]の広田の dKdV方程式の非自励版の特殊な場合として導出できる。これらのこ
とより，本講演では方程式 (1)も広田の dKdV方程式と呼ぶ。
以下は本講演で用いる q-差分パンルヴェ方程式である。ただし，αl = ϵlα0, βm = ϵmβ0
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以下は本講演で用いる 2h-階のパンルヴェ型 q-差分方程式 [7, 8]である。

Xn+2hXn = − 1∏2h−1
k=1 Xn+k

(
1∏2h−1

k=1 Xn+k

+ γn

)
, γn+2h = ϵγn (2)

Xn+2hXn = − 1∏h−1
k=1 Xn+2k

(
1∏h−1

k=0 Xn+2k+1

+ γn

)
, γn+2h+1 = ϵγn (3)

h = 1のとき，方程式 (2)は q-PI (A
(1)
7 -surface) [9]に等しく，方程式 (3)は q-PI (A

(1)
6 -

surface) [9]に等しい。
本講演は論文 [6]の内容についてのものです。
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Little µ-function, the Rogers-Ramanujan continued
fraction and Schur’s q-Fibonacci numbers

渋川 元樹 (北見工業大学・工)∗1

土見 怜史 (近畿大学・総合理工)∗2

概 要
一般化µ函数 [ST]の退化極限である little µ函数の特殊化についての諸公式
を与える. この特殊化は, 特に I. Schurにより導入された q-Fibonacci数列の
漸化式 [A], [S]を満たしており, 初期値がテータ函数で表されることを示す.

τ ∈ H := {τ ∈ C; Im(τ) > 0}, q := e2πiτに対して

(x)∞ = (x; q)∞ :=
∞∏
j=0

(1− xqj), (x)n = (x; q)n :=
(x; q)∞
(qnx; q)∞

(n ∈ Z),

(x1, . . . , xr; q)ν = (x1, . . . , xr)ν := (x1)ν · · · (xr)ν (ν ∈ Z ∪ {∞}),
(
n

j

)
q

:=
(q)n

(q)n−j(q)j
,

G(q) :=
∞∑
n=0

qn
2

(q; q)n
=

1

(q, q4; q5)∞
, H(q) :=

∞∑
n=0

qn
2+n

(q; q)n
=

1

(q2, q3; q5)∞
,

R(q) := q
1
5
H(q)

G(q)
, η(τ) := q

1
24 (q; q)∞, θ(x; q) = θ(x) := (x, q/x)∞

とおく. また適当な複素パラメータ a1, . . . , ar, b1, . . . , bs, xに対して, q超幾何函数を次
で定める:

rϕs

(
a1, . . . , ar
b1, . . . , bs

; q, x

)
:=

∞∑
n=0

(a1, . . . , ar)n
(b1, . . . , bs, q)n

(
(−1)nq

n(n−1)
2

)s−r+1

xn,

rψs

(
a1, . . . , ar
b1, . . . , bs

; q, x

)
:=
∑
n∈Z

(a1 . . . , ar)n
(b1, . . . , bs)n

(
(−1)nq

n(n−1)
2

)s−r

xn.

定義 1. x, y ∈ C×\qZについて, little µ 函数 lµ̂(x, y) を次で定める;

lµ̂(x, y) :=
iq−

1
8

(x, q)∞θ(qy)
1ψ2

(
x

0, 0
; q,

1

y

)
.

定理 2. n ∈ Zに対して,

Mn(x; q) := −iq
1
8 lµ̂(x, qn−1/x) =

1

(x, q)∞θ(qn/x)
1ψ2

(
x

0, 0
; q, xq1−n

)
本研究は科研費 (JSPS KAKENHI Grant Number 21K13808, 25KJ0371) の助成を受けたものである.
キーワード：Zwergers’ µ-function, q-hypergeometric function, q-Borel transform, q-Laplace transform,
Rogers-Ramanujan continued fraction, q-Fibonacci numbers
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とする. この時,

M0(x; q) = G(q)H(q)

(
θ(x5q2; q5)

θ(xq)θ(x2)
+
θ(x5q3; q5)

θ(x)θ(x2q)

)
,

M1(x; q) = G(q)H(q)

(
θ(x5q; q5)

θ(x)θ(x2)
+

θ(x5q4; q5)

θ(xq)θ(x2q)

)
で, Mn(x; q)はSchur’s q-Fibonacci数列の漸化式

Fn(q)− Fn−1(q)− qn−2Fn−2(q) = 0

を満たす. また, Mn(x
−1; q) =Mn(xq; q) =Mn(x; q)かつ

Mn(x; q) =
1

(qn+1/x, q)∞θ(x)
0ψ1

(
−
xq−n

; q,
x2

qn

)

=
1

(x, q1−n/x)∞

∑
k∈Z

(
1− x2q2k−n−1

) (x)k
(xq−n)k

q
k(5k−7)

2 (−x3q−n)k,

0ϕ1

(
−
0
; q, qn+1

)
=

(−1)nq−
n(n−1)

2 θ(x)2θ(y)2

yθ(x/y)θ(xy)
(Mn−1(x; q)−Mn−1(y; q)).

特に非負整数nに対して
Mn(x; q) =M0(x; q)Tn−1(q) +M1(x; q)Sn(q)

が成り立つ. ただし, T−1(q) := 1, S0(q) := 0, T0(q) := 0 かつ

Sn(q) :=
∑

0≤2j≤n−1

qj
2

(
n− j − 1

j

)
q

, Tn(q) :=
∑

0≤2j≤n−1

qj
2+j

(
n− j − 1

j

)
q

.

定理 3. 非負整数m,nに対して,

(−1)nq
n(n−1)

2 0ϕ1

(
−
0
; q, qn+1

)
Mm(x; q)− (−1)mq

m(m−1)
2 0ϕ1

(
−
0
; q, qm+1

)
Mn(x; q)

= Tn−1(q)Sm(q)− Tm−1(q)Sn(q).

特にm = n+ 1の時,

0ϕ1

(
−
0
; q, qn+1

)
Mn+1(x; q) + qn0ϕ1

(
−
0
; q, qn+2

)
Mn(x; q) = 1.

更にn = 0の時,

G(q)M1(x; q) +H(q)M0(x; q) =
1

R(q)
−R(q)− η(τ/5)

η(5τ)
= 1.
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Uq(ŝl2)の結晶基底のパス表示とヤング図形との新奇
な対応について

宮澤　壮太 (防衛大学校)∗1

高木太一郎 (防衛大学校)∗2

アフィンリー環 ŝl2およびそのディンキン図の頂点集合 I = {0, 1}から頂点 0を除い
たディンキン図に対する有限次元単純リー環sl2を考える。ŝl2のレベル１最高ウェイト
表現 V (Λ0)は、部分代数であるこの sl2の表現に制限することによって次のように sl2
の最高ウェイト λ̄の有限次元既約表現V (λ̄)の直和に分解される [1]。

V (Λ0)↓ŝl2sl2
=

⊕
λ̄,n≥0

V (λ̄)⊕[V (Λ0):λ̄+Λ0−nδ]
n .

ただし、V (λ̄)nの添え字nは虚ルート δによる次数を表し、引数 λ̄はV (Λ0) のウェイト
としては λ̄+Λ0− nδと解釈し、次数nにおけるV (λ̄)の重複度を [V (Λ0) : λ̄+Λ0− nδ]

とした。表現V (Λ0)の諸性質はもちろん昔から良く知られており、重複度がゼロでな
いのは rを非負整数としてV (λ̄) が sl2の2r + 1次元既約表現となる λ̄ = 2rΛ1の場合で
ある。対応する分岐関数 b

V (Λ0)

2rΛ1
(q)の定義とその２種類の表現は

b
V (Λ0)

2rΛ1
(q) :=

∑
n≥0

[V (Λ0) : 2rΛ1 + Λ0 − nδ]qn =
qr

2
(1− q2r+1)

(q; q)∞
=

∑
n≥0

qn
2
Z

(r)
2n,n(q)

(q; q)2n
,

となる。ここでZ
(r)
2n,n(q)は次のような q二項係数の差である。

Z
(r)
2n,n(q) =

[
2n

n− r

]
q

−
[

2n

n− r − 1

]
q

.

一つ目の表現は次のように書ける。
qr

2
(1− q2r+1)

(q; q)∞
=

q1+3+···+(2r−1)∏∞
m=1,m ̸=2r+1(1− qm)

.

整数の分割におけるminimal excludant [2]の概念によれば、このことは次を意味する。
命題 1. V (Λ0)を上記のように分解したとき、次数nにおける sl2の 2r + 1次元既約表
現の重複度は、最小除外奇数が2r + 1であるようなnの分割の個数と一致する。
一方、講演者の一人は分岐係数の二つ目の表現を母関数とするヤング図形の組合せ
論を考察することにより新しいpartition statisticを定義し、それを sqrankと名づけて
以下の結果を得た [3]。
命題 2. 最小除外奇数が2r+ 1であるようなnの分割の個数は、sqrankが rであるよう
なnの分割の個数と一致する。
∗1〒 239-8686 神奈川県横須賀市走水 1-10-20　防衛大学校 理工学研究科
e-mail: em64040@nda.ac.jp
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e-mail: takagi@nda.ac.jp

12

– 47 –



量子群 Uq(ŝl2)の結晶B(Λ0)のパスによる表示 [4] を用いた例で命題１を確認する。
ここではパスを右から左への半無限のビット列で表し、次数 0の ground stateは 01を
繰り返した p̄ = · · · p̄4p̄3p̄2p̄1 = · · · 0101とする。一般の stateは十分左側で p̄と一致す
るようなビット列 p = · · · p2p1で隣接する 01ペアを繰り返しすべて無視すると偶数個
のビットが残るものであり、特に残ったビットに１が含まれないものは柏原作用素 f̃1
の作用に関する highest states となる。パス pのエネルギー E(p)を energy function

H(a, b) = 1(a ≥ b), 0(a < b)を用いてE(p) =
∑∞

k=1 k{H(pk+1, pk) − H(p̄k+1, p̄k)}と
すればこれが虚ルート δによる次数となる。例えば次数 4ではhighest states となるパ
スは５つあり、そのうち sl2の 5次元既約表現に対応するものが一つ（· · · 010000）、3

次元既約表現に対応するものが二つ（· · · 0100101010および · · · 01001001）、1次元既
約表現に対応するものが二つ（· · · 0100101011および · · · 01001101）ある。一方、４の
分割のうち最小除外奇数が５であるものが一つ（3 + 1）、３が二つ（2 + 1 + 1および
1 + 1 + 1 + 1）、１が二つ（4および2 + 2）であり、確かに個数が一致する。
結晶B(Λ0)のパス表示において次数 nでは highest states となるパスは全部で p(n)

（nの分割数）個あるが、そのうち 2r + 1次元既約表現の highest states に対応するパ
ス全体のなす集合をPΛ0

n,rとする。整数nの分割はマス目の数がnのヤング図形で表さ
れるが、組合せ論的操作によってヤング図形からパスを構成することによる１対１の
対応を想定し、上述の２つの命題に対応して以下のような２つの問題を考える。

1. 最小除外奇数が2r+ 1であるようなnの分割全体のなす集合と、PΛ0
n,rとの間の組

合せ論的な１対１の対応は存在するか？
2. sqrankが rであるようなnの分割全体のなす集合と、PΛ0

n,rとの間の組合せ論的な
１対１の対応は存在するか？

本研究における主結果は、後者の１対１の対応が存在することを示し、その組合せ
論的操作を具体的に記述したことである。例えば上述の次数 4の場合については以下
のような対応となる。

· · · 010000←→ 2 + 2,

· · · 0100101010←→ 1 + 1 + 1 + 1, · · · 01001001←→ 3 + 1,

· · · 0100101011←→ 2 + 1 + 1, · · · 01001101←→ 4.

組合せ論的操作の詳細については講演にて報告する。また、ŝl2のもう一つのレベル
１最高ウェイト表現V (Λ1) に対応する結晶B(Λ1)のパス表示についても同様の結果を
得たので、これについても報告したい。

参考文献
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Integer Sequences 23 (2020) Article 20.2.3.

[3] T. Takagi, A polynomial bosonic form of statistical configuration sums and the odd/even
minimal excludant in integer partitions, Annals of Combinatorics (accepted)

[4] Kang, S-J., Kashiwara, M., Misra, K.C., Miwa, T., Nakashima, T., Nakayashiki, A.:
Affine crystals and vertex models, Int. J. Mod. Phys. A7 (suppl. 1A), 449–484 (1992)
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スケルトンRSKによる結晶グラフの分解
小林雅人 (神奈川大学)∗

日本数学会　東京理科大学　2026年3月

タイプAの柏原結晶グラフB(λ) = (SSYT(λ) t {0}, ei, fi,→) (λは分割)は自然に半
標準盤の標準化による同値類に分解できる。各同値類は準結晶と呼ばれ、詳しく調べら
れるようになったのは最近10年ほどである。Maas-Gariépy (2023) は、SSYT(λ)のこ
の同値類の商集合をクリスタルスケルトンと呼びグラフ構造を導入した。さらに、彼
女は準結晶がB(λ)の連結な部分グラフを成し、その生成関数は、ちょうど1つの基本
的準対称関数に等しいことを証明した。Cain-Malheiro-Rodrigues-Rodrigues, Brauner-

Corteel-Daugherty-Schillingなどにも後続の研究（両方とも 2025年）がある。これを
受け、小林は結晶スケルトン多項式を

Skλ(x) =
∑

T∈ST(λ)

xdesT

と導入した。ただし、ST(λ)は形がλの標準盤全体の集合、desTはTの降下列、xa =

xa1
1 · · ·xan

n , n = |λ| である。古典的なRSK対応

Knuth arraysn →
⊔
λ⊢n

SSYT(λ)× SSYT(λ), w 7→ (P (w), Q(w))

はSchur関数の和の基本的準対称関数に関する展開∑
λ⊢n

sλ(X)sλ(Y ) =
∑
w∈Sn

Fdesw−1(X)Fdesw(Y )

を導く。ただし、X,Y は無限変数の組を表す。もちろん、RSKを制限すれば、R, RS

対応になる。

Sinvol
n →

⊔
λ⊢n

ST(λ), w 7→ P (w),

Sn →
⊔
λ⊢n

ST(λ)× ST(λ), w 7→ (P (w), Q(w)),

Nn →
⊔
λ⊢n

SSYT(λ)× ST(λ), w 7→ (P (w), Q(w))

小林は、このスケルトン版も自然に成り立つことを示した。
定理 1 ∑

λ⊢n

Skλ(x) =
∑

w∈Sinvol
n

xdesw.

∑
λ⊢n

Skλ(x)Skλ(y) =
∑
w∈Sn

xdes(w−1)ydesw.∑
λ⊢n

sλ(X)Skλ(y) =
∑
w∈Sn

Fdes(w−1)(X)ydesw.

キーワード：結晶グラフ、スケルトン、RSK対応
∗ 221-8686 横浜市神奈川区六角橋 3-27-1 神奈川大学
e-mail: masato210@gmail.com
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また、このq-類似も存在する。その特殊化では、新しいMahonian統計や次数付きFrobe-

nius特性関数が得られる。さらに、major indexや charge, cochargeとの関係も判明し
た。講演では、これらの詳細を紹介したい。

参考文献
[1] S. Brauner, S. Corteel, Z. Daugherty, A. Schilling, Crystal skeletons and their axioms,

arXiv:2503.14782.

[2] A. J. Cain, A. Malheiro, F. Rodrigues, I. Rodrigues, Structure of quasi-crystal
graphs and applications to the combinatorics of quasi-symmetric functions, to appear.
arXiv:2302.07694.

[3] M. Kobayashi, Crystal skeleton polynomials, in preparation.

[4] F. Maas-Gariépy, Quasicrystal structure of fundamental quasisymmetric functions, and
skeleton of crystals, arXiv:2302.07694.
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周期 TASEPのベーテ方程式の解法と完全性の証明
代数曲線を用いた解法
岩尾　慎介 (慶大商)∗

1 はじめに:周期 TASEPとベーテ方程式
（本講演の内容は、プレプリント [1]に基づく。）
1次元上に並んだ格子上を、区別のつかない粒子が一方向に進む確率過程を完全非対称

単純排他過程（TASEP）という。ここでは、周期境界条件を課した TASEP（図 1）を考
える。以下、粒子の個数を N、系のサイズを Lとする（N < L）。

dt dt dtdt×

図 1 TASEPの状態の例。ここでは L = 10, N = 4である。

このとき、系のとり得る状態は Ω =
(
L
N

)個ある。各状態は、以下の規則で遷移する。
• tを時刻とする。微小時間範囲 [t, t+ dt]の間に、各粒子は独立に、確率 dtで右の
マスに移動する。ただし、自分の右のマスに他の粒子があるときは移動しない。

TASEPの挙動は、マスター方程式
d

dt
ψ(t) =Mψ(t) (1)

（M ∈ RΩ×Ω: マルコフ行列, ψ ∈ RΩ: 確率ベクトル）により記述される。したがって
TASEPの挙動はM の固有値・固有ベクトルが求まれば完全に解析される。
しかし、系のサイズに比してM のサイズが大きすぎる、M の具体形が複雑であるな

どの理由から、標準的な線形代数の方法のみでM の固有値を分析するのは困難である。
そこで、一般の L,N に対して統一的にM の固有値・固有ベクトルを求める手法として、
ベーテ仮設法がよく知られている。これは、ベーテ方程式

zNi
(1− zi)L

= (−1)N+1

N∏
j=1

zj, (i = 1, 2, . . . , N), (2)
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をみたす複素数の組 (z1, . . . , zN)を見つけることができれば、以下の手順で λ, ψ が構成
できるというものである。（この具体形は本講演では用いない。）� �
x1, . . . , xN に依存しない定数 Cσ (σ ∈ SN)をとることができて、

ψ(x1, . . . , xN) =
∑
σ∈SN

Cσ(1− zσ(1))
x1 . . . (1− zσ(N))

xN , λ =
N∑
i=1

zi
1− zi

.

ただし、ψ(x1, . . . , xN)の変数 1 ≤ x1 < x2 < · · · < xN ≤ Lは、粒子の位置をあら
わす。� �
したがって、TASEPの挙動を解析するにはベーテ方程式 (2)の解を求めればよい。

2 TASEPベーテ方程式の解法
ベーテ方程式 (2) の解を求める試みはさまざまな研究者によってなされてきた。そこ

では、複素関数論を援用した数値解析的な方法が多く用いられてきたが、Prolhac[2, 3]の
一連の仕事により、リーマン面を用いた純理論的な手法も発達した。
本研究では Prolhacの研究を推し進め、ベーテ方程式 (2)を代数幾何学的に再定式化す

る。この定式化には、古典的によく知られているリーマン面と C上の代数曲線の等価性
を用いる。うれしいことに、再定式化の結果、ベーテ方程式 (2)は非常に初等的な「平面
曲線と直線の交点の座標を求める問題」に帰着してしまう。したがってこの方法で、ベー
テ方程式 (2)のすべての解を得ることが可能となる。
系として、TASEPベーテ仮設法の完全性問題を（パラメータが generic な場合に）肯

定的に解決することができた。これは、「ベーテ方程式 (2)の解がもとのマスター方程式
(1)の解をすべて尽くすか」という問いで、ベーテ仮設法における基本的な問題である。
（ベーテ方程式の完全性は多くの研究者が成り立つと認めているものの、数学的に厳密な
証明となると、（私（と共同研究者）の知る限り）載っている文献は無かったようである。）
L,N → ∞における TASEPの挙動を考える際には、用いられるリーマン面の種数と

連結成分の個数を Lや N の関数としてあらわす明示式が重要になる。時間があれば、こ
れらの不変量の計算の方法についても紹介したい。
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