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団代数の c, gベクトルの実成分への拡張と
Coxeter図による有限型の分類

赤木　亮太 (名古屋大学)∗

1 団代数における c, g ベクトル
団代数 (cluster algebra) とは, 2000 年頃に Fomin, Zelevinsky により導入された代数

的, および組合せ的構造である. その中心的対象は, 「団変数」 (cluster variable)と呼ば
れる有理式と, 「変異」(mutation)とよばれるその変換であり, それらが数多くの良い性
質を持つ. また, この変異に関連する現象が数学のあらゆる場所に横断的に出現し, その
重要性が知られている.

団代数の初期データは整数成分歪対称化可能行列であり, これは交換行列とよばれる.

この行列の成分に基づき, 変異が定義される. 団代数の基本的な対象は団変数であるが,

それらに変異を適用すると非常に複雑になることが知られている. そのため, 団変数を直
接扱うことは困難となることが多い. その一つの対処法として, [1]により cベクトルと g

ベクトルが導入された. 大まかにいうと, それらは団変数やその係数の, ある種の次数ベ
クトルとして定義される. 有理式から次数を取り出すため, c, g ベクトルが持つ情報は団
変数のものと比べて非常に小さくなる. しかし, 興味深いことに, 団変数が持つ周期性は,

c, g ベクトルが持つ周期性と一致する [2, 3] など, 団変数が持つ組合せ的情報の多くは保
存されている.

一方で, c, g ベクトルにおいて, 次の事実は重要である.

定理 1（[1, 予想], [4]） 整数成分の交換行列に対応する cベクトルは, 全ての要素が非
負であるか非正であるかのいずれか一方である.

例えば, この仮定の下で [5]により, c, gベクトルは非常に強力な双対性を持つことが示
された. その他にも, g ベクトルが自然に扇構造をもつこと (G扇, G-fan)が示される [6].

2 問題と主定理
c, g ベクトルは団変数の次数として定義されるが, 一方で, それ自身の閉じた漸化式も

知られており [1], その漸化式に基づく定義も可能である. その視点に立つと, 整数成分に
限らず, 実歪対称化可能行列に対しても c, g ベクトルが定義される. 本研究の目的は, c,

g ベクトルを実歪対称化可能行列に対応するものまで拡張することである. まず, 次のこ
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とが判明した.

定理 2（[7]） cベクトルの符号同一性と, いくつかの予想の下で, [5, 6]で示された整数
成分 c, g ベクトルで成り立つ様々な性質が, 実成分のもとでも成り立つ.

講演にて「いくつかの予想」および成り立つ性質を紹介する.

しかし, 整数成分の時とは異なり, 実成分に拡張した場合では cベクトルの符号同一性
は常には成り立たない. そこで最も基本的な問として, 「いつ cベクトルの符号同一性が
成り立つか」という問が挙げられる. 現在, 講演者は一般的にこの問を解決することは非
常に困難であると考えているが, それと同時に以下のような観察を得た.

定理 3（[7]） 与えられた歪対称行列 B について, 条件

変異で移りあう全ての歪対称行列 B′ に対して, その cベクトルはすべて符号同一
であり, かつ異なる cベクトルは有限個しか現れない

を考える. そのような条件を満たす歪対称な交換行列は, 変異による差を除いて Coxeter

図と一対一に対応する. また, このとき g ベクトルも有限個しか現れない.

すなわち, 実成分まで拡張すると, 有限型の c, g ベクトル構造は Coxeter図により分類
される. これは, [8]で知られていた, 有限型団代数が Dynkin図により分類されたことの
自然な拡張である. 講演では, この対応付けについて, より詳細に述べる.
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ランク 3団輪状行列に対応する実 cベクトルの
符号同一性とその具体的構造

赤木　亮太 (名古屋大学)∗

1 cベクトルの定義
団代数とは, 2000年頃に Fomin と Zelevinsky により導入された, 代数的, 組み合わせ

的構造である. 中心的対象は団変数と呼ばれる Laurent多項式と, その変異と呼ばれる変
換法則である. ここでは, 団代数の特殊な (しかしあらゆる点で重要な)情報である「 cベ
クトル」に注目する.

c ベクトルを定義するために, いくつかの記号を用意する. 1, 2, 3 のみからなる
有限列 w = [k1, k2, . . . , kr] が縮約列であるとは, ki ̸= ki+1 を満たすことをいう. T
を 1, 2, 3 からなる縮約列全体の集合とする. 前出の縮約列 w と ℓ ̸= kr に対して,

w[ℓ] = [k1, . . . , kr, ℓ] と定める. 実歪対称化可能行列 B に対し, 変異 (mutation) µk

(k = 1, 2, 3) と呼ばれる操作が定まり, 変異を繰り返し適用して得られる歪対称化可能行
列全体の族 B(B) = {Bw = (bwij ) ∈ Mat3(R)}w∈T を B パターンという.

C パターンとは, R3-ベクトルの三つ組の族 C(B) = {(cw1 , cw2 , cw3 )}であって, 初期条
件「c∅i は第 i成分の単位ベクトル」と以下の漸化式で与えられるものをいう.

c
w[ℓ]
ℓ = −cwℓ , c

w[ℓ]
i = cwi + [bwℓi ]+c

w
ℓ + bwℓi [−cwℓ ]+ (1)

ここで, 実数 bに対し [b]+ = max(b, 0)であり, 実ベクトル cに対して [c]+ は各成分ごと
にその操作を適用したものである. C パターンに現れるベクトルを cベクトルという.

次の事実は, cベクトルの符号同一性と呼ばれ, 団代数理論において重要である.

定理 1（[1]） B が整数成分歪対称化可能行列であれば, cベクトルの成分が非負である
か, 非正であるかのいずれか一方である.

一方で, B が実成分であるとき, この性質が常に成り立つとは限らない. さらに, 存在が
判明した現在でさえ, cベクトルの符号の具体的な振舞いを調べることは困難である.

2 ランク 3の団輪状行列
本講演では, 「団輪状行列」と呼ばれる特殊なクラスに注目して話をする. 歪対称化可
能行列 B =

(
0 −x′ z
x 0 −y′

−z′ y 0

)
が輪状 (cyclic)であるとは, x, y, z, x′, y′, z′ 全ての符号が正で
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あるか負であることをいう. 歪対称化可能行列が団輪状 (cluster-cyclic) であるとは, B

パターンに現れる行列全てが輪状であることをいう. この条件は次の判定法が知られて
いる.

補題 2（[2, 3]） Bが団輪状であることと, xx′, yy′, zz′ ≥ 4かつ xx′+yy′+zz′−|xyz| ≤ 4

であることは同値である.

3 主結果
実成分の C パターンに対しても符号同一性は重要であるが, 一般的に「いつその性質
が成り立つか」は全く判明していない. しかし, 以下のことが判明した.

定理 3（[4]） B がランク 3の団輪状行列ならば, 対応する cベクトルは全て符号同一
性を満たす.

先に述べた通り, 一般的に cベクトルの符号の様子を具体的に理解することは難しい.

しかし, (ランク 3の団輪状行列という限られたものではあるが) 我々の証明手法は既存の
ものとは全く異なり, 次の事実に基づく.

定理 4（[4]） B がランク 3の団輪状行列であるとき, cベクトルの符号を与えるための漸
化式が与えられる. さらに, その漸化式は, 各 wに対し, 次の cベクトル (c

w[ℓ]
1 , c

w[ℓ]
2 , c

w[ℓ]
3 )

の符号を次の情報のみから与える.

Bw 各成分の符号, cベクトル (cw1 , c
w
2 , c

w
3 )の符号, w ∈ T の最後の指数 kr

特に, 行列 Bw と cベクトル cwi の各要素の大きさに依存しない.

つまり我々の証明手法により, cベクトルの符号を扱うことができる漸化式 (各 wの局
所的な情報から定まるもの)が与えられ, これにより cベクトルの符号を具体的に扱うこ
とが可能となる. 講演では, この漸化式の詳細に触れ, その具体的な振る舞いについて説
明する.

参考文献
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[3] R. Akagi, Cluster-cyclic condition of skew-symmetrizable matrices of rank 3 via the

Markov constant, arXiv preprint arXiv:2411.07083 (2024).

[4] R. Akagi, and Z. Chen. Sign-coherence and tropical sign pattern for rank 3 real cluster-

cyclic exchange matrices. arXiv preprint arXiv:2509.07454 (2025).
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qホイン方程式と
そのq積分変換について

村上 絢香 (お茶の水女子大学大学院 人間文化創成科学研究科)

竹村 剛一 (お茶の水女子大学 基幹研究院)

ホインの微分方程式の q変形である qホイン方程式は，a2a0c2c0 ̸= 0 のもとで
{a2x2 + a1x+ a0}g(x/q)− {b2x2 + b1x+ b0}g(x) + {c2x2 + c1x+ c0}g(xq) = 0

という形の線形q差分方程式である．別の表示として一変数Ruijsenaars-van Diejen

作用素の4回退化で得られる作用素
A⟨4⟩(x;h1, h2, l1, l2, α1, α2, β) = x−1(x− qh1+1/2t1)(x− qh2+1/2t2)T

−1
x

+ qα1+α2x−1(x− ql1−1/2t1)(x− ql2−1/2t2)Tx

− {(qα1 + qα2)x+ q(h1+h2+l1+l2+α1+α2)/2(qβ/2 + q−β/2)t1t2x
−1}

(ただしT±1
x g(x) = g(q±1x)) を用いて以下で表される ([1])．

A⟨4⟩(x;h1, h2, l1, l2, α1, α2, β)g(x) = Eg(x), E ∈ C. (1)

上述の作用素 A⟨4⟩ に関する kernel function が [2] で得られ，その応用として以
下の qホイン方程式に関する q積分変換が得られた．
Theorem 1 ([2], qホイン方程式の q積分変換)

ξ ∈ C \ {0} または ξ = cx (c ∈ C \ {0}) と書けるとする．関数 h(s) が
A⟨4⟩(s;h′

1, h
′
2, l

′
1, l

′
2, α

′
1, α

′
2, β

′)h(s) = E ′h(s), E ′ ∈ C,

lim
L→+∞

h(s)

s(h
′
1+h′

2−l′1−l′2−α′
1−α′

2+β′+2)/2
|s=qLξ = C1, lim

K→−∞

h(s)

s−α′
1
|s=qKξ = C2, C1, C2 ∈ C

を満たすとする．このとき
χ = (l′1 + l′2 − h′

1 − h′
2 − α′

1 + α′
2 − β′)/2, µ = µ0 + 1 + χ,

E = qµ0+α1−α′
1E ′, β = −β′ − χ, α2 = α1 − α′

1 + α′
2 − χ,

li = l′i + µ0, hi = h′
i + µ0 + χ, (i = 1, 2)

のもとでJackson積分

g(x) = x−α1

∫ ξ∞

0

s−(h′
1+h′

2−l′1−l′2−α′
1−α′

2+β′+2)/2h(s)
(qµs/x; q)∞
(qµ0s/x; q)∞

dqs

は収束し，C1 = C2 = 0 のとき
A⟨4⟩(x;h1, h2, l1, l2, α1, α2, β)g(x) = Eg(x)

を満たす．特に g(x) は qホイン方程式を満たしている．
本研究は科研費 (課題番号:22K03368)の助成を受けたものである
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さらに [2] にて，Theorem 1 での h(s) として単項式型の解をとったときの q積
分表示による qホイン方程式 (1) の解が計算されている．
本講演では，[3]で得られた多項式型のqホイン方程式の解と Theorem 1を結び
付けることで，qホイン方程式に対する新たな解たちが得られたことを発表する．
Theorem 2 λ′

1 := (l′1 + h′
2 − h′

1 − l′2 − α′
1 − α′

2 − β′ + 2)/2, N := −λ′
1 − α′

2 とお
き，N は非負整数と仮定する．さらに β′ /∈ {1, · · · , N} とする．このとき，ある
N + 1次の多項式 cN+1(E

′) がとれ，E ′
0 が cN+1(E

′
0) = 0 をみたすならば，ある

cm (m = 0, 1, . . . , N, c0 = 1) がとれてβ′ < 0, α′
1 < α′

2 のもとでJackson積分

g(x) = (1− q)ξ−β′+1x−α1
(q−l′1+1/2ξ/t1, q

−h′
2+l′2−Nξ/x; q)∞

(q−h′
1+1/2ξ/t1, ξ/x; q)∞

×
∞∑

n=−∞

(q−h′
1+1/2ξ/t1, ξ/x; q)n

(q−l′1+1/2ξ/t1, q−h′
2+l′2−Nξ/x; q)n

q(−β′+1)n

N∑
m=0

cm(q
nξ)m

は収束し，g(x) は E = qα1−α′
1E ′

0 における qホイン方程式 (1) を満たす.

ここで, Jackson積分の計算をする際に [4]で示されている公式を用いた. また,

Theorem 2 において ξ を特殊化することで g(x) を q超幾何級数のN + 1個の和
として表すことができる．さらに，N = 0 のとき単項式型となり，これは [2]で
得られた１つの解（q超幾何級数による解）と等価である．
まとめると，qホイン方程式に対して，q超幾何級数の有限和で表される特殊解
を導出したといえる．
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[2] Takemura K., Kernel Function, q-Integral Transformation and q-Heun Equations,
SIGMA 20 (2024), 083, 22 pages, arXiv:2309.09341.

[3] Kojima K., Sato T., Takemura K., Polynomial solutions of q-Heun equation and
ultradiscrete limit, J. Difference Equ. Appl. 25 (2019), 647–664, arXiv:1809.01428.

[4] Gasper G., Rahman M., Basic hypergeometric series, 2nd ed., Encyclopedia Math.
Appl., Vol. 96, Cambridge University Press, Cambridge, 2004.
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q-middle convolutionとE
(1)
6 型qパンルヴェ方程式

朴　佳南 (鳥羽商船高等専門学校)∗

1. はじめに
middle convolutionはKatz [7]により導入され, Dettweiler-Reiter [5], [6]によりリーマ
ン球面の基本群の表現とフックス型微分方程式系に対してmiddle convolutionが線形
代数的に定式化された. ここでのフックス型微分方程式系はサイズがnの正方行列A1,

A2, · · · , Arを用いて

dY

dz
=

(
A1

z − t1
+

A2

z − t2
+ · · ·+

Ar

z − tr

)
Y, (1)

と書かれるn項ベクトル値関数Y に対する線形常微分方程式系のことである.

フックス型微分方程式系に対するmiddle convolutionの q類似として, q-middle con-

volutionがSakai-Yamaguchi [3]によって導入され, Arai-Takemura [8]によってq-middle

convolutionの合成がより自然な形になるような再定式化がなされた. [8]において扱っ
ている q差分方程式系はサイズがmの正方行列B0, B1, · · · , BNを用いて

Y (qz)− Y (z)

−z
=

(
N∑
i=0

Bi

z − bi

)
Y (z), b0 = 0 (2)

と書かれるm項ベクトル値関数Y に対する線形 q差分方程式系である.

E
(1)
6 型 qパンルヴェ方程式はE

(1)
6 型アフィンワイル群対称性を持つ q差分方程式系で

あり, [1]において初めて導出された方程式系である. E
(1)
6 型 qパンルヴェ方程式のよく

知られた式は

T : (a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8; f, g) → (a1/q, a2/q, a3/q, a4/q, a5, a6, a7, a8; f, g),

(fg − 1)(fg − 1)

ff
=

(g − 1/a5)(g − 1/a6)(g − 1/a7)(g − 1/a8)

(g − a3)(g − a4)
,

(fg − 1)(fg − 1)

gg
=

(f − a5)(f − a6)(f − a7)(f − a8)

(f − a1/q)(f − a2/q)
,

q = a1a2
a3a4a5a6a7a8

(3)

である. ここで, Tは離散的な時間発展の変換であり, ∗はT (∗)を表す. また, f , gは従
属変数, ai (1 ≤ i ≤ 8)はパラメーターである.

方程式 (3)は以下の変換

r0 : a1 → a2, a2 → a1, r1 : a3 → a4, a4 → a3,

r2 : a1 → a1
a4a5

, a2 → a2
a4a5

, a4 → 1
a5
, a5 → 1

a4
, f → f(a5g−1)

a4a5fg+a5g−a4a5−fg
,

r3 : a5 → a6, a6 → a5, r4 : a6 → a7, a7 → a6, r5 : a7 → a8, a8 → a7,

r6 : a1 → a5, a3 → a3a5
a1

, a4 → a4a5
a1

, a5 → a1, g → g(f−a5)
a1fg−a5fg−a1+f

.

(4)

本研究は科研費 (課題番号:24K16939)の助成を受けたものである。
2020 Mathematics Subject Classification: 33D99 34M55, 39A06, 39A13, 44A35,
キーワード：q-Painlevé方程式, q-middle convolution, アフィンワイル群対称性
∗〒 516-0801 三重県鳥羽市池上町 1-1
e-mail: paku-k@toba-cmt.ac.jp
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による対称性を持ち, 作用 ri(4)はE
(1)
6 型アフィンワイル群の基本関係式を満たす.

[4]においてE
(1)
6 型 qパンルヴェ方程式の3次行列型ラックス形式が, 以下の q差分方

程式系の接続保存変形で与えられた.

Y (qz) = Y (z)A(z) = Y (z)DX1(z)X2(z)X3(z),

D = diag[d1, d2, d3], Xj(z) =

u1,j 1 0

0 u2,j 1

z 0 u3,j

 ,

3∏
j=1

ui,j = bi,
3∏

i=1

ui,j = cj, b1b2b3 = c1c2c3.

(5)

Remark 1.1. 行列A(z)は, 見かけ上9個のパラメーター bi, cj, diと, 9個の変数ui,jを
含む. これらと標準的な方程式 (3)のパラメーターaiおよび変数f , gとの関係は具体的
にわかっている.

本講演の目的は, q-middle convolution [3], [8]を方程式系 (5)に施して得られる変換
と, E

(1)
6 型アフィンワイル群作用 ri(4)との関係を調べることである.

2. 結果
q-middle convolutionを (5)に施すことにより次の変換mcが得られる.

mc :

b1 → c1d2
d1

, b2 → b2c1d2
b1d1

, b3 → b3,

c1 → c1, c2 → c1c2d2
b1d1

, c3 → c1c3d2
b1d1

,

d1 → c̃ c1
b1
, d2 → c̃, d3 → c̃ c1d3

b1d1
,

f → c1d2f(c1g−1)
b1d1g(c1−f)+c1d2(fg−1)

, g → b1d1
c1d2

g,

(6)

ここで, c̃は任意定数である. 変換 (7)に対して c̃ = b1d1
c1
と特殊化し, スケール変換

sc : bi → kbi, ci → kci, di → di/k, f → kf, g → g/k, k = c1d2
b1d1

. (7)

を導入すると, 変換 (7)はmc · sc = r1r2r3r2r1を満たす.

参考文献
[1] A. Ramani, B. Grammaticos and J. Hietarinta, Discrete versions of the Painlevé equa-

tions, Phys. Rev. Lett. 67 (1991), 1829–1832.

[2] H. Sakai, Lax form of the q-Painlevé equation associated with the A
(1)
2 surface, J. Phys.

A: Math. Gen 39 (2006), 12203–12210.

[3] H. Sakai and M. Yamaguchi, Spectral types of linear q-difference equations and q-analogue
of middle convolution, IMRN 2017, (2017), 1975–2013.

[4] K. Park, A 3×3 Lax form for q-Painlevé equations of type E6, SIGMA 19 (2023), 17pages.

[5] M. Dettweiler and S. Reiter, An Algorithm of Katz and its Application to the Inverse
Galois Problem, J. Symbolic Comput. 30 (2000), 761–798.

[6] M. Dettweiler and S. Reiter, Middle convolution of Fuchsian systems and the construction
of rigid differential systems, J. Algebra 318 (2007), 1–24.

[7] N. Katz, Rigid local systems, Ann. Math. Stud. 139 (1996), Princeton University Press.

[8] Y. Arai and K. Takemura, Reformulation of q-middle convolution and applications,
arXiv:2503.11214.
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E
(1)
8 型 affine Weyl群対称性をもつ 3× 3線形 q差分方

程式
信川　喬彦 (皇學館大学)∗

本稿では複素数 q を, 0 < |q| < 1ととり固定する. 以降, Tx を q シフト作用素とする：
Txf(x) = f(qx). 次の線形 q 差分方程式を考える：

Txy = Ay, (0.1)

A = A(x) = I + xA1 + x2A2 + κx3I : 3× 3 行列, (0.2)

detA = κ3

9∏
i=1

(x+ ei). (0.3)

ただし, I は単位行列である. パラメータが 10個あるように見えるが, xのスケールで ei

のうち一つは 1に規格化でき, また Aの最低次が I であることから

κ3

9∏
i=1

ei = 1, (0.4)

が条件としてかかるので, 本質的には 8個パラメータがある. また, A1 および A2 の成分
18個に GL(3)による gauge自由度が 8次元あり, 行列式 (0.2)から 8条件がかかるため,

アクセサリー・パラメーターは 2次元ぶんある.

方程式 (0.1) には 9 次対称群 S9 が σ : ei 7→ eσ(i) のように作用する. これ以外に,

q-middle convolution という操作により方程式 (0.1) に対するある変換が構成できる.

q-middle convolution mcλ は Sakai–Yamaguchi [1]により導入され, Arai–Takemura [2]

により再構成された, Euler型 Jackson積分変換

f(x) 7→ xλ

∫
C

f(t)
(q1−λt/x)∞
(qt/x)∞

dqt

(
(x)∞ =

∞∏
n=0

(1− xqn)

)
, (0.5)

による線形 q 差分方程式の変換手法である.

主結果 g = (−x/e1)∞(−x/e2)∞(−x/e3)∞とおく. 方程式 (0.1)を次のように変換する：

1. g による gauge変換を施す.

2. q-middle convolution mcλ を施す. ただし, qλ = (κe1e2e3)
−1 とする.

3. g−1 による gauge変換を施す.

∗〒516-8555　三重県伊勢市神田久志本町 1704

e-mail: t-nobukawa@kogakkan-u.ac.jp
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この変換により次の q 差分方程式 (0.1)が得られる：

Txy = Ãy, (0.6)

Ã = Ã(x) = I + xÃ1 + x2Ã2 + κ̃x3I : 3× 3 行列, det Ã = κ̃3

9∏
i=1

(x+ ẽi). (0.7)

ただし,

ẽi =

{
ei i = 1, 2, 3

κe1e2e3ei i = 4, 5, 6, 7, 8, 9
, κ̃ =

1

κ(e1e2e3)2
. (0.8)

条件 (0.4)を満たすパラメータ (e1, . . . , e9, κ)に対する変換を

s0 : (e1, . . . , e9, κ) 7→ (ẽ1, . . . , ẽ9, κ̃), (0.9)

si : ei ↔ ei+1 (i = 1, . . . , 8), (0.10)

と定めると, これらは全て involutionであり, 次の Dynkin図形に付随する Coxeter関係
式を満たす：

s0

s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8

これらの si を, q 差分方程式 (0.1)に対する q-middle convolutionとパラメーターの隣接
互換という形で与えたというわけである.

補足 方程式 (0.1)は, q 差分方程式のスペクトル型 [1]が

S = (S0;S∞;Sdiv) = (3; 3; 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) (0.11)

(1が 9個)のものとして特徴付けられる. 気持ちは, 「3階 3点 Fuchs型微分方程式を点
平等にして q 差分化したもの」, すなわち

q-analog of


x = t1 x = t2 x = t3

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

 (0.12)

である.

参考文献
[1] H. Sakai and M. Yamaguchi, Spectral types of linear q-difference equations and q-analog

of middle convolution, Int. Math. Res. Not. IMRN 2017, no. 7, 1975–2013

[2] Y. Arai and K. Takemura, Reformulation of q-middle convolution and applications,

arXiv:2503.11214.
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Grothendieck 多項式の主特殊化と q超幾何級数
藤井 大計 (神戸大学)∗1

島崎 達史 (神戸大学)∗2

Grothendieck 多項式 Gλ(x|β) は, 数え上げ幾何学に背景を持ち, Lascoux-

Schützenberger[4] により導入された多項式である. 多項式 Gλ(x|β) は, Schur 多項
式 sλ(x)の 1パラメータ拡張になっており, 非負整数の分割 λによってパラメトライズさ
れる次のような表示 [3]が知られている.

Gλ(x|β) =

∣∣∣xλj+n−j
i (1 + βxi)

j−1
∣∣∣∏

1≤i<j≤n(xi − xj)
, β ∈ C, x ∈ Cn (1)

上式において, β = 0とすると, Gλ(x|0) = sλ(x)となる. [1]において, Grothendieck多
項式の特殊値Gλ(1|β)とGaussおよび Holmanの超幾何級数との関係が明らかにされた.

Holman の超幾何級数は, 表現論を背景に持つ多重超幾何級数で, 和公式が存在する [2].

この多重超幾何級数の q 類似として, Milneの q 超幾何級数 [6]が知られている.

本講演では, 主特殊化を施した特殊値 Gλ(1, q, q
2, . . . , qn−1|β)と HeineおよびMilneの

q 超幾何級数との関係について述べる.

Theorem 1. 一行型の Grothendieck 多項式の主特殊化を施した特殊値は次の表示を
持つ.

G(k) = (1, q, . . . , qn−1|β) = (q1+k)n−1

(q)n−1
2ϕ1

(
qk, q1−n

qk+1 ;−βqn
)
. (2)

Remark 2. この式 (2)は, q を 1とする極限で [1, Proposition 3.1.]に一致する.

一般の分割 λ に対する特殊値 Gλ(1, q, . . . , q
n−1|β) は Milne の q 超幾何級数で表示で

きる.

Theorem 3. Grothendieck多項式の主特殊化は次の表示を持つ.

Gλ(1, q, q
2, . . . , qn−1|β) =

(−1)m(m−1)/2(−β)mn
(1 + β)m(m+1)/2(q)mn−1

×M



1

1 1 0
...

...
. . .

1 1 · · · 1

 ;


q−n −β . . . −β
q−n −β

...
... . .

. 0
q−n −β

 ;


q −qβ . . . −qβ
q −qβ

...
... . .

. 0
q −qβ

 ;


qλ1+n

qλ2+n−1

...
qλr+1


 . (3)

︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸
r 個 r + 1個 r + 1個

∗1〒657-8501 兵庫県神戸市灘区六甲台町 1-1　神戸大学大学院理学研究科
e-mail: tfujii@math.kobe-u.ac.jp

∗2〒657-8501 兵庫県神戸市灘区六甲台町 1-1　神戸大学大学院理学研究科
e-mail: tsimazak@math.kobe-u.ac.jp
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ここで,

M((Aij)(n−1)×(n−1)|(aij)n×u|(bij)n×v|(zi1)n×1)

=
∞∑

k1,...,kn=0

( ∏
1≤i<j≤n

(1− Aijq
ki−kj)

)(
u∏

j=1

n∏
i=1

(aij)ki

)(
v∏

j=1

n∏
i=1

1

(bij)ki

)(
n∏

i=1

zkii1

)
, (4)

であり, 行列 (Aij)(n−1)×(n−1) は次の通りである.

(Aij)(n−1)×(n−1) =


A12

A13 A23 0
...

...
. . .

A1n A2n · · · An−1,n

.

Remark 4. このM とMilne [6, (1.21.a)]により導入された q 超幾何級数 [F ](n) との関
係は, M =

(∏
1≤i<j≤n(1− Aij)

)
[F ](n) である.

参考文献
[1] T. Fujii, T. Nobukawa, and T. Shimazaki, Special values of Grothendieck polynomials

in terms of hypergeometric functions, Hiroshima Mathematica Joumnal 55 (2), 167-182,

2025.

[2] W. J. Holman III, Summation Theorems for Hypergeometric Series in U(n), SIAM Journal

on Mathematical Analysis, 11(3): 523-532, 1980.

[3] T. Ikeda and H. Naruse, K-theoretic analogues of factorial Schur P-and Q-functions,

Advances in Mathematics, 243: 22-66, 2013.

[4] A. Lascoux and M.-P. Schützenberger, Structure de Hopf de l’anneau de cohomologie et

de l’anneau de Grothendieck d’une variét de drapeaux, C. R. Acad. Sci. Paris Ser. I Math,

295(11): 629-633, 1982.

[5] C. Lenart, Combinatorial aspects of the K-theory of Grassmannians, Annals of Combi-

natorics, 4: 67-82, 2000.

[6] S. C. Milne, A q-analog of hypergeometric series well-poised in SU(n) and invariant

G-functions, Adv. in Math. 58, no.1, 1-60, 1985.
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高階 Painlevé系の量子化

上野　祐一 (皇學館大学 教育学部教育学科)∗

n変数量子 Garnier系

Garnier 系は Painlevé 方程式と同様に多項式 Hamiltonian HJ の Hamiltonian系でか

くことができる．本講演では，3変数, 4変数の Garnier系についてその量子類似を考え

る．さらには一般の n変数 Garnier系の場合についても，現在分かっていることについ

て報告する．n変数量子 Garnier系を適切に定義するために，次のような Hamilton系を

考える．n変数量子Garnier系には独立変数が n個あり，Hamilton系は次で与えられる．

dqi =
1

h

n∑
j=1

[qi, Hj]dti, dpi =
1

h

n∑
j=1

[pi, Hj]dti

ここで，q1, p1, . . . , qn, pn は [qi, pj] = δi,jh (h ∈ C)を満たす正準変数であり，[, ]は交
換子である．また，t1, . . . , tn は n 個の時間発展 (flow)の独立変数 (全ての変数と可換)，
Hamiltonian Hi は q1, p1, . . . , qn, pn の非可換多項式として，対応する flowの正則性の条
件から決めるものとする．この場合の変数関数の取り方は，Sasano-Yamada [3]の結果
を元に以下の双有理変換量子正準変換を用いた．

ri : qi = −(xiyi − αi)yi, pi =
1

yi
(i = 1, . . . , n),

qj =


1

x1
(j = 1),

xj
x1

(j ̸= 1),
pj =

 −x1(
n∑

k=1

xkyk + αi) (j = 1),

x1yj (j ̸= 1),

(i = n+ 1, n+ 2)

rn+3 : qj =

 1 + y21 −
n∑

i=2

xi − (
n∑

i=1

xiy1 − αn+3)y1 (j = 1),

xj (j ̸= 1),

pj =


1

y1
(j = 1),

yj +
1

y1
− y1 (j ̸= 1).

rn+4 : qj =

 t1 + t1y
2
1 −

n∑
i=2

t1
ti
xi − (

n∑
i=1

t1
ti
xiy1 − αn+4)y1 (j = 1),

xj (j ̸= 1),

pj =


1

y1
(j = 1),

yj +
t1
tj
(
1

y1
− y1) (j ̸= 1).

∗ e-mail: y-ueno@kogakkan-u.ac.jp
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これらの変換は可換なパラメータ α1, . . . , αn+4 を含み，rn+4 のみ時間変数 t1, . . . , tn

にも依存する．これらの変換の元で，ti-flow がどの chart でも多項式となるような

Hamiltonian Hi がただ一つに決まる．このとき，次が予想できる．

予想 [5] Sasano-Yamadaの結果を元に構成した張り合わせ関数は自然に量子化され, 双

有理量子正準変換となる．

また，n+ 4個の量子正準変換に対して正則性を保つ Hamilton系が一意に決まりそれ

は以下の形で書ける．

ti(ti − 1)κHi =qi

( n∑
j=1

qjpj + an+1

)( n∑
j=1

qjpj + an+2

)
+
{
qi(an+3ti + an+4 − κ) + (ti − tiqi − qi)vi

}
pi

−
n∑

j( ̸=i)=1

{
qjvi(pjXi,j + piX̃i,j) + qivj(piXi,j + pjXj,i)

}
,

ここで，

vi = qipi − ai, κ =
n+4∑
i=1

ai − h, Xi,j =
ti(tj − 1)

tj − ti
, X̃i,j =

ti(ti − 1)

ti − tj
.

得られた Hamiltonian Hi の各 flowは可換 (Frobenius完全積分可能)である．

この予想に対して，n ≤ 8 までは確認済みである．

補足 高階 Painlevé系である Sasano系 [2]と Fuji-Suzuki-Tsuda系 [1, 4]についても正

則性よる量子化を試みており，Fuji-Suzuki-Tsuda系の場合と Sasano系についてはD
(1)
n+2

型については k = 2，D
(1)
n+1 型については k = 3の場合について，全ての量子正準変換に

対して正則性を保つ Hamilton系が一意に決まることが分かっている．

参考文献

[1] K. Fuji and T. Suzuki, Higher order Painlevé systems of type A, Drinfeld-Sokolov hier-

archies and Fuchsian systems, RIMS Kokyuroku Bessatsu, B30 (2012), 181-208.

[2] Y. Sasano, Coupled Painlevé systems with affine Weyl group symmetry of type D
(1)
l ,

Proceedings of Representation Theory, (2006), 71-76.

[3] Y. Sasano and Y. Yamada, Symmetry and holomorphy of Painlevé type systems, RIMS

Kokyuroku Bessatsu, B2 (2007), 215-225.

[4] T. Tsuda, UC hierarchy and monodromy preserving deformation, J. Reine Angew. Math.,

690 (2014), 1-34.

[5] Y. Ueno, Polynomial Hamiltonians for quantum higher order Painlevé systems, in prepa-

ration.
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Whittaker functions on affine Laumon spaces.

白石 潤一　（東京大学数理科学研究科）∗

大川 領　（京都大学数理解析研究所）†

量子アフィン代数 Uq = Uq(g(A
(1)
N−1)) = Uq(A

(1)
N−1) を考え, 以下の記号を用いる.

g = g(A
(1)
N−1) とし, I = Z/NZ = {0, 1, · · · , N − 1}, I̊ = {1, 2, · · · , N − 1}とする. ア

フィンリー代数 gのカルタン部分代数 hはN +1次元 Cベクトル空間で, 基底として d,
h0, h1, · · · , hN−1をもつ. 元 c =

∑
i∈I hi ∈ h は, アフィンリー代数 g の中心に属する.

双対 h∗ = HomC(h,C)の元 αi,Λi ∈ h∗ (i ∈ I) をそれぞれ単純ルートと基本ウエイト
とする. つまり, これらは ⟨αi, hj⟩ = cij, ⟨αi, d⟩ = δi,0, および ⟨Λi, hj⟩ = δi,j, ⟨Λi, d⟩ = 0
（i, j ∈ I）を満たす. h∗上の非退化対称双線形形式が

(αi|αj) = cij = 2δi,j − δi,j+1 − δi,j−1, (αi|Λ0) = δi,0, (Λ0|Λ0) = 0,

により定まり, 同一視 h ∼= h∗により標準元 T =
∑

i,j∈I̊ c
ijhi ⊗ hj + c ⊗ d + d ⊗ c が得

られる.
標準的な記法として以下を用いる:

(a; q)n =
n−1∏
k=0

(1− aqk), (n)t =
1− t2n

1− t2
, (n)t! =

n∏
k=1

(k)t,

expt(x) =
∞∑
n=0

xn

(n)t!
=

∞∑
n=0

(1− t2)nxn

(t2; t2)n
=

1

((1− t2)x; t2)∞
.

量子アフィン代数 Uq = Uq(A
(1)
N−1) は, C 上の単位結合代数であり, ei, fi (i ∈ I) と

qh (h ∈ h) によって生成され, i, j ∈ I と h, h′ ∈ h についてよく知られた関係式をみ
たす. K = ⟨qh | h ∈ h⟩ をカルタン部分代数とし, U+

q = ⟨ei, k | i ∈ I, k ∈ K⟩, U−
q =

⟨fi, k | i ∈ I, k ∈ K⟩ ⊂ Uq を上/下ボレル部分代数とする.
最高ウエイト λ =

∑
i∈I λiαi + kΛ0 ∈ h∗のVerma 加群 Mλ = U−

q · 1λ は 1λ によっ
て生成され, ei1λ = 0 (i ∈ I)および, ξ =

∑
i∈I ξiΛi + ξδδ ∈ h∗ に対し qξ1λ = q(ξ|λ)1λ =

q
∑

i ξiλi+ξδk1λという関係式で定まる.
ラプラシアンを L =

∑
i∈I(αi + δi0δ)Λi とし, 元 q±

1
2
L を導入する. これは, Uq

の生成元との交換関係として, q±
1
2
Lqh = qhq±

1
2
L (h ∈ h), q±

1
2
Lej = ejq

± 1
2
Lq±1q±hj ,

q±
1
2
Lfj = fjq

± 1
2
Lq∓1q∓hj (j ∈ I)をみたす. さらにVerma 加群 Mλへの q±

1
2
Lの作用は,

q±
1
2
L · 1λ = q±

1
2

∑
i,j∈I cijλiλj±kλ0 · 1λにより定義される. ここで ϑi = xi∂/∂xi (i ∈ I) お

よび ϑy = y∂/∂y をオイラー微分とし, ∆ =
∑

i,j∈I cijϑiϑj を変数 xi に作用するラプラ
ス演算子とする. このとき qL+2ρqξe−β1λ = q∆+2ϑyϑ0+2

∑
i∈I ϑiqξe−β1λ が成り立つ.

Uqの対合として以下をとる. 1. Chevalley対合 (Q(q) 代数の射) ω : ei → fi, fi →
ei, ki ↔ k−1

i , 2. 反対合 (Q(q) 代数の射) σ : ei, fi fixed , ki ↔ k−1
i . Verma加群 Mλ上の

∗email: shiraish@ms.u-tokyo.ac.jp
†email: ohkawa.ryo@gmail.com
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Shapovalov形式は (1λ, 1λ) = 1 かつ x ∈ Uq, u, v ∈ Mλに対し (xu, v) = (u, ω ◦ σ(x)v)
を満たす対称双線型形式として定義される.

Whittakerベクトルを定めるために,シュヴァレー生成元を修正しEi = eiq
−Λi+Λi+1 , Fi =

q+Λi−Λi+1fiとおく. Fi の Shapovalov形式に関する随伴F ∗
i は F ∗

i = eiq
+Λi−Λi+1 となる.

定義 0.1. WhittakerベクトルW ∈ M̂λとW∗ ∈ M̂λは以下の等式により定義される:

EiW =
1

1− q2
W, F ∗

i W
∗ =

1

1− q−2
W∗ (i ∈ I).

この２つのベクトルを Shapovalov形式に入れることにより, Whittaker函数

f(ξ|λ) = (q−
1
2
LqξW,W∗) ∈ yk

∏
i∈I

xλi
i · C[[1/x0, . . . , 1/xN−1]].

が定まる. ここで ξ =
∑

i∈I ξiΛi + ξδδ に対し, xi = qξi (i ∈ I), また y = qξδ とおいた.
ホップ代数 Uq(g)は準三角的, すなわち Uq のテンソル積の適切な完備化において,

以下の性質を満たす元R ∈ Uq⊗̂Uq が存在する.

(τ ◦∆)(x)R = R∆(x) (x ∈ Uq),

(∆⊗ 1)(R) = R13R23, (1⊗∆)(R) = R13R12 in U ⊗̂3
q ,

Hopfペアリングの標準元Θにより, R = Θq−T となる. さらに伊藤氏 [1]は∆re
+ 上の任意

の凸順序に基づきCartan-Weyl生成元 eα, e−α (α ∈ ∆+)を構成し, Khoroshkin-Tolstŏi
[2]の提案した無限積公式を証明した：

Θ =
>∏

α∈∆̃+

Θα, Θα = expqα((q
−1 − q)eα ⊗ e−α) =

∞∑
n≥0

(q−1 − q)n

(n)qα !
enα ⊗ en−α. (1)

ここで qα = q(α|α)/2 とし, 記法 (n)1! = n!を用いた.
D = m(S ⊗ id)R21とし, Drinfeld Casimir C = q2ρDを定める. CはVerma加群Mλ

上で C = q(λ|λ+2ρ)idとして作用する. (q−
1
2
LqξCW,W∗) を無限積公式 (1)を用いて計算

することにより, 以下を示した.

定理 0.2.

q(λ|λ+2ρ)f(ξ|λ) = (1/(x0x1 · · · xN−1); q
2N)∞∏

i(1/xi; q2)∞
q2kϑ0+∆+2

∑
i∈I ϑi · f(ξ|λ)

References

[1] K. Ito, A new description of convex bases of PBW type for untwisted quantum
affine algebras, Hiroshima Math. J. 40 (2010), no. 2, 133–183

[2] S. Khoroshkin and V. N. Tolstŏi, The Cartan-Weyl basis and the universal R-
matrix for quantum Kac-Moody algebras and superalgebras, in Quantum sym-
metries (Clausthal, 1991), 336–351, World Sci. Publ., River Edge, NJ,
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モノドロミー曲面のモノドロミー
Monodromy of monodromy surfaces

Alexander STOKES (早稲田大学)∗

概 要
Painlevé equations are associated to complex algebraic surfaces in two
different ways, which are related by biholomorphism under different in-
stances of the Riemann-Hilbert correspondence. On the ’left-hand side’
are Sakai surfaces, which provide Okamoto’s initial value spaces, and on
the ’right-hand side’ are monodromy surfaces coming from associated lin-
ear problems. Symmetries of Sakai surfaces form extended affine Weyl
groups and provide Bäcklund transformations of the Painleve equations.
However, under the Riemann-Hilbert correspondence the actions of the
affine Weyl groups become trivial on monodromy surfaces.
In this talk we explain that there is still a shadow of the extended affine
Weyl group symmetry on the other side of the Riemann-Hilbert correspon-
dence, which takes the form of the monodromy group of the monodromy
surface itself. This is motivated by the fact that the monodromy of smooth
cubic surfaces is the finite Weyl group of type E6. We show that the mon-
odromy of the monodromy surface associated with a Painlevé equation
matches exactly with the underlying finite Weyl group of the affine Weyl
group of symmetries of the corresponding Sakai surface.
Based on joint work with Pieter Roffelsen.

∗ e-mail: stokes@aoni.waseda.jp
web: https://sites.google.com/view/alexanderstokes

This work was supported by KAKENHI (24K22843).
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Katz理論的積分変換をめぐって
安達 駿弥 (宇都宮大学)∗

0 はじめに
複素領域における微分方程式は解析学や特殊函数論をはじめとして, 数論や微分幾何

学, 数理物理学や統計学といった幅広い分野に現れる. 中でも Gaussの超幾何函数

2F1

(
α, β
γ

; x

)
=

∞∑
n=0

(α)n(β)n
(γ)nn!

xn, (α)n =
Γ(α + n)

Γ(α)

が満たす微分方程式 (Gaussの超幾何微分方程式)

x(1− x)y′′ + [γ − (α + β + 1)x]y′ − αβy = 0 (0.1)

のように解の大域挙動が明示的にわかる方程式は応用の幅も広く, 様々な数理科学の発展
に貢献している. したがって, 微分方程式の大域解析の手法を整備して大域挙動が明示的
にわかる方程式を増やしていくことは重要な研究テーマの一つである.

講演者はこのテーマに対してKatz理論の視点から研究を進めている. Katz理論とは
N. Katz [15]によって構築された, Fuchs型方程式に対する理論である. Fuchs型方程式
とは複素射影直線 P1 = C ∪ {∞}上の線形常微分方程式であって特異点として確定特異
点のみを持つもののことで, 一般に

du

dx
=

(
q∑

i=1

Ai

x− ai

)
u, Ai ∈ Mat(N,C)

という連立 1階型 (システム)の形で表される. Gauss の超幾何微分方程式 (0.1) も未知
関数ベクトル uを適切に設定することでこの形に書き直すことができる (後述). Katzは
この形の方程式に対して Euler変換 (ベキ関数による畳み込み)

f(x) 7→
∫
∆

f(t)(x− t)λ dt

に由来する middle convolution という変換を導入した. この変換は Fuchs 型方程式を
Fuchs型方程式に移す可逆変換で, 一般に方程式の階数を変化させる. それだけではなく,

変換の前後で生じる解の大域挙動 (接続係数, モノドロミー)の変化が明示的に追跡でき
る ([7], [19]). つまり middle convolutionによって高階の微分方程式の大域解析をより階

∗〒321-8505 栃木県宇都宮市峰町 350 宇都宮大学 共同教育学部
e-mail: sadachi@a.utsunomiya-u.ac.jp

本研究は科研費 (課題番号:24K22826)の助成を受けたものである.

2020 Mathematics Subject Classification: 58A17, 44A10

キーワード：Katz理論, 線形 Pfaff系, middle Laplace transform, 多変数超幾何函数

特別講演
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数の低い方程式の大域解析に帰着させることが可能となる. 他にも middle convolution

に関連して Katz が導入した諸概念は Fuchs 型方程式に対する新たな視点を与えるとと
もに, Fuchs型方程式が現れる様々な分野の研究に大きなインパクトを与えた ([14], [5]).

同時に Katz 理論自体も Fuchs 型とは限らない一般の線形常微分方程式へと拡張されて
いる ([16, 24, 25]).

以上は常微分方程式に対する結果であるが, 原岡 [8]は Katz理論の枠組が偏微分方程
式の解析にも有用であることを見抜き, 線形 Pfaff系と呼ばれる線形偏微分方程式系に対
してmiddle convolutionを多変数化することで高次元 Katz理論の基盤を与えた. これは
多変数超幾何微分方程式をはじめとする重要な方程式たちの解析に有用なだけでなく, こ
れまで知られていなかった大域解析可能な偏微分方程式系のクラスの新たな発見も可能
にするものであった ([17]). 高次元 Katz理論の視点に基づく偏微分方程式系やその大域
解析の研究は, 他分野の視点も取り込みながら現在も活発に進められている ([11, 2]).

こうした背景の下で, 講演者は超平面配置に沿って特異性を持つ線形 Pfaff系に対して
middle Laplace transformと呼ばれる Katz理論的積分変換を導入し, その基本的な性質
を証明した ([1]). これは不確定特異性を持つ線形 Pfaff系も自然に扱える枠組みであり,

その大域解析に対しても有効に働くと期待している.

本稿ではまず Katz理論とその高次元化の概略を, 講演に関係する部分に絞って (おそ
らく講演中には触れられないであろう内容も含めて)紹介する. 続いて論文 [1]の内容の
一部について, 論文には書かれていない細かい問題意識やアイデアも含めて概説する.

1 一変数 Katz理論
まずは Fuchs 型方程式に対する Katz 理論の概略を具体例とともに説明する. (詳細

については原岡 [9] やその英訳版 [10], 廣惠 [13] を参照されたい). 記号の準備も兼ねて,

Fuchs 型方程式に関する基本的事項をごく簡単に復習しておこう. §0 で述べたように
Fuchs型方程式は

du

dx
= A(x)u, A(x) =

q∑
i=1

Ai

x− ai
, Ai ∈ Mat(N,C) (1.1)

という連立 1階型 (システム)の形で表される. この方程式は {a0＝∞, a1, . . . , aq} ⊂ P1

に確定特異点を持つ. 右辺に現れる行列 Ai は x = ai における解の局所的な情報を持っ
ている行列で, 留数行列と呼ばれる. また t = 1/x として方程式 (1.1) を書き換えると
t = 0 (⇔ x =∞)における留数行列が

A0 := −(A1 + A2 + · · ·+ Aq)

になることがわかる. 簡単のため本稿を通して以下の仮定をおく:

各 Ai (0 ≤ i ≤ q)は対角化可能で, 固有値は全て 0でない整数差を持たない. (⋆)
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例 1.1. Gaussの超幾何微分方程式 (0.1)は {0, 1,∞}に確定特異点を持つ Fuchs型方程
式である. これを (1.1)の形に表すためには次のようにすれば良い: 未知関数ベクトルを

u =

(
y
xy′

β

)
とする. するとこれは

du

dx
=

(
A1

x
+

A2

x− 1

)
u (1.2)

を満たす. ここで

A1 =

(
0 β
0 1− γ

)
, A2 =

(
0 0
−α γ − α− β − 1

)
, A0 = −(A1 + A2) ∼

(
α 0
0 β

)
である.

さて, 方程式 (1.1)は仮定 (⋆)の下で, x = ai の周りで

U(x) = G(x)(x− ai)Ai , G(x) = I +O(x− ai) (1.3)

という形の基本解行列 (解空間の基底を並べてできる行列) を持つことが知られている
(Frobeniusの方法). ここでG(x)は x = aiの近傍で収束する行列係数のベキ級数であり,

(x− ai)Ai は行列の指数関数を用いて

(x− ai)Ai = eAi log(x−ai) (1.4)

で定義される多価関数である (つまり関数として値を確定させるためには分枝を固定する
必要がある). この基本解行列 (1.3)を使うと方程式 (1.1)の x = ai における局所挙動が
次のようにして求められる. Γを x = ai の周りを正の向きに一周する閉曲線として, Γに
沿って基本解行列 U(x)を解析接続することを考える. するとこの解析接続の結果 (1.4)

における log(x− ai)が log(x− ai) + 2π
√
−1となることから U(x)は

U(x) 7→ U(x)e2π
√
−1Ai

という変化を受ける. つまり方程式 (1.1)の基本解行列 (1.3)の特異性は

e2π
√
−1Ai

という定数行列によって記述されるのである. この行列を基本解行列 (1.3)に関する局所
モノドロミーという. ここで可逆行列 P を使って V(x) = U(x)P とすると, これも方程
式 (1.1)の基本解行列を与え, この基本解行列 V(x)に関する局所モノドロミーは

P−1e2π
√
−1AiP = e2π

√
−1(P−1AiP )

となる. このことから方程式の x = ai における局所的なデータとしては留数行列 Ai その
ものよりも GL(N,C)における共役類 [Ai]を考える方が自然であることがわかる.
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このように, 一つの確定特異点における解の構造や多価性は比較的よくわかり, それら
は本質的に留数行列の共役類 [Ai]によって記述される. 一方, 複数の特異点をまたぐよう
な解析, 例えばある特異点の周りでの基本解行列を別の特異点の近くに解析接続したとき
の振る舞い (接続問題)や, 別の特異点を一周して戻ってくるように解析接続したときの
振る舞い (モノドロミー表現)を調べる問題は大域解析と呼ばれており, これについては
特別なクラスに属する方程式を除いて我々は一般的な解析方法を手に入れていない. ここ
でいう特別なクラスとしては, 解が積分で書けるような方程式や, 次に説明する rigid な
方程式たちが挙げられる.

1.1 Fuchs型方程式の rigidity

ここから Katz理論の説明に入る. まずは Fuchs型方程式の rigidity (剛性)について説
明しよう *1. ここでいう剛性とは, 方程式の特異点の位置と各特異点における局所挙動を
固定したときに方程式をどれだけ変形できるか, ということを指す.

各特異点における局所挙動を表すデータはその特異点における留数行列の共役類で与
えられていたことに注意して, Fuchs型方程式が rigidであることを次のように定義する.

定義 1.2. Fuchs型方程式 (1.1)が rigidであるとは, 留数行列の組 (A0, A1, . . . , Aq)が次
を満たすことである: Bi ∼ Ai (i = 0, 1, . . . , q), B0 + B1 + · · · + Bq = O を満たすよ
うな行列の組 (B0, B1, . . . , Bq) ∈ Mat(N,C) に対して, ある P ∈ GL(N,C) が存在して
Bi = P−1AiP (i = 0, 1, . . . , q)が成り立つ.

この定義からは少し読み取りづらいかもしれないが, Fuchs型方程式 (1.1)が rigidであ
るということはつまり, 各特異点における局所挙動のみから方程式全体が定数行列による
ゲージ変換

v = Pu, P ∈ GL(N,C) (1.5)

を除いて一意的に決まってしまうことを意味している *2. 例えば Gaussの超幾何微分方
程式 (1.2)は rigidな方程式の典型例である. 一方, rigidではない場合は局所挙動とは独
立なパラメータが方程式 (1.1)に存在する. そのようなパラメータはアクセサリー・パラ
メータと呼ばれる. アクセサリー・パラメータの個数は方程式の局所的な情報と大域的な
情報の間にどれだけズレがあるかを表す量であり, 大域解析の難しさを表す一つの指標と
思える. 従って, 与えられた方程式のアクセサリー・パラメータの個数を測ることは基本
的な問題となるが, Katzは Fuchs型方程式 (1.1)に対して rigidity指数

ι = (1− q)N2 +

q∑
i=0

dimZ(Ai) (Z(A)は Aの中心化群)

*1講演中に詳しく触れる余裕はないかもしれないが, Katz理論における重要な概念なのでここで大まかに紹介
する.

*2単独高階型方程式でいうと, Riemann scheme (特異点の位置と各特異点における特性指数)のみから方程式
が一意的に復元できることに相当する.
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を定義してこの問題に明快な解答を与えた.

定理 1.3 (Katz [15]). Fuchs型方程式 (1.1)が既約 *3ならば ι ≤ 2であり, そのアクセサ
リー・パラメータの個数は 2− ιで与えられる.

1.2 Katz operations

Fuchs 型方程式に対して, Katz operation と呼ばれる 2 つの操作 (addition と middle

convolution) を定義する. これらは rigidity 指数を不変に保つ一方で, 一般に方程式の
階数を変える. つまり Katz operation によって, 高階の Fuchs 型方程式の解析を同じ
rigidity指数を持つより低階の方程式の解析に帰着させることができる. 具体的な定義を
述べる前に歴史的な経緯を少し述べておこう. まず Katz [15]が C \ {a1, a2, . . . , aq}上の
局所系 (Fuchs型方程式のモノドロミー表現と等価な対象)に対する操作として addition

と middle convolution を定義した. その後 Dettweiler–Reiter [6, 7] が Katz の定義を
Fuchs型方程式のモノドロミー表現に対する線形代数的操作として再定式化し, さらにそ
の操作とマッチするように Fuchs型方程式に対する additionとmiddle convolutionを定
義した. そこで, ここでは Dettweiler–Reiterによる定義を紹介する.

定義 1.4. α = (α1, α2, . . . , αq) ∈ Cq として, Fuchs型方程式 (1.1) に対して Fuchs型方
程式

dv

dx
= B(x)v, B(x) =

q∑
i=1

Ai + αi

x− ai

を対応させる変換を α による addition といい, addα で表す. ここで Ai + αi は Ai +

αiIN を意味する (以下この記法を断りなく使う). 方程式と係数関数を同一視して
addα(A(x)) = B(x)と書くこともある.

middle convolutionの定義には少し準備が要る. まず λ ∈ Cをパラメータとして, 方程
式 (1.1)に対して

Gi =

q∑
j=1

Eij ⊗ (Aj + δijλ) =


ON · · · · · · · · · ON

· · · · · · · · ·
A1 · · · Ai + λ · · · Aq

· · · · · · · · ·
ON · · · · · · · · · ON

 (i (1.6)

という qN × qN 行列 Gi を考える (1 ≤ i ≤ q). ここで ⊗ はクロネッカー積で Eij は
q × q の行列要素, δij はクロネッカーのデルタを表す. すると簡単な計算で

K0 :=


v1...
vq

 ∈ (CN)q

∣∣∣∣∣∣∣ vi ∈ KerAi (1 ≤ i ≤ q)

 , K∞ := Ker(G1 +G2 + · · ·+Gq)

*3 (A1, A2, . . . , Aq)不変部分空間が自明なもの, つまり {0}と CN しかない場合をいう.
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はいずれも (G1, G2, . . . , Gq) 不変であることがわかる. したがって各行列 Gi は商空間
CqN/(K0 + K∞) 上の作用を引き起こす. その作用を与える行列を Ḡi として middle

convolutionを以下のように定義する.

定義 1.5. λ ∈ Cとする. Fuchs型方程式 (1.1)に対して Fuchs型方程式

dv

dx
= B(x)v, B(x) =

q∑
i=1

Ḡi

x− ai
(1.7)

を対応させる操作を λによるmiddle convolutionといい,mcλで表す. これも addition

同様, 方程式と係数関数を同一視してmcλ(A(x)) = B(x)と表すこともある.

この定義からすぐにわかることとして,

• addition, middle convolutionは特異点の位置を変えない.

• additionは方程式の階数 (係数行列のサイズ)を変えない (N → N).

• middle convolutionは方程式の階数を一般に変える (N → qN − dim(K0 +K∞)).

• middle convolutionの表示は商空間 CqN/(K0 +K∞)の基底の取り方に依存する.

といったことが挙げられる.

例 1.6. Gaussの超幾何微分方程式 (1.2)に対して middle convolutionを施して, 階数が
変化することを見てみよう. 簡単のために

α, β, γ, γ − α, γ − β, γ − α− β, α− β /∈ Z

を仮定する (これは方程式 (1.2)の既約条件に対応する). λ ∈ Cをパラメータとすると

G1 =

(
A1 + λ A2

O O

)
=


λ β 0 0
0 1− γ + λ −α γ − α− β − 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

G2 =

(
O O
A1 A2 + λ

)
=


0 0 0 0
0 0 0 0
0 β λ 0
0 1− γ −α γ − α− β − 1 + λ


となる. 次に K0 を求める.

KerA1 =

〈(
1
0

)〉
, KerA2 =

〈(
γ − α− β − 1

α

)〉
より

K0 =

〈
1
0
0
0

 ,


0
0

γ − α− β − 1
α


〉
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となる. K∞ は λの取り方に依存するが

K∞ =



{0} (λ 6= 0, α, β)

K0 (λ = 0)〈
β

−α
β

−α


〉

(λ = α)

〈
1

−1
1

−1


〉

(λ = β)

となる. ここでは λ = β としてみる. すると

K0 +K∞ =

〈
1
0
0
0

 ,


0
0

γ − α− β − 1
α

 ,


1
−1
1
−1


〉

(1.8)

となる. 商空間 C4/(K0 + K∞)に対する G1, G2 の作用 Ḡ1, Ḡ2 を取り出すためには次の
ようにすればよい. まず (1.8)にベクトルを補って C4の基底を作り, それらを並べた行列
を作る. 例えば t(0, 0, 0, 1)を補って

P =


1 0 −1 0
0 0 1 0
0 −α− β + γ − 1 −1 0
0 α 1 1


としよう. この P を用いて G1, G2 を相似変換すると

P−1G1P =


β 0 0 −α− β + γ − 1
0 0 0 1
0 0 0 −α− β + γ − 1
0 0 0 β − γ + 1

 , P−1G2P =


0 0 0 0
0 β 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −α + γ − 1

 ,

というように同時ブロック三角化される (これはK0+K∞が (G1, G2)不変であることによ
る). この右下部分に出てくるブロックがそれぞれ Ḡ1, Ḡ2である. つまり Ḡ1 = β−γ+1,

Ḡ2 = −α + γ − 1. 従って β をパラメータとする middle convolution mcβ の結果として
階数 1の方程式

dv

dx
=

(
β − γ + 1

x
+
−α + γ − 1

x− 1

)
v

が得られた. ちなみに λ 6= α, βを満たすようにパラメータ λを取ると dim(K0+K∞) = 2

となるので, mcλ の結果として得られる方程式の階数は 4− 2 = 2となる.
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次に Katz operationsの解析的な意味を紹介する. まず addition addα は (1.1)の解に
対してゲージ変換

v(x) = u(x)

q∏
i=1

(x− ai)αi

を施すことに対応する.

続いて middle convolution mcλ について考える. これは解析的には次の 3ステップで
実現される.

Step 1 (大久保型方程式への変換). 方程式 (1.1)の解 u(x)を用いて

U(x) = t

(
u(x)

x− a1
,
u(x)

x− a2
, . . . ,

u(x)

x− aq

)
という qN ベクトルを考えると, これは以下の方程式を満たすことが確かめられる.

(x− T )dU
dx

= (A− I)U (1.9)

ただし

T =


a1IN

a2IN
. . .

aqIN

 , A =


A1 A2 · · · Aq

A1 A2 · · · Aq
...

...
...

A1 A2 · · · Aq


である. この方程式 (1.9)は多項式係数の方程式になっていることに注意しておく. この
タイプの方程式は大久保型と呼ばれ, 後に middle Laplace transform を考える際にも重
要な役割を果たす.

Step 2 (Euler変換). 続いて U(x)に対して λをパラメータとする Euler変換

V (x) =

∫
∆

U(t)(x− t)λ dt

を考える (積分路 ∆は状況に応じて適切に設定する. 例えば {a1, . . . , aq,∞}のうち 2点
を結ぶように取ることが多い). するとこれは作用素の変換

x
d

dx
7→ x

d

dx
− λ− 1,

d

dx
7→ d

dx

を引き起こす. このことから V (x)は

(x− T )dV
dx

= (A+ λ)V

を満たすことがわかる (標語: Euler変換は大久保型方程式をスカラーシフトする). この
方程式の両辺に左側から (x− T )−1 をかけると

dV

dx
=

(
q∑

i=1

Gi

x− ai

)
V (1.10)
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となる. ここで留数行列 Gi は (1.6)で与えられる qN × qN 行列. ちなみに方程式 (1.10)

は方程式 (1.1)の λによる convolutionと呼ばれる.

Step 3 (商空間 CqN/(K0 +K∞)への射影). 方程式 (1.10)を商空間 CqN/(K0 +K∞)へ
射影することで既約成分を取り出すことを考える. まず K0 +K∞の基底を u1, u2, . . . , um

としてそこに vm+1, . . . , vqN を補って CqN の基底を作る. これらを並べて

P = (u1, . . . , um, vm+1, . . . , vqN)

とする. すると K0 +K∞ が (G1, G2 . . . , Gq)不変なことから

GiP = P

(
∗ ∗
O Ḡi

)

となる. ここで右辺の行列の分割は (m, qN −m) × (m, qN −m) である. この P を用
いて

V = PV0

とすると V0 は
dV0
dx

=

(
q∑

i=1

P−1GiP

x− ai

)
V0

を満たす. ここで
V0 =

(
∗
v

)
とする. ここでベクトルの分割は (m, qN −m)である. もしくは同じことだが

v =
(
OqN−m,m, IqN−m

)
V0

とすれば v は
dv

dx
=

(
q∑

i=1

Ḡi

x− ai

)
v

を満たすことがわかる. これは方程式 (1.1)にmcλ を施して得られる方程式 (1.7)に他な
らない. 従って (1.7)の解 v(x)が (1.1)の解 u(x)を用いて

v(x) = Q

∫
∆

U(t)(x− t)λ dt

と積分表示できることがわかった. ここで Q = (OqN−m,m, IqN−m)P
−1. つまり middle

convolutionは方程式 (1.1)の解を拡大し, そこに Euler変換と線形変換 (射影)を施すこ
とに対応しているのである.

最後に Katz operationの持つ性質について述べる. まずは必要な記号を準備しよう.
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定義 1.7. 2つの Fuchs型方程式

du

dx
= A(x)u, A(x) =

q∑
i=1

Ai

x− ai
, Ai ∈ Mat(N,C)

dv

dx
= B(x)v, B(x) =

q∑
i=1

Bi

x− ai
, Bi ∈ Mat(N,C)

に対して, ある P ∈ GL(N,C)が存在して
(B1, B2, . . . , Bq) = (P−1A1P, P

−1A2P, . . . , P
−1AqP )

が成り立つとき, 2つの方程式は同値であるといい, A(x) ∼ B(x)と表す. これは 2つの
方程式が定数行列によるゲージ変換 (1.5)によって移り合うことと対応している.

既約な Fuchs型方程式と同値な方程式もまた既約であることに注意しておく.

定理 1.8 (Katz [15], Dettweiler–Reiter [6]). Fuchs型方程式 (1.1)が既約であるとき, 次
が成り立つ *4.

• 任意の λ ∈ Cに対して方程式 (1.7)は既約である.

• 任意の λ ∈ Cに対してmcλ の前後で rigidity指数は不変.

• mc0(A(x)) ∼ A(x).

• 任意の λ, µ ∈ Cに対してmcλ ◦mcµ(A(x)) ∼ mcλ+µ(A(x)).

同様の主張が additionについても成り立つ.

§0で述べたように, Katz operation (特に middle convolution) の前後で接続係数がど
う変わるかは大島 [19] が, モノドロミー表現がどう変わるかは Dettweiler–Reiter [7] が
それぞれ明らかにしている. 彼らの結果はいずれも明示的で, operation の前後で生じる
変化が具体的に追えるものになっている. 従って Katz operation は Fuchs 型方程式の
大域解析に有用なツールを与えていると言える. 特に方程式 (1.1)が rigidな場合, Katz

operationはその大域解析に決定的な役割を果たすことが次の定理からわかる.

定理 1.9 (Katz [15]). Fuchs型方程式 (1.1)が既約かつ rigidならば, additionと middle

convolutionを有限回合成することで階数 1の方程式 u′ = 0へ変換できる.

この定理の証明を見ると「実際に方程式の階数を下げるにはどのようなパラメータを
選んで additionとmiddle convolutionを施せば良いか」という具体的な手続きがわかる.

階数 1の方程式 u′ = 0の接続係数やモノドロミーは自明なので, Katz operationが可逆
であることと, 上述の大島や Dettweiler–Reiterの結果を合わせることで任意の既約 rigid

な方程式の接続係数やモノドロミーが具体的に得られることになる.

*4実際はもう少し弱い仮定の下でこの定理の主張が成立するが, ここでは説明を簡単にするために既約性を仮
定した.
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2 高次元 Katz理論
Katz 理論の多変数化として, 線形 Pfaff 系に対して Katz 理論を拡張することを考え

る (高次元 Katz理論). x = (x1, . . . , xn)を Cn の座標とする. 線形 Pfaff系とは一般に

du = Ωu, Ω =
n∑

i=1

Ai(x) dxi, Ai(x) ∈ Mat(N,C(x)) (2.1)

の形で書かれる線形偏微分方程式系であり, 特に 1-形式 Ωが完全積分可能条件
dΩ = Ω ∧ Ω (2.2)

を満たすならば特異点集合に属さない任意の点において初期値問題の解の一意存在定理
が成り立ち, さらに解空間が有限次元となる (cf. 原岡 [10]). つまり線形 Pfaff系は常微分
方程式の自然な多変数化の一つである. また後述するように多変数超幾何函数をはじめと
する多変数特殊函数の多くが線形 Pfaff系の解として特徴づけられることから, 線形 Pfaff

系に対して Katz理論を展開し, さらにそれを大域解析の理論へ応用していくことは自然,

かつ意義深い方向性だと思われる.

2.1 Haraoka’s middle convolution

高次元 Katz理論の端緒を開いたのは原岡 [8]である. そこでは Cn 内の超平面配置に
沿って対数的特異性を持つ n変数の線形 Pfaff系

du = Ωu, Ω =
∑
H∈A

AH d log fH , AH ∈ Mat(N,C) (2.3)

に対して middle convolution が拡張されている. ここで A は Cn における超平面配置,

fH は H ∈ Aの定義多項式である. この形の線形 Pfaff系 (2.3)は Fuchs型方程式 (1.1)

の多変数化にあたり, 例えば Appell–Lauricellaの多変数超幾何函数はこのタイプの線形
Pfaff系の解として特徴付けられる.

注意 2.1. 線形 Pfaff系 (2.3)の完全積分可能条件 (2.2)は行列 AH に対する可換条件とし
て書き下すことができる (cf. 原岡 [8]).

原岡は middle convolution の解析的実現 (§1.2 で説明した 3 ステップ) に着目して
middle convolution を多変数化した. 以下では, 記号が煩雑になるのを避けるために
n = 2の場合に絞ってそのアイデアを説明する (アイデア自体は n変数でも有効である).

まず (x1, x2) = (x, y)として
Ax = {H ∈ A | (fH)x 6= 0}, Ay = {H ∈ A | (fH)y 6= 0}

と定める. また各 H ∈ Ax に対して fH = (fH)x(x − aH) で aH ∈ C[y] を定め, 同様に
H ∈ Ay に対して fH = (fH)y(y − bH)で bH ∈ C[x]を定める. このとき超平面配置 Aを

A = {H1, . . . , Hp︸ ︷︷ ︸
Ax∩Ac

y

, Hp+1, . . . , Hq︸ ︷︷ ︸
Ax∩Ay

, Hq+1, . . . , . . . , Hr︸ ︷︷ ︸
Ac

x∩Ay

} (2.4)
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とラベルづけしよう. すると (2.3)は

∂u

∂x
=

(∑
H∈Ax

AH
(fH)x
fH

)
u =

(
q∑

i=1

AHi

x− aHi

)
u

∂u

∂y
=

∑
H∈Ay

AH
(fH)y
fH

u =

(
r∑

i=p+1

AHi

y − bHi

)
u

(2.5)

というように Fuchs型方程式を連立させたような形で表すことができる.

原岡の基本的なアイデアはある変数に関する方程式を常微分方程式だと思って Katz

のmiddle convolutionを施したとき, 他の変数に関する方程式がどう変わるかを追跡
するというものである. どちらの変数を選んでも同じなので, ここでは xを選んで x方向
の middle convolutionを定義する.

まず方程式 (2.3)の解 u(x, y)を用いて

U(x, y) = t

(
u(x, y)

x− aH1

,
u(x, y)

x− aH2

, . . . ,
u(x, y)

x− aHq

)
(2.6)

とすると, §1.2と同様の計算でこれが x方向について大久保型方程式

(x− T )∂U
∂x

= (A− I)U (2.7)

を満たすことが確かめられる. ただし

T =


aH1IN

aH2IN
. . .

aHqIN

 , A =


AH1 AH2 · · · AHq

AH1 AH2 · · · AHq

...
...

...
AH1 AH2 · · · AHq


である (T は y に依存していることに注意). これに対して λによる x方向の Euler変換

V (x, y) =

∫
∆

U(t, y)(x− t)λ dt (2.8)

を施すと, やはり §1.2と同様にして V (x, y)は x方向に

∂V

∂x
=

(
q∑

i=1

GHi

x− aHi

)
V (2.9)

という偏微分方程式を満たすことがわかる. ここで

GHi
=

q∑
j=1

Eij ⊗ (AHj
+ δijλ)

=


ON · · · · · · · · · ON

· · · · · · · · ·
AH1 · · · AHi

+ λ · · · AHp

· · · · · · · · ·
ON · · · · · · · · · ON

 (i

(2.10)
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である (1 ≤ i ≤ q). 次に V (x, y)が y 方向に満たす方程式を求めよう. H ∈ Ax に対して

CH,y := {H ′ ∈ Ax | (aH − aH′)y 6= 0}

と定め, 各 H ′ ∈ CH,y に対して cHH′ ∈ Cを

aH − aH′ = (aH − aH′)y(y − cHH′)

で定める. すると次が成り立つ.

命題 2.2 (原岡 [8]). u(x, y) を線形 Pfaff 系 (2.5) の解とするとき, (2.8) で定義される
V (x, y)は次の偏微分方程式を満たす.

∂V

∂y
=

 r∑
i=p+1

GHi

y − bHi

+
∑

1≤i<j≤q
Hj∈CHi,y

GHij

y − cHiHj

V. (2.11)

ここで

GHi
=


q∑

j=1

Eij ⊗ (AHj
+ δijλ) (p+ 1 ≤ i ≤ q),

Iq ⊗ AHi
(q + 1 ≤ i ≤ r),

(2.12)

GHij
= (Ejj − Eji)⊗ AHi

+ (Eii − Eij)⊗ AHj
(2.13)

である (p+ 1 ≤ i ≤ q のときの GHi
は (2.10)に他ならないことに注意).

こうして得られた方程式たち (2.9), (2.11)を合わせると V (x, y)が満たす線形 Pfaff系

dV = cx,λ(Ω)V, cx,λ(Ω) =
∑

H∈mcxA

GH d log fH (2.14)

が得られる. ここで

mcxA := A ∪ {Hij | 1 ≤ i < j ≤ q, Hj ∈ CHi,y}

であり, Hij は
fHij

= y − cHiHj

で定義される超平面である. この方程式 (2.14)を線形 Pfaff系 (2.3)の λによる x方向の
convolutionという.

注意 2.3. いま見たように, 多変数の convolutionでは特異点集合がA 7→ mcxAと変化す
る. これは一変数の場合には見られなかった現象である. すると, 超平面配置の問題とし
て次のような問いが考えられる: 「convolutionによって閉じている, つまり mcxA = A
となる超平面配置を特徴付けよ」この問題は大島 [20]によって一般の n変数の場合で解
決された.
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ここまでで §1.2における Step 1 (大久保化)と Step 2 (Euler変換)に相当する操作
が終わった. 最後に Step 3に相当する操作を考えよう.

命題 2.4 (原岡 [8]). 線形 Pfaff系 (2.5)が完全積分可能条件 (2.2)を満たすならば

Kx
0 :=


v1...
vq

 ∈ (CN)q

∣∣∣∣∣∣∣ vi ∈ KerAHi
(1 ≤ i ≤ q)

 , (2.15)

Kx
∞ := Ker(GH1 +GH2 + · · ·+GHq)

はいずれも {GH |H ∈ mcxA}の作用で不変である.

従って方程式 (2.14)の係数行列 GH は商空間 CqN/(Kx
0 +Kx

∞)上の作用を引き起こす.

その作用を与える行列を ḠH として次のように多変数版 middle convolutionを定義する.

定義 2.5. λ ∈ Cとする. 線形 Pfaff系 (2.5)に対して線形 Pfaff系

dv = mcxλ(Ω)v, mcxλ(Ω) =
∑

H∈mcxA

ḠH d log fH (2.16)

を対応させる操作を λによる x方向のmiddle convolutionといい, mcxλ で表す.

線形 Pfaff系 (2.5)が完全積分可能ならば, 任意の λ ∈ Cに対して (2.16)は完全積分可
能であることがわかる. さらに定理 1.8や定理 1.9の多変数版も成り立つ.

定理 2.6 (原岡 [8]). 線形 Pfaff系 (2.5)が完全積分可能であり, かつ x方向の方程式が既
約であるとき, 次が成り立つ.

• 任意の λ ∈ Cに対して (2.16)の x方向の方程式は既約.

• 任意の λ ∈ Cに対して (2.16)の x方向の方程式の rigidity指数は不変.

• mcx0(Ω) ∼ Ω.

• 任意の λ, µ ∈ Cに対してmcxλ ◦mcxµ(Ω) ∼ mcxλ+µ(Ω).

• さらに x方向の方程式が rigidならば, x方向の additionとmiddle convolutionを
有限回合成することで階数 1の線形 Pfaff系へ変換できる.

ただし 1-形式に対する同値関係 ∼は常微分方程式の場合同様, 定数行列によるゲージ変
換 (1.5)によって方程式が移り合うことと定義する.

例 2.7. A = {H1, H2, H3}を

H1 = {x = 0}, H2 = {x− 1 = 0}, H3 = {x− y = 0}

で定め, Aに沿って対数的特異性を持つ階数 1の線形 Pfaff系

du =

(
αH1

dx

x
+ αH2

d(x− 1)

x− 1
+ αH3

d(x− y)
x− y

)
u, (2.17)
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を考える. この方程式に対して λ ∈ Cをパラメータとする x方向の middle convolution

を考えると階数 3の方程式

dV =

(
GH1

dx

x
+GH2

dx

x− 1
+GH3

d(x− y)
x− y

+GH13

dy

y
+GH23

dy

y − 1

)
V (2.18)

が得られる (H13 = {y = 0}, H23 = {y = 1}が新たに特異点集合として加わる). ここで

GH1
=

αH1
+ λ αH2

αH3

0 0 0
0 0 0

 , GH2
=

 0 0 0
αH1

αH2
+ λ αH3

0 0 0

 , GH3
=

 0 0 0
0 0 0

αH1
αH2

αH3
+ λ


GH13

=

 αH3
0 −αH3

0 0 0
−αH1

0 αH1

 , GH23
=

0 0 0
0 αH3

−αH3

0 −αH2
αH2


である (この場合 Kx

0 = Kx
∞ = {0}であるので Step 3は不要). これは Appellの超幾何

函数 F1(x, y)の満たす方程式と本質的に等価である.

また方程式 (2.17)は u(x, y) = xαH1 (x− 1)αH2 (x− y)αH3 という解を持つことから, 方
程式 (2.18)の解の積分表示も同時に得られる:

V (x, y) =

∫
∆

tαH1 (t− 1)αH2 (t− y)αH3 (x− t)λ η⃗, η⃗ = t

(
dt

t
,
dt

t− 1
,
dt

t− y

)
.

これは超幾何函数 F1(x, y)の積分表示を与えている. この積分を用いると方程式 (2.18)の
大域解析 (接続問題, モノドロミーの導出)が可能になる. また, ここからさらに addition

や middle convolution を合成していくことで Appell の F2, F3, F4 の満たす方程式と解
の積分表示を構成することができる.

注意 2.8. n 変数の場合にも同様のストーリーで線形 Pfaff 系 (2.3) に対する xi 方向の
middle convolution mcxi

λ が定義できる. Fuchs型方程式の場合と同様にmcxi
λ は (2.3)の

大域挙動 (接続係数, モノドロミー表現)の変化を引き起こすので, その変化を追跡するこ
とは重要な問題となる. 原岡 [11]は方程式 (2.3)の特異点集合 Aがブレイド配置の場合
に Dettweiler–Reiter [6, 7] の結果を拡張して mcxi

λ に対応するモノドロミー表現の変換
(乗法的 middle convolution) を定義した. 原岡の結果は最近の講演者と廣惠一希氏との
共同研究 [2]においてさらに拡張され, 特異点集合がより一般の超平面配置の場合にまで
乗法的 middle convolutionが定義できるようになった (mcxi

A = Aを満たしていればよ
い. 例えばブレイド配置はこの条件を満たしている).

2.2 Middle Laplace transform

一変数・多変数いずれにおいても, middle convolutionの重要なポイントは与えられた
方程式を大久保型方程式

(x− T )∂U
∂x

= AU

へ変換することであった (ここで T は成分が xによらない対角行列, Aは定数行列). 前
述したように, 大久保型方程式は多項式係数の形で書けていることから種々の積分変換と
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相性が良い. つまり middle convolution は大久保型方程式と Euler変換の相性の良さを
活かした変換であると言える. この視点に立つと, 与えられた方程式を大久保型方程式に
拡大したのちに別の積分変換を施すことで, また別の Katz的積分変換が定義できると期
待するのは自然だろう. この期待を Laplace変換の場合に実現したのが本講演の主結果で
あり, これから説明するmiddle Laplace transformである. まず対数的特異点型線形
Pfaff系 (2.5)を使ってその実現のアイデアを具体的に説明しよう. 線形 Pfaff系 (2.5)の
解 u(x, y)を使って定義したベクトル (2.6)に対して x方向の Laplace変換

V (x, y) =

∫
∆

U(t, y)e−tx dt (2.19)

を施すと (積分路 ∆は積分が収束するようにとる), これはよく知られているように作用
素の変換 

∂

∂x
7→ x,

x 7→ − ∂

∂x

を引き起こす. すると (2.6)が満たす x方向の方程式 (2.7)は

x
∂V

∂x
= − (A+ xT )V (2.20)

と変化する. 両辺を xで割って
∂V

∂x
= −

(
T +

A

x

)
V (2.21)

と表しておく. この形の方程式は Birkhoff標準形と呼ばれる. この方程式は xに関する
常微分方程式とみると x = 0に確定特異点, x =∞に不確定特異点を持つため, Fuchs型
ではないことに注意しよう. また T は y に依存しており,

−T = Bx + yBxy, Bx = −
q∑

j=1

Ejj ⊗ aHj
(0)IN , Bxy = −

q∑
j=1

Ejj ⊗ (aHj
)yIN

と表せることにも注意しておく.

Middle convolution同様に V (x, y)が y 方向に満たす方程式を求めることを考えよう.

詳しくは [1]を参照してもらうことにして結果のみを述べると次のようになる.

命題 2.9 ([1]). u(x, y)を線形 Pfaff系 (2.5)の解とするとき, (2.20)で定義される V (x, y)

は次の偏微分方程式を満たす.

∂V

∂y
=

xBxy +
r∑

i=q+1

GHi

y − bHi

+
∑

1≤i<j≤q
Hj∈CHi,y

GHij

y − cHiHj

V

ここで GHi
, GHij

はそれぞれ (2.12), (2.13)で与えられる.
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この結果と (2.21)を合わせることで V (x, y)が満たす線形 Pfaff系

dV = Lx(Ω)V, Lx(Ω) = (Bx + yBxy) dx+ xBxy dy +
∑
H∈B

GHd log fH (2.22)

が得られる. ここで B := (mcxA \ Ax) ∪ {Ĥ}, Ĥ = {x = 0}で GĤ = −Aとした. これ
は middle convolutionにおける Euler変換を Laplace変換に取り替えたものに相当する
(convolution の Laplace変換類似と言ってもよい). この方程式 (2.22)を方程式 (2.5)の
x方向の Laplace transformと呼ぶことにしよう.

これで middle convolution の Step 1と 2に相当する操作ができたことになる. 続い
て商空間への射影 (Step 3に相当)はどうなるかを考えてみる.

命題 2.10. 線形 Pfaff系 (2.5)が完全積分可能条件 (2.2)を満たすとする. すると (2.15)

で定義される Kx
0 は {Bx, Bxy, GH | H ∈ B}の作用で不変である.

この命題のおかげで線形 Pfaff系 (2.22)を商空間 CqN/Kx
0 に射影することができ, 線形

Pfaff系

dv =MLx(Ω)v, MLx(Ω) = (B̄x + yB̄xy) dx+ xB̄xy dy +
∑
H∈B

ḠH d log fH (2.23)

が得られる. この方程式 (2.23)を方程式 (2.5)の x方向のmiddle Laplace transform

と呼ぶことにする.

こうして対数的特異性を持つ線形 Pfaff 系 (2.5) に対しては middle convolution の
Laplace 変換類似として middle Laplace transform が定義できた. ここで出来上がった
方程式を見てみると, middle convolutionとは違って middle Laplace transformでは

• 不確定特異性が現れる (つまりmiddle Laplace transformは (2.5)の形で閉じない)

• Laplace 変換を考えない変数 (今の場合 y) の方向の方程式についても不確定特異
性が現れる

• 特異点集合が増えるのではなく, 形状が変わる

ということがわかる. これらのことから次の問題が生まれる.

問題 2.11. Middle Laplace transform で閉じるような線形 Pfaff 系のクラスを特徴付
け, 特異点集合の変化を明示的に記述せよ. またそのクラスにおける middle Laplace

transformの性質 (可逆性, 既約性の保存性)を調べよ.

論文 [1]ではこの問題に対する一つの解答を与えた. 以下, その概要を述べる. まずは
middle Laplace transformを (2.23)の形の線形 Pfaff系を含むように定式化しよう. Aを
C2 内の超平面配置として,

du = Ωu, Ω = Sx(y) dx+ Sy(x) dy +
∑
H∈A

AH d log fH (2.24)
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という形の線形 Pfaff 系を考える. ここで AH ∈ Mat(N,C) であり Sx(y) と Sy(x) は
Ax, Ay, Axy, Ayx ∈ Mat(N,C)によって

Sx(y) = Ax + yAxy, Sy(x) = Ay + xAyx

と表されるとする. また超平面配置 Aは (2.4)のようにラベルづけしておく. すると次が
成り立つ.

定理 2.12 ([1]). 線形 Pfaff系 (2.24) が完全積分可能条件 (2.2) を満たし, かつ以下の条
件も満たすとする:

(i) Axy = Ayx,

(ii) Ax, Axy は対角化可能,

(iii) Ax ∩ Ay ならば Axy = O.

すると (2.24)の解 u(x, y)を使って定義されるベクトル (2.6)に対する x方向の Laplace

変換 (2.19)は次の階数 qN の線形 Pfaff系を満たす.

dV = Lx(Ω)V, Lx(Ω) = −Tx(y) dx− Ty(x) dy +
∑
H∈B

GH d log fH . (2.25)

ここで

− Tx(y) = Bx + yBxy, Bx = −
q∑

j=1

Ejj ⊗ aHj
(0)IN , Bxy = −

q∑
j=1

Ejj ⊗ (aHj
)yIN ,

− Ty(x) = By + xBxy, By = −
q∑

j=1

Ejj ⊗ {Ay + (aHj
)yAx + aHj

Axy}

であり

B = Bx ∪ {(mcxA) \ Ax}, Bx := {(x, y) ∈ C2 | det(x− Sx(y)) = 0}

である. GH ∈ Mat(qN,C)も具体的に書くことができるがここでは省略する.

得られた方程式 (2.25)を線形 Pfaff系 (2.24)の x方向の Laplace transformと呼ぶ
ことにする. 商空間への射影については次が成り立つ (これは命題 2.10の一般化である).

命題 2.13 ([1]). 線形 Pfaff系 (2.5)が完全積分可能条件 (2.2)と定理 2.12の仮定 (i)-(iii)

を満たすならば, (2.15)で定義される Kx
0 は (2.25)における {Bx, By, Bxy, GH | H ∈ B}

の作用で不変である.

従って方程式 (2.25)は商空間 CqN/Kx
0 へ射影することができ, 線形 Pfaff系

dv =MLx(Ω)v, MLx(Ω) = −T̄x(y) dx− T̄y(x) dy +
∑
H∈B

ḠH d log fH . (2.26)

が得られる.
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定義 2.14. 定理 2.12の仮定 (i)-(iii) を満たす線形 Pfaff系 (2.24)に対して線形 Pfaff系
(2.26) を対応させる操作を x方向のmiddle Laplace transformといい,MLxで表す.

注意 2.15. 定理 2.12における x方向の Laplace変換 (2.19)の代わりに逆ラプラス変換

W (x, y) =

∫
∆

U(t, y)ext dt

を考えることでW (x, y)が満たす線形 Pfaff系

dW = L−x(Ω)W

も得られる. この方程式も Laplace transformの場合と同様に (2.24)の形になっている.

さらに CqN/Kx
0 へ射影できることもわかり, 結果として線形 Pfaff系

dw =ML−x(Ω)w (2.27)

が得られる. そこで線形 Pfaff系 (2.24)に対して方程式 (2.27)を対応させる操作を x方
向の inverse middle Laplace transform と呼び, ML−x で表すことにする. ただし
ML−x ◦MLx(Ω) ∼ Ωは自明ではないことに注意しておく.

以上の定式化の下で, 問題 2.11の答えが次のように与えられる.

定理 2.16 ([1]). Hx を定理 2.12 の仮定 (i)-(iii) を満たす完全積分可能な線形 Pfaff 系
(2.24)の集合とすると, Hx は (inverse) middle Laplace transform について閉じている.

さらに Hx に属する線形 Pfaff 系 (2.24) の x 方向の方程式が既約であるとき, 次が成り
立つ.

• (2.16), (2.27)の x方向の方程式も既約.

• 逆変換公式
ML−x ◦MLx(Ω) ∼ Ω, MLx ◦ML−x(Ω) ∼ Ω

が成り立つ.

任意の対数的特異点型線形 Pfaff系 (2.3)はHx に属することに注意しておく.

注意 2.17. Middle Laplace transformを使うと, 原岡の middle convolutionを Hx に属
する方程式, すなわち不確定特異性を持つ線形 Pfaff 系に対して拡張することができる
(講演で詳しく説明する予定). 不確定特異点を持つ常微分方程式については川上 [16], 竹
村 [24], 山川 [25]らがそれぞれ異なる方法で middle convolutionを定義しており, 講演者
の方法は彼らの結果の多変数化を与えているとみなせる.

ここまでに説明してきたことは全て一般の n変数の場合に拡張可能である. 詳しくは
原論文 [1]を参照されたい *5.

*5ただし本稿では 2変数の場合に絞って説明している都合で [1]と多少記号を変えている.
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2.3 具体例としての多変数超幾何函数
階数 1の方程式に対して middle Laplace transform を施すことで, 古典的に知られて

いる合流型多変数超幾何函数のいくつかを構成することができる. 例を挙げよう.

2.3.1 Humbertの超幾何函数 Φ1

階数 1 の線形 Pfaff 系 (2.17) に対して x 方向の middle Laplace transform を施すと,

階数 3の方程式

dV =

[
−(Bx + yBxy) dx+GĤ1

dx

x
− xBxy dy +GH13

dy

y
+GH23

dy

y − 1

]
V (2.28)

が得られる (この場合 Kx
0 = {0}なので Step 3は不要であることに注意). ここで

Bx =

0
1

0

 , Bxy =

0
0

1

 , GĤ1
=

αH1 αH2 αH3

αH1 αH2 αH3

αH1 αH2 αH3


であり GH13 , GH23 はそれぞれ (2.18)に現れたものと同一. これは Humbertの 2変数合
流型超幾何函数 Φ1 の満たす線形 Pfaff系と本質的で等価である. また変換の作り方から
解の積分表示

V (x, y) =

∫
∆

tαH1 (t− 1)αH2 (t− y)αH3e−tx η⃗, η⃗ = t

(
dt

t
,
dt

t− 1
,
dt

t− y

)
も同時に得られる.

2.3.2 原岡の合流型超幾何函数
線形 Pfaff系 (2.28)にさらに変換を合成してみよう. (−αH1 − αH3 ,−αH2 − αH3) ∈ C2

をパラメータとする y 方向の addition

W = addy(−αH1
−αH3

,−αH2
−αH3

)(V )

を施すと, 方程式 (2.28)は

dW =

[
−(Bx + yBxy) dx+GĤ1

dx

x
− xBxy dy + (GH13

− αH1
− αH3

)
dy

y
+ (GH23

− αH2
− αH3

)
dy

y − 1

]
W

と変化する. ここに y 方向の inverse middle Laplace transform を施す. この場合の Ky
0

は
Ky

0 = Ker(GH13 − αH1 − αH3)⊕Ker(GH23 − αH2 − αH3)

であり, 計算すると dimKy
0 = 2 であることがわかる. 従って得られる方程式の階数は

3× 2− 2 = 4となる. 実際に計算すると階数 4の線形 Pfaff系

dv =

[
Cx dx+ Cy dy + C1

dx

x
+ C2

d(x− y)
x− y

+ C3
dy

y

]
v (2.29)
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が得られる. ここで

Cx =


−1

0
−1

0

 , Cy =


1

1
0

0

 ,

C1 =


−αH2 − αH3 −αH1(αH2 + αH3) 0 0
−1 −αH1 0 0
0 0 −αH2 −1
0 0 −αH2(αH1 + αH2) −αH1 − αH3

 ,

C2 =


αH3 0 0 αH3

0 0 0 0
0 0 0 0
αH3 0 0 αH3

 ,

C3 =


αH2 0 αH2(αH1 + αH3) 0
0 αH2 + αH3 0 1
1 0 αH1 + αH3 0
0 αH1(αH2 + αH3) 0 αH1


である. この方程式は原岡 [12]で扱われた, 超幾何函数 F4 の満たす方程式に対する合流
操作で得られる 2変数超幾何微分方程式と本質的に一致する. また解の積分表示として

v(x, y) = Q

∫
∆

tαH1 (t− 1)αH2 (t− s)αH3s−(αH1
+αH3

)(s− 1)−(αH2
+αH3

)e−txesy ψ⃗,

ψ⃗ =

(
η⃗ ∧ ds

s
, η⃗ ∧ ds

s− 1

)
が得られる. ここで Qは商空間 C6/Ky

0
∼= C4 への射影を表す 4× 6行列.

このように階数 1の方程式に対してmiddle Laplace transformや additionを次々合成
していくことで完全積分可能な線形 Pfaff系を解の積分表示とセットで具体的かつ大量に
構成できる. その中には古典的に知られていなかったものも含まれており, それらは新し
い多変数特殊函数を定義していると考えられる.

3 今後の展望
最後に今後の展望を述べて, 本稿を閉じることにする.

3.1 middle Laplace transformの大域解析への応用
Balser–Jurkat–Lutz [4]は常微分方程式の研究の中で Laplace変換による大久保型方程

式と Birkhoff標準形の間の対応

(x− T )du
dx

= Au
L←→ dv

dx
= −

(
T +

A+ I

x

)
v

に着目し, 大久保型方程式 (左側)の確定特異点間の接続係数と Birkhoff標準形 (右側) の
x = ∞ における Stokes 係数 (不確定特異点近傍における解の挙動を表す量) がダイレ
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クトに対応していることを証明した. Balser–Jurkat–Lutz の結果は先鋭的なものである
が, 一変数かつ大久保型方程式の Laplace変換にしか適用できない. 一方middle Laplace

transform は多変数の線形 Pfaff 系に対して定義されており, 1 つの方向に関する方程式
を一旦大久保型方程式に拡大し, そこに Laplace 変換を施す構造になっている. 従って
middle Laplace transform を通じて [4]の手法が線形 Pfaff系 (2.1)へ拡張できると思わ
れる. これは不確定特異性を持つ完全積分可能系に対する大域解析の基本的な手法の一つ
になると期待される.

また原岡 [12] は強漸近展開と呼ばれる多変数版の漸近展開を用いて方程式 (2.29) の
不確定特異点 (x, y) = (∞,∞) における Stokes 係数を求めている. この結果を middle

Laplace transformの立場から見直すことも興味深い問題である.

3.2 線形 Pfaff系に対する種々の変換との組み合わせ
Middle Laplace transform や middle convolution を線形 Pfaff系に対する既存の変換

の中に位置付けることも重要な問題である. 線形 Pfaff系に対しては今回取り上げた変換
の他にも特異点集合への延長/制限や特異点の合流・開折, 座標変換といった様々な操作
が定義され, それら全体を集めたものは線形 Pfaff 系の空間に作用する群をなしている.

この群の作用を解析し, そして §3.1で述べた方向性と組み合わせて大域挙動が明示的に計
算できる方程式を組織的に増やしていくことは今後の講演者の大きな目標の一つである.

3.3 q 差分化
今回扱った (高次元) Katz理論は線形微分方程式に対する理論であるが, 同様の理論を

線形 q 差分方程式に対して構築することは, 可積分系や Painlevé方程式などの研究にも
繋がる重要なテーマの一つである. 一変数 Katz理論の q 類似については, 坂井–山口 [22]

による先駆的な仕事において rigidity指数や middle convolution の q 類似が与えられて
以降, 新井–竹村 [3]による再定式化や, 佐々木–高木–竹村 [23], 朴 [21], 信川 [18]らによる
q-Painlevé方程式への応用など, 現在盛んに研究されている. 一方, 多変数 q 差分方程式
に対する高次元 Katz理論の q 類似, すなわち原岡による多変数middle convolutionや今
回導入した middle Laplace transform の q 類似を構成する研究は未開拓であり, 講演者
にとって今後取り組んでいきたい方向性の一つである (現在, 信川喬彦氏との共同研究が
進行中).

謝辞 この度, 特別講演という大変貴重な機会を与えてくださいました, 無限可積分系特別
セッション世話人の竹村剛一先生と津田照久先生に深く感謝申し上げます. また本研究を
進めるにあたり, 廣惠一希先生には数多くの有益な助言をいただきました. ここに記して
心より御礼申し上げます. 本研究は JSPS科研費 JP24K22826の助成を受けています.
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Exact solutions to an autonomous dKdV equation via
Painlevé-type ordinary difference equations

中園　信孝 (東京農工大学)∗

本講演では，自励な 2次元偏差分方程式

ϵ ul+1,m+1 − ul,m =
ϵ

ul,m+1

− 1

ul+1,m

, (l,m) ∈ Z2, ul,m ∈ C, ϵ ∈ C∗ (1)

がパンルヴェ型の q-差分方程式によって記述される特殊解を持つことを示す。方程式 (1)

は ϵ = 1とすると [2]の広田の dKdV方程式と呼ばれる方程式に帰着する。また，方程式
(1)は [4]の広田の dKdV方程式の非自励版の特殊な場合として導出できる。これらのこ
とより，本講演では方程式 (1)も広田の dKdV方程式と呼ぶ。
以下は本講演で用いる q-差分パンルヴェ方程式である。ただし，αl = ϵlα0, βm = ϵmβ0

q-PII (A
(1)
6 -surface) [5]:

Fl+1,mFl,m =
Gl+1,m + 1

αl+1
2Gl+1,m

, Gl+1,mGl,m =
βm

2(Fl,m + 1)

αl+1
2Fl,m

q-P
D

(1)
7

III (A
(1)
6 -surface) [10]:

Gl,m+1Gl,m =
βm

2(Hl,m+1 + αl
2)

Hl,m+1(βm
2Hl,m+1 + αl

2)
, Hl,m+1Hl,m =

αl
2

Gl,m(Gl,m + 1)

q-PIV (A
(1)
5 -surface) [3]:

Fl+1,m

Gl,m

=
βm

2(1 +Hl,m +Hl,mFl,m)

1 + Fl,m + Fl,mGl,m

,

Gl+1,m

Hl,m

=
1 + Fl,m + Fl,mGl,m

γ2(1 +Gl,m +Gl,mHl,m)
,

Hl+1,m

Fl,m

=
ϵ2γ2(1 +Gl,m +Gl,mHl,m)

βm
2(1 +Hl,m +Hl,mFl,m)

,

Fl,mGl,mHl,m = αl
2

q-PIII (A
(1)
5 -surface) [1]:

Fl,m+1Fl,m =
αl

2βm
2γ2(1 +Hl,m+1)

Hl,m+1(γ2 + βm
2Hl,m+1)

, Hl,m+1Hl,m =
αl

2γ2(βm
2 + Fl,m)

βm
2Fl,m(1 + Fl,m)

∗〒184-8588 東京都東京都小金井市中町 2-24-16　東京農工大学　工学研究院
e-mail: nakazono@go.tuat.ac.jp

本研究は科研費 (課題番号:23K03145)の助成を受けたものである。
2020 Mathematics Subject Classification: 33E17, 35Q53, 37K10, 39A13, 39A14, 39A23, 39A45

キーワード：discrete KdV equation; q-Painlevé equations
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以下は本講演で用いる 2h-階のパンルヴェ型 q-差分方程式 [7, 8]である。

Xn+2hXn = − 1∏2h−1
k=1 Xn+k

(
1∏2h−1

k=1 Xn+k

+ γn

)
, γn+2h = ϵγn (2)

Xn+2hXn = − 1∏h−1
k=1 Xn+2k

(
1∏h−1

k=0 Xn+2k+1

+ γn

)
, γn+2h+1 = ϵγn (3)

h = 1のとき，方程式 (2)は q-PI (A
(1)
7 -surface) [9]に等しく，方程式 (3)は q-PI (A

(1)
6 -

surface) [9]に等しい。
本講演は論文 [6]の内容についてのものです。
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Little µ-function, the Rogers-Ramanujan continued
fraction and Schur’s q-Fibonacci numbers

渋川 元樹 (北見工業大学・工)∗1

土見 怜史 (近畿大学・総合理工)∗2

概 要
一般化µ函数 [ST]の退化極限である little µ函数の特殊化についての諸公式
を与える. この特殊化は, 特に I. Schurにより導入された q-Fibonacci数列の
漸化式 [A], [S]を満たしており, 初期値がテータ函数で表されることを示す.

τ ∈ H := {τ ∈ C; Im(τ) > 0}, q := e2πiτに対して

(x)∞ = (x; q)∞ :=
∞∏
j=0

(1− xqj), (x)n = (x; q)n :=
(x; q)∞
(qnx; q)∞

(n ∈ Z),

(x1, . . . , xr; q)ν = (x1, . . . , xr)ν := (x1)ν · · · (xr)ν (ν ∈ Z ∪ {∞}),
(
n

j

)
q

:=
(q)n

(q)n−j(q)j
,

G(q) :=
∞∑
n=0

qn
2

(q; q)n
=

1

(q, q4; q5)∞
, H(q) :=

∞∑
n=0

qn
2+n

(q; q)n
=

1

(q2, q3; q5)∞
,

R(q) := q
1
5
H(q)

G(q)
, η(τ) := q

1
24 (q; q)∞, θ(x; q) = θ(x) := (x, q/x)∞

とおく. また適当な複素パラメータ a1, . . . , ar, b1, . . . , bs, xに対して, q超幾何函数を次
で定める:

rϕs

(
a1, . . . , ar
b1, . . . , bs

; q, x

)
:=

∞∑
n=0

(a1, . . . , ar)n
(b1, . . . , bs, q)n

(
(−1)nq

n(n−1)
2

)s−r+1

xn,

rψs

(
a1, . . . , ar
b1, . . . , bs

; q, x

)
:=
∑
n∈Z

(a1 . . . , ar)n
(b1, . . . , bs)n

(
(−1)nq

n(n−1)
2

)s−r

xn.

定義 1. x, y ∈ C×\qZについて, little µ 函数 lµ̂(x, y) を次で定める;

lµ̂(x, y) :=
iq−

1
8

(x, q)∞θ(qy)
1ψ2

(
x

0, 0
; q,

1

y

)
.

定理 2. n ∈ Zに対して,

Mn(x; q) := −iq
1
8 lµ̂(x, qn−1/x) =

1

(x, q)∞θ(qn/x)
1ψ2

(
x

0, 0
; q, xq1−n

)
本研究は科研費 (JSPS KAKENHI Grant Number 21K13808, 25KJ0371) の助成を受けたものである.
キーワード：Zwergers’ µ-function, q-hypergeometric function, q-Borel transform, q-Laplace transform,
Rogers-Ramanujan continued fraction, q-Fibonacci numbers
∗1〒 090-0015 北海道北見市公園町 165 北見工業大学工学部
e-mail: g-shibukawa@mail.kitami-it.ac.jp

∗2〒 657-8501 大阪府東大阪市小若江 3-4-1 近畿大学大学院総合理工学研究科
e-mail: tsuchimi@math.kindai.ac.jp
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とする. この時,

M0(x; q) = G(q)H(q)

(
θ(x5q2; q5)

θ(xq)θ(x2)
+
θ(x5q3; q5)

θ(x)θ(x2q)

)
,

M1(x; q) = G(q)H(q)

(
θ(x5q; q5)

θ(x)θ(x2)
+

θ(x5q4; q5)

θ(xq)θ(x2q)

)
で, Mn(x; q)はSchur’s q-Fibonacci数列の漸化式

Fn(q)− Fn−1(q)− qn−2Fn−2(q) = 0

を満たす. また, Mn(x
−1; q) =Mn(xq; q) =Mn(x; q)かつ

Mn(x; q) =
1

(qn+1/x, q)∞θ(x)
0ψ1

(
−
xq−n

; q,
x2

qn

)

=
1

(x, q1−n/x)∞

∑
k∈Z

(
1− x2q2k−n−1

) (x)k
(xq−n)k

q
k(5k−7)

2 (−x3q−n)k,

0ϕ1

(
−
0
; q, qn+1

)
=

(−1)nq−
n(n−1)

2 θ(x)2θ(y)2

yθ(x/y)θ(xy)
(Mn−1(x; q)−Mn−1(y; q)).

特に非負整数nに対して
Mn(x; q) =M0(x; q)Tn−1(q) +M1(x; q)Sn(q)

が成り立つ. ただし, T−1(q) := 1, S0(q) := 0, T0(q) := 0 かつ

Sn(q) :=
∑

0≤2j≤n−1

qj
2

(
n− j − 1

j

)
q

, Tn(q) :=
∑

0≤2j≤n−1

qj
2+j

(
n− j − 1

j

)
q

.

定理 3. 非負整数m,nに対して,

(−1)nq
n(n−1)

2 0ϕ1

(
−
0
; q, qn+1

)
Mm(x; q)− (−1)mq

m(m−1)
2 0ϕ1

(
−
0
; q, qm+1

)
Mn(x; q)

= Tn−1(q)Sm(q)− Tm−1(q)Sn(q).

特にm = n+ 1の時,

0ϕ1

(
−
0
; q, qn+1

)
Mn+1(x; q) + qn0ϕ1

(
−
0
; q, qn+2

)
Mn(x; q) = 1.

更にn = 0の時,

G(q)M1(x; q) +H(q)M0(x; q) =
1

R(q)
−R(q)− η(τ/5)

η(5τ)
= 1.

参考文献
[A] G. Andrews, Fibonacci numbers and the Rogers-Ramanujan identities, The Fibonacci

Quart. 42 (2004), no. 1, 3–19.

[GIS] Kristina Garrett, Mourad E. H. Ismail and Dennis Stanton, Variants of the Rogers-
Ramanujan identities, Adv. in Appl. Math. 23 (1999), no. 3, 274–299.

[S] I. Schur, Ein Beitrag zur Additiven Zahlentheorie, Sitzungsber., Akad. Wissensch. Berlin.
Phys.-Math. Klasse, (1917), pp. 302–321.

[ST] Shibukawa, G. and Tsuchimi, S., A generalization of Zwegers’ µ-function according to
the q-Hermite–Weber difference equation, SIGMA, 19 (2023) 014 pp23.
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Uq(ŝl2)の結晶基底のパス表示とヤング図形との新奇
な対応について

宮澤　壮太 (防衛大学校)∗1

高木太一郎 (防衛大学校)∗2

アフィンリー環 ŝl2およびそのディンキン図の頂点集合 I = {0, 1}から頂点 0を除い
たディンキン図に対する有限次元単純リー環sl2を考える。ŝl2のレベル１最高ウェイト
表現 V (Λ0)は、部分代数であるこの sl2の表現に制限することによって次のように sl2
の最高ウェイト λ̄の有限次元既約表現V (λ̄)の直和に分解される [1]。

V (Λ0)↓ŝl2sl2
=

⊕
λ̄,n≥0

V (λ̄)⊕[V (Λ0):λ̄+Λ0−nδ]
n .

ただし、V (λ̄)nの添え字nは虚ルート δによる次数を表し、引数 λ̄はV (Λ0) のウェイト
としては λ̄+Λ0− nδと解釈し、次数nにおけるV (λ̄)の重複度を [V (Λ0) : λ̄+Λ0− nδ]

とした。表現V (Λ0)の諸性質はもちろん昔から良く知られており、重複度がゼロでな
いのは rを非負整数としてV (λ̄) が sl2の2r + 1次元既約表現となる λ̄ = 2rΛ1の場合で
ある。対応する分岐関数 b

V (Λ0)

2rΛ1
(q)の定義とその２種類の表現は

b
V (Λ0)

2rΛ1
(q) :=

∑
n≥0

[V (Λ0) : 2rΛ1 + Λ0 − nδ]qn =
qr

2
(1− q2r+1)

(q; q)∞
=

∑
n≥0

qn
2
Z

(r)
2n,n(q)

(q; q)2n
,

となる。ここでZ
(r)
2n,n(q)は次のような q二項係数の差である。

Z
(r)
2n,n(q) =

[
2n

n− r

]
q

−
[

2n

n− r − 1

]
q

.

一つ目の表現は次のように書ける。
qr

2
(1− q2r+1)

(q; q)∞
=

q1+3+···+(2r−1)∏∞
m=1,m ̸=2r+1(1− qm)

.

整数の分割におけるminimal excludant [2]の概念によれば、このことは次を意味する。
命題 1. V (Λ0)を上記のように分解したとき、次数nにおける sl2の 2r + 1次元既約表
現の重複度は、最小除外奇数が2r + 1であるようなnの分割の個数と一致する。
一方、講演者の一人は分岐係数の二つ目の表現を母関数とするヤング図形の組合せ
論を考察することにより新しいpartition statisticを定義し、それを sqrankと名づけて
以下の結果を得た [3]。
命題 2. 最小除外奇数が2r+ 1であるようなnの分割の個数は、sqrankが rであるよう
なnの分割の個数と一致する。
∗1〒 239-8686 神奈川県横須賀市走水 1-10-20　防衛大学校 理工学研究科
e-mail: em64040@nda.ac.jp

∗2〒 239-8686 神奈川県横須賀市走水 1-10-20　防衛大学校 応用科学群 応用物理学科
e-mail: takagi@nda.ac.jp
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量子群 Uq(ŝl2)の結晶B(Λ0)のパスによる表示 [4] を用いた例で命題１を確認する。
ここではパスを右から左への半無限のビット列で表し、次数 0の ground stateは 01を
繰り返した p̄ = · · · p̄4p̄3p̄2p̄1 = · · · 0101とする。一般の stateは十分左側で p̄と一致す
るようなビット列 p = · · · p2p1で隣接する 01ペアを繰り返しすべて無視すると偶数個
のビットが残るものであり、特に残ったビットに１が含まれないものは柏原作用素 f̃1
の作用に関する highest states となる。パス pのエネルギー E(p)を energy function

H(a, b) = 1(a ≥ b), 0(a < b)を用いてE(p) =
∑∞

k=1 k{H(pk+1, pk) − H(p̄k+1, p̄k)}と
すればこれが虚ルート δによる次数となる。例えば次数 4ではhighest states となるパ
スは５つあり、そのうち sl2の 5次元既約表現に対応するものが一つ（· · · 010000）、3

次元既約表現に対応するものが二つ（· · · 0100101010および · · · 01001001）、1次元既
約表現に対応するものが二つ（· · · 0100101011および · · · 01001101）ある。一方、４の
分割のうち最小除外奇数が５であるものが一つ（3 + 1）、３が二つ（2 + 1 + 1および
1 + 1 + 1 + 1）、１が二つ（4および2 + 2）であり、確かに個数が一致する。
結晶B(Λ0)のパス表示において次数 nでは highest states となるパスは全部で p(n)

（nの分割数）個あるが、そのうち 2r + 1次元既約表現の highest states に対応するパ
ス全体のなす集合をPΛ0

n,rとする。整数nの分割はマス目の数がnのヤング図形で表さ
れるが、組合せ論的操作によってヤング図形からパスを構成することによる１対１の
対応を想定し、上述の２つの命題に対応して以下のような２つの問題を考える。

1. 最小除外奇数が2r+ 1であるようなnの分割全体のなす集合と、PΛ0
n,rとの間の組

合せ論的な１対１の対応は存在するか？
2. sqrankが rであるようなnの分割全体のなす集合と、PΛ0

n,rとの間の組合せ論的な
１対１の対応は存在するか？

本研究における主結果は、後者の１対１の対応が存在することを示し、その組合せ
論的操作を具体的に記述したことである。例えば上述の次数 4の場合については以下
のような対応となる。

· · · 010000←→ 2 + 2,

· · · 0100101010←→ 1 + 1 + 1 + 1, · · · 01001001←→ 3 + 1,

· · · 0100101011←→ 2 + 1 + 1, · · · 01001101←→ 4.

組合せ論的操作の詳細については講演にて報告する。また、ŝl2のもう一つのレベル
１最高ウェイト表現V (Λ1) に対応する結晶B(Λ1)のパス表示についても同様の結果を
得たので、これについても報告したい。

参考文献
[1] 尾角正人, アフィンリー環の分岐関数のフェルミ公式予想について
日本数学会 2025年度年会　無限可積分系セッション講演アブストラクトpp.45–50.

[2] G.E. Andrews and D. Newman, The minimal excludant in integer partitions, Journal of
Integer Sequences 23 (2020) Article 20.2.3.

[3] T. Takagi, A polynomial bosonic form of statistical configuration sums and the odd/even
minimal excludant in integer partitions, Annals of Combinatorics (accepted)

[4] Kang, S-J., Kashiwara, M., Misra, K.C., Miwa, T., Nakashima, T., Nakayashiki, A.:
Affine crystals and vertex models, Int. J. Mod. Phys. A7 (suppl. 1A), 449–484 (1992)
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スケルトンRSKによる結晶グラフの分解
小林雅人 (神奈川大学)∗

日本数学会　東京理科大学　2026年3月

タイプAの柏原結晶グラフB(λ) = (SSYT(λ) t {0}, ei, fi,→) (λは分割)は自然に半
標準盤の標準化による同値類に分解できる。各同値類は準結晶と呼ばれ、詳しく調べら
れるようになったのは最近10年ほどである。Maas-Gariépy (2023) は、SSYT(λ)のこ
の同値類の商集合をクリスタルスケルトンと呼びグラフ構造を導入した。さらに、彼
女は準結晶がB(λ)の連結な部分グラフを成し、その生成関数は、ちょうど1つの基本
的準対称関数に等しいことを証明した。Cain-Malheiro-Rodrigues-Rodrigues, Brauner-

Corteel-Daugherty-Schillingなどにも後続の研究（両方とも 2025年）がある。これを
受け、小林は結晶スケルトン多項式を

Skλ(x) =
∑

T∈ST(λ)

xdesT

と導入した。ただし、ST(λ)は形がλの標準盤全体の集合、desTはTの降下列、xa =

xa1
1 · · ·xan

n , n = |λ| である。古典的なRSK対応

Knuth arraysn →
⊔
λ⊢n

SSYT(λ)× SSYT(λ), w 7→ (P (w), Q(w))

はSchur関数の和の基本的準対称関数に関する展開∑
λ⊢n

sλ(X)sλ(Y ) =
∑
w∈Sn

Fdesw−1(X)Fdesw(Y )

を導く。ただし、X,Y は無限変数の組を表す。もちろん、RSKを制限すれば、R, RS

対応になる。

Sinvol
n →

⊔
λ⊢n

ST(λ), w 7→ P (w),

Sn →
⊔
λ⊢n

ST(λ)× ST(λ), w 7→ (P (w), Q(w)),

Nn →
⊔
λ⊢n

SSYT(λ)× ST(λ), w 7→ (P (w), Q(w))

小林は、このスケルトン版も自然に成り立つことを示した。
定理 1 ∑

λ⊢n

Skλ(x) =
∑

w∈Sinvol
n

xdesw.

∑
λ⊢n

Skλ(x)Skλ(y) =
∑
w∈Sn

xdes(w−1)ydesw.∑
λ⊢n

sλ(X)Skλ(y) =
∑
w∈Sn

Fdes(w−1)(X)ydesw.

キーワード：結晶グラフ、スケルトン、RSK対応
∗ 221-8686 横浜市神奈川区六角橋 3-27-1 神奈川大学
e-mail: masato210@gmail.com
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また、このq-類似も存在する。その特殊化では、新しいMahonian統計や次数付きFrobe-

nius特性関数が得られる。さらに、major indexや charge, cochargeとの関係も判明し
た。講演では、これらの詳細を紹介したい。

参考文献
[1] S. Brauner, S. Corteel, Z. Daugherty, A. Schilling, Crystal skeletons and their axioms,

arXiv:2503.14782.

[2] A. J. Cain, A. Malheiro, F. Rodrigues, I. Rodrigues, Structure of quasi-crystal
graphs and applications to the combinatorics of quasi-symmetric functions, to appear.
arXiv:2302.07694.

[3] M. Kobayashi, Crystal skeleton polynomials, in preparation.

[4] F. Maas-Gariépy, Quasicrystal structure of fundamental quasisymmetric functions, and
skeleton of crystals, arXiv:2302.07694.
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周期 TASEPのベーテ方程式の解法と完全性の証明
代数曲線を用いた解法
岩尾　慎介 (慶大商)∗

1 はじめに:周期 TASEPとベーテ方程式
（本講演の内容は、プレプリント [1]に基づく。）
1次元上に並んだ格子上を、区別のつかない粒子が一方向に進む確率過程を完全非対称

単純排他過程（TASEP）という。ここでは、周期境界条件を課した TASEP（図 1）を考
える。以下、粒子の個数を N、系のサイズを Lとする（N < L）。

dt dt dtdt×

図 1 TASEPの状態の例。ここでは L = 10, N = 4である。

このとき、系のとり得る状態は Ω =
(
L
N

)個ある。各状態は、以下の規則で遷移する。
• tを時刻とする。微小時間範囲 [t, t+ dt]の間に、各粒子は独立に、確率 dtで右の
マスに移動する。ただし、自分の右のマスに他の粒子があるときは移動しない。

TASEPの挙動は、マスター方程式
d

dt
ψ(t) =Mψ(t) (1)

（M ∈ RΩ×Ω: マルコフ行列, ψ ∈ RΩ: 確率ベクトル）により記述される。したがって
TASEPの挙動はM の固有値・固有ベクトルが求まれば完全に解析される。
しかし、系のサイズに比してM のサイズが大きすぎる、M の具体形が複雑であるな

どの理由から、標準的な線形代数の方法のみでM の固有値を分析するのは困難である。
そこで、一般の L,N に対して統一的にM の固有値・固有ベクトルを求める手法として、
ベーテ仮設法がよく知られている。これは、ベーテ方程式

zNi
(1− zi)L

= (−1)N+1

N∏
j=1

zj, (i = 1, 2, . . . , N), (2)

∗〒223-8521 神奈川県横浜市港北区日吉４丁目１－１　慶應義塾大学　日吉キャンパス
e-mail: iwao-s@keio.jp

本研究は科研費 (課題番号:22K03239,23K03056)の助成を受けたものである。
2020 Mathematics Subject Classification: 82B23, 60j27, 82C22

キーワード：Bethe ansatz, periodic TASEP, completeness, algebraic curves and Riemann surfaces.
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をみたす複素数の組 (z1, . . . , zN)を見つけることができれば、以下の手順で λ, ψ が構成
できるというものである。（この具体形は本講演では用いない。）� �
x1, . . . , xN に依存しない定数 Cσ (σ ∈ SN)をとることができて、

ψ(x1, . . . , xN) =
∑
σ∈SN

Cσ(1− zσ(1))
x1 . . . (1− zσ(N))

xN , λ =
N∑
i=1

zi
1− zi

.

ただし、ψ(x1, . . . , xN)の変数 1 ≤ x1 < x2 < · · · < xN ≤ Lは、粒子の位置をあら
わす。� �
したがって、TASEPの挙動を解析するにはベーテ方程式 (2)の解を求めればよい。

2 TASEPベーテ方程式の解法
ベーテ方程式 (2) の解を求める試みはさまざまな研究者によってなされてきた。そこ

では、複素関数論を援用した数値解析的な方法が多く用いられてきたが、Prolhac[2, 3]の
一連の仕事により、リーマン面を用いた純理論的な手法も発達した。
本研究では Prolhacの研究を推し進め、ベーテ方程式 (2)を代数幾何学的に再定式化す

る。この定式化には、古典的によく知られているリーマン面と C上の代数曲線の等価性
を用いる。うれしいことに、再定式化の結果、ベーテ方程式 (2)は非常に初等的な「平面
曲線と直線の交点の座標を求める問題」に帰着してしまう。したがってこの方法で、ベー
テ方程式 (2)のすべての解を得ることが可能となる。
系として、TASEPベーテ仮設法の完全性問題を（パラメータが generic な場合に）肯

定的に解決することができた。これは、「ベーテ方程式 (2)の解がもとのマスター方程式
(1)の解をすべて尽くすか」という問いで、ベーテ仮設法における基本的な問題である。
（ベーテ方程式の完全性は多くの研究者が成り立つと認めているものの、数学的に厳密な
証明となると、（私（と共同研究者）の知る限り）載っている文献は無かったようである。）
L,N → ∞における TASEPの挙動を考える際には、用いられるリーマン面の種数と

連結成分の個数を Lや N の関数としてあらわす明示式が重要になる。時間があれば、こ
れらの不変量の計算の方法についても紹介したい。

参考文献
[1] S. Iwao and K. Motegi, ”Bethe roots for periodic TASEP and algebraic curve,”

arXiv:2504.19690.

[2] S. Prolhac, Riemann surfaces for KPZ with periodic boundaries, SciPost Phys. 8, 008

(2020).

[3] S. Prolhac, Riemann surface for TASEP with periodic boundaries, J. Phys. A: Math.

Theor. 53, 445003 (2020).
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