
調和束・モノポール・インスタントン

–微分幾何と代数幾何の交錯–

望月 拓郎 (京都大学数理解析研究所)∗

複素微分幾何学における興味深いテーマとして, 代数幾何的な対象と微分幾何的な対象の対応の追究

が挙げられます. 微分幾何的な対象は非線形な偏微分方程式で定式化されるため, 非自明な例の存在を示

すことさえ難しい場合が多いのに対して, 対応する代数幾何的な対象は相対的には調べやすくなること

があります. 一方で, 微分幾何的な情報によって, 代数幾何的な対象についてより深く研究することがで

きるようになることもあります. そのため, このような対応は双方向に豊かな実りをもたらすと考えられ

ます.

そのような対応の一つとして, 代数多様体上のベクトル束の計量に関する “Kobayashi-Hitchin対応”

が詳しく研究されてきました. 1960年代にNarasimhanとSeshadriによって, コンパクトRiemann面上

の既約ユニタリ接続を持つベクトル束と, 安定で次数 0の代数的ベクトル束の間の対応が証明されまし

た. これは, 1980年代にKobayashi, Lübke, Donaldson, Hitchin, Uhlenbeck, Yau達によって高次元の場

合に拡張され, 滑らかな射影多様体上の既約Hermitian-Einstein接続を持つベクトル束と安定な代数的

ベクトル束の間の同値が確立されました. その後, さまざまな変種が研究されました. 中でも, Simpson

とCorletteによって詳しく研究された調和束・Higgs束・平坦束の対応は極めて興味深いものです. 筆者

は特異性を持つ調和束の場合の対応を研究し, さらに半単純代数的ホロノミックD加群と純ツイスター

D加群の対応を得ました. これは代数的ホロノミックD加群の半単純性の研究に応用されました.

純ツイスターD加群や混合ツイスターD加群の関手性によって, 非常に多くの有理型平坦束が自然に

調和束の構造を持つことがわかります. 最近では, 調和束の “存在”以上の情報を得ることに興味を持っ

て研究しています. また, 調和束の非可換ホッジ理論の類似として, 周期性を持つようなモノポールと差

分加群の間の小林-Hitchin対応を得ました. 以下では, このような発展について報告します.

1. 調和束
1.1. 背景

この節の内容の詳細は, 例えば [12, 13, 17, 18, 21, 26] や, そこで挙げられている参考文献を御参照くだ

さい.

1.1.1. 定義

Xを複素多様体とします. (E, ∂E)をX上のHiggs束,すなわち, (E, ∂E)はX上の正則ベクトル束で, θは

End(E)⊗Ω1,0の正則切断でθ ∧ θ = 0を満たすものとします. hをEのエルミート計量とすると, Chern

接続∇h = ∂E + ∂E,hと θの随伴 θ†hが得られます. 接続D1
h := ∇h + θ + θ†hが平坦 (i.e., D1 ◦ D1 = 0)の

時, hを (E, ∂E , θ)の多重調和計量といい, (E, ∂E , θ, h)を調和束といいます.

多重調和計量は平坦束に対しても定義されます. (V,∇)をX上の平坦束とし, hをV のエルミート計

量とします. ∇はユニタリ計量∇hとEnd(E)⊗ (Ω1,0 ⊕ Ω0,1)の自己共役切断Φhの和∇ = ∇h + Φhに

一意的に分解されます. さらに, ∇h = ∂E,h + ∂E,h, Φh = θ†h + θhのように (0, 1)-部分と (1, 0)-部分の

和に分解されます. (V, ∂V,h, θh)がHiggs束のとき, hを (V,∇)の多重調和計量といいます. このとき,

(V, ∂V,h, θh, h)は調和束になります. (V,∇, h)という組を調和束ということもあります.

1.1.2. Kobayashi-Hitchin対応

Xが射影多様体の時, 既約調和束と単純平坦束の間の同値性がCorletteによって示され, Chern指標が自

明である安定Higgs束と既約調和束の間の同値性がSimpsonによって示されました. dimX = 1で階数
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が2の時はDonaldsonとHitchinによる結果であり, さらに, Ohsawa-Diederichによる先駆的な研究も知

られています. この同値は, Higgs束や平坦束のモジュライの豊かな研究の出発点の一つであり極めて重

要なものです.

調和束とHiggs束と平坦束の間の同値は,複素数λによってパラメータ付けされる同値の族に拡張されま

す. 任意の複素数λをとります. (E, ∂E , θ, h)を調和束とすると, 微分作用素Dλ := ∂E +λθ†h+λ∂E,h+ θ

は平坦 λ-接続になります. すなわち, 各 f ∈ C∞(X)と各 s ∈ C∞(X,E)について Dλ(fs) = (∂X +

λ∂X)f · s+ fDλ(s) が成り立ち, さらに可積分条件Dλ ◦Dλ = 0が満たされます. そして, Xが射影多様

体であれば, Chern指標が自明である安定λ-平坦束と既約調和束の間の同値性がDeligneと Simpsonに

よって示されました. Higgs束との対応, 平坦束との対応はそれぞれλ = 0, λ = 1に現れます.

1.1.3. 特異性をもつ場合

§1.1.2で述べた対応は特異性のある場合に拡張されています. Xを射影多様体とし, H =
∪

i∈Λ Hiを複

素多様体Xの単純正規交叉超曲面とします. 大雑把にいうと, X \H上の調和束と (X,H)上の有理型λ-

平坦束との間の対応が得られるのですが, それぞれ“境界条件”を課す必要があります.

(E, ∂E , θ)をX\H上の調和束とします. θの“固有値”を集めることでスペクトル多様体Σθ ⊂ T ∗(X\H)

が定まります. Σθが代数的な場合, (E, ∂E , θ)を (X,H)上のワイルド調和束といいます. (Xが代数的でな

い場合には, “P(T ∗X⊕OX)における閉包が複素解析的”という条件を課します.) また, ΣθのT ∗X(logH)

における閉包がX上固有, という強い条件を課すことで得られる従順調和束というものを考えることも

あります.

OX(∗H)をHに極を持ち得るX上の有理型関数のなす層とします. Vを局所自由OX(∗H)-加群とし,

DλをVの平坦λ-接続とします. (V,Dλ)の “境界条件”はV上のフィルター付ベクトル束P∗Vで, Dλと

の両立条件を満たすものです. V上のフィルター付ベクトル束とはVの局所自由OX -部分加群の増大列

PaV (a ∈ RΛ)で, PaV(∗H) = PVであり, 各 P ∈ Hのまわりでは “locally abelian”という条件を満

たすものです. DλとフィルターP∗Vとの両立条件は, 各P ∈ Hにおいて, 次の二つが満たされること

です: (i) P における形式的完備化の不確定値に関する分解 (V,Dλ)|P̂ =
⊕

a∈I(P )(VP,a,Dλ
P,a) に応じて

P∗(V)|P̂ =
⊕
P∗VP,a と分解される, (ii) Dλ − da idVP,a

はP∗(VP,a)に関して logarithmic. (ここではDλ

が“変わり点”を持たない状況に限定しています. 変わり点を解消できることがKedlayaや筆者の仕事で

知られているので, 理論的にはこのような場合を考えれば十分です.) このような条件を満たす (P∗V,Dλ)

を良フィルター付λ-平坦束といいます. より強く, (i)においてI(P ) = {0}が各P ∈ Hで満たされるよ

うなものを正則フィルター付λ-平坦束といいます.

定理 1.1 (X,H)上の既約な良ワイルド調和束と (X,H)上の安定な良フィルター付λ-平坦束 (P∗V, θ)で
chi(P∗V) = 0を満たすものが同値.

この定理はdimX = 1の場合は本質的にはSimpson, Biquard-Boalch, Sabbahによるものです. dimX >

1の時, λ = 1の場合の証明は [13]で与えられています. λ = 0の場合は [26]で説明されています. λ ̸= 0, 1

の場合はλ = 1の場合と同様です. 従順調和束と正則フィルター付λ-平坦束の間の同値は, λ ̸= 0, 1の場

合も含めて, [10, 11]で与えられています.

(X,H)がS1-作用を持つ場合, S1-作用に関して斉次性を持つような良ワイルド調和束と良フィルター

付Higgs束の間の対応が得られます [26]. これは, 半無限ホッジ構造の変動やフロベニウス多様体などの

構造の微分幾何的構成において役立つことが期待されます.

定理 1.1は半単純有理型平坦束の研究において特に有用でした. 有理型平坦束 (V,∇) 上には標準的な
フィルター付平坦束 (P∗V,∇)が存在し, (V,∇)が単純であることと (P∗V,∇)の安定性が同値になりま
すので, 代数的半単純有理型平坦束は標準的な多重調和計量を持つことがわかります. これは, 調和束が

遍在していることを意味しています.

Higgs束に関しても 1次元の場合は既に有用な定理であり, 高次元の場合にも例えばDonagi-Pantev-

Simpsonによって幾何学的Langlands理論への応用が研究されています. ただし, 高次元の場合は, 有理

型Higgs束 (V, θ)に対して chi(P∗V) = 0 (i = 1, 2)を満たすように良フィルター付Higgs束 (P∗V, θ)をと
ることが難しくなり, このことが応用する上での障害になります.



1.1.4. ツイスターD加群

Simpsonのメタ定理と, M. Saitoによるホッジ加群の理論に基づいて, Sabbahや筆者によって調和束の

“D加群版”である純ツイスターD加群やその一般化の混合ツイスターD加群が研究されました. これ

らは, 層に対して通常行なうような操作に関して閉じています. また, Xの複素解析的閉集合Zに台を持

つ純ツイスターD加群は, ZのZariski開集合上のワイルド調和束と (重みの取り方を除いて)同値になり

ます. したがって, 与えられた純ツイスターD加群に対してさまざまな操作を施し, 必要ならば重みフィ

ルトレーションに関するGrをとることで, 調和束を得られます.

例えば, Hを射影多様体Xの超曲面とし, X\H上の代数関数fが与えられた時, Ef := (OX(∗H), d+df)

という有理型平坦束が得られます. これにさまざまな操作, 例えば積分を施すことで, 興味深いD加群が

得られます. 一方 Ef|X\Hは自然な多重調和計量を持つため, Efを下部構造として持つ混合ツイスターD

加群が得られます. したがって, Efから出発して得られるD加群は, 自然に混合ツイスターD加群の構

造を持ちます.

ツイスターD加群の定義は込み入っているので, ここではツイスターD加群の基盤となるR加群を説
明します. Xを複素多様体とし, ΘX を正則接ベクトルのなす層とします. p : C × X −→ Xを射影と

します. C×X上の正則な微分作用素全体のなす層DC×Xの中で, p∗ΘX

(
−({0} ×X)

)
によってOC×X

上生成される代数の部分層があります. これをRX であらわすことにします. RX -加群Mは, 平坦 λ-

接続の族を持つOC×X加群と同値です. RX -加群にさまざまなデータを付加したものが混合ツイスター

D加群になります. 調和束 (E, ∂E , θ, h)に対応する純ツイスターD加群の場合は, λ-平坦束の族 (E,Dλ)

(λ ∈ C)を考えることになります.

1.2. 課題

調和束やツイスターD加群の一般論は完成し, ホロノミックD-加群の半単純性の研究への応用もなされ

ました. 今後は他の研究に応用することが望まれます. 例えば, §1.1.3でも触れましたが, ある種の有理

型Higgs束上に定理1.1を適用できるような良いフィルター付ベクトル束を構成して, 調和束やD加群を

得られるか？というのは興味深い課題です.

§1.1.3–1.1.4で触れたように, 調和束や混合ツイスターD加群は非常に多く存在します. また, ツイス

ターD加群の下部構造であるR加群は, “量子化”, “量子曲線”, “量子D-加群”等の名前でさまざまな領

域に現れています. 他の状況で現れたR加群が, ツイスターD加群の下部構造になっているか？という

問は自然ですし, ある状況ではそのようなことが期待されています. ツイスターD加群の下部構造になっ

ているR加群はかなり強い条件を満たしますので, そのようなことがわかればなんらかの応用も期待さ

れます.

しかし, 今のところ, 具体的な表示を持つR加群がツイスターD加群の下部構造になっていることを

示す方法はあまりありません. 一つの理由は, “存在”以上のことがよくわかる混合ツイスターD加群や

調和束の例が少ない, という点にあるように思われます. ですから, 調和束やツイスターD加群の理論

と他の諸研究との関わりを探すには, 完全にではなくても, ある程度具体的に記述できる例を見つけて

いくことが一つの道筋になると思われます. §1.3–§1.5では, R加群やV -フィルトレーションを具体的に

記述できるツイスターD加群の例について述べます. また, §1.6では, 自然な調和束の族 (E, ∂E , tθ, ht)

(t ∈ C∗)の t→∞における挙動について触れます.

1.3. Better behaved GKZ-systems

Borisov-Horja [1]によって導入されたbetter behaved GKZ-systemsについて述べます. Znの部分集合

A = {a1, . . . ,am}をZn =
∑m

i=1 Zaiが満たされるようにとり, 次のようにおきます.

KR(A) :=
{ m∑
j=1

rjaj

∣∣∣ rj ∈ R≥0

}
, K(A) := Zn ∩KR(A), K(A)◦ := Zn ∩ (KR(A)の内部).

K(A)の部分集合Γが, Γ + a ⊂ Γ (∀a ∈ A) を満たすとします. β = (β1, . . . , βn) ∈ Cnをとります. こ

の時, Cm上の関数の組 (Φc| c ∈ Γ)に関して, 次の (1), (2) によって定まる微分方程式系GKZ(A,Γ,β)



をbetter behaved GKZ-systemといいます.

∂xj
Φc = Φc+aj

(∀c ∈ Γ, ∀j = 1, . . . ,m) (1)(∑
j

aj,ixj∂xj + ci − βi

)
Φc = 0 (∀c ∈ Γ, ∀i = 1, . . . , n) (2)

対応するCm上のD加群をM(A,Γ,β) であらわします. 特に興味があるのはMA,∗ := M(A,K(A), 0)
とMA,! := M(A,K(A)◦, 0)です.

(C∗)n × Cm上の代数関数FA :=
∑

xjt
aj に付随する代数的D加群L(FA) := (O(C∗)n×Cm , d + dFA)

を考えます. π : (C∗)n × Cm −→ Cmを射影とすると, MA,∗ ≃ π0
∗L(FA) とMA,! ≃ π0

! L(FA) が成り立

ちます. これより, MA,∗とMA,!は自然に混合ツイスターD加群の下部構造になることがわかります. し

たがって, 特に対応するR-加群MA,⋆ (⋆ = ∗, !) が得られます.

定理 1.2 (Reichelt-Sevenheck [32], M [23]) Cλ ×Cm上の関数の組 (Φc | c ∈ Γ)に関する次のよう

な微分方程式系GKZR(A,Γ,β)

λ∂xjΦc = Φc+aj (∀c ∈ Γ, j = 1, . . . ,m),(
λ(ci − βi) +

m∑
j=1

aj,iλxj∂xj

)
Φc = 0 (∀c ∈ Γ, i = 1, . . . , n),

に付随するR-加群をMGKZ(A,Γ,β)とすると,

MA,∗ ≃MGKZ(A,K(A), 0), MA,! ≃MGKZ(A,K(A)◦, 0).

1.4. Toda方程式

rを正整数とし, q ∈ C∗を変数として, r次正方行列K(r, 1)を次のように定めます.

K(r, 1)i,j :=


1 (i = j + 1)

q ((i, j) = (1, r))

0 (その他)

E =
⊕
OC∗ei上のHiggs場 θe = eK(r, 1)dq/qを得ます.

定理 1.3 (Guest-Lin [4, 5], M [14, 15]) (E, θ)の調和計量hで det(h) = A log |q| (Aは正定数)を満

たすものは, 実数の組a = (a1, . . . , ar) ∈ Rrでa1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ ar ≥ a1 − 1 を満たすものによって分類

されます. また, 各a ∈ Rrについて, 調和束
(
E, θ, ha

)
に付随するR-加群Maは, 次のようにあらわさ

れます:

Ma(∗q) ≃
( r⊕

i=1

OCλ×C∗
q
ẽi,∇rel

)
, q∇rel

q ẽ = ẽ
(
− diag[a1, . . . , ar] +

1

λ
K(r, 1)

)
さらに, q =∞におけるStokes構造がaによって記述されます.

1.5. Kontsevich複体

Xを滑らかな射影多様体とし, Hを正規交叉超曲面とします. 全射f : X −→ P1をf−1(∞) ⊂ Hを満た

すようにとります. fの極因子を (f)∞であらわします. Ωj
fを

df : Ωj
X(logH) −→ Ωj+1

X (logH)⊗OX((f)∞)
/
Ωj+1

X (logH)

の核として定めます. 各 (λ, τ) ∈ C2について複体 (Ω•
f , λdX + τ df)が得られます. これをKontsevich複

体といいます.

ある混合ツイスターD加群のV -フィルトレーションによってKontsevich複体を捉えることができま

す. X(1) := X ×Cτ , H
(1) := H ×Cτとおき, qX : Cλ ×X(1) −→ X を射影とし, Ω

j

f := λ−jq∗XΩj
f とお

きます. さらに, 次のようにおきます.

K(f) :=
(
Ω

•
f , dX + λ−1τdXf

)
≃

(
q∗XΩ•

f , λdX + τ dXf
)



(X(1), H(1))上の有理型関数 τfに同伴するD-加群
(
OX(1)(∗H(1)), dX + dX(τf)

)
は自然に混合ツイス

ター加群の構造を持ち, 特に対応するRX(1)-加群L∗(τf,H
(1))が得られます.

定理 1.4 ([20]) L∗(τf,H
(1))は τに沿ったV -フィルトレーションを持ち, その residueはnilpotentであ

り, さらにquasi-isomorphism K(f) −→ Ω
•
X ⊗ V−1L∗(τf,H

(1)) が自然に得られます.

混合ツイスターD加群についての一般論を用いるとEsnault-Sabbah-Yu, Morihiko Saito, Kontsevich

によって得られていた定理 “dimHj(X, (Ω•
f , λd + τ df)) は (λ, τ)に依存しない” は定理 1.4の系になり

ます.

1.6. 漸近挙動と極限配置

Xをコンパクトリーマン面とし, (E, ∂E , θ)を次数0の安定Higgs束とします. 任意の t ∈ C \ {0}につい
て, (E, ∂E , tθ)は調和計量htを持ちます. Higgs束のモジュライ上のハイパーケーラー計量への興味から,

(E, ∂E , tθ, ht)の t→∞における挙動についてMazzeo-Swoboda-Weiss-Witt [8, 9]をはじめとする多く

の人達によって活発に研究されています. ここでは, rankE = 2の場合に, 筆者による結果を紹介します.

Σθ を θのスペクトル曲線とします. Σθ −→ X のファイバーの個数が全ての P ∈ X について 1の

場合は簡単なので, 一般の P ∈ X に関してはファイバーの個数が 2とします. D(θ)をファイバーの

個数が 1であるような P ∈ X のなす集合とします. tr(θ) = 0の場合に考えれば十分です. 必要な

らば適当な被覆写像による引き戻しを考えることで, ω ∈ H0(X,Ω1
X)とX 上の直線束 Li (i = 1, 2)

を用いて (E, θ)|X\D(θ) = (L1, ω)|X\D(θ) ⊕ (L2,−ω)|X\D(θ) のようにあらわされます. さらに, 誘導

射E −→ Li(∗D(θ))が全射E −→ Liを誘導するようにとれます. di := deg(Li) (i = 1, 2)とおきま

す. d1 ≤ d2と仮定できます. 各 P ∈ D(E, θ)について, mP を ωの P における 0点の位数とし, ℓP を

det(E) −→ L1 ⊕ L2の余核のPにおける長さとします. χP : R≥0 −→ R≤0を次のように定めます.

χP (a) :=

{
(mP + 1)a− ℓP /2 (a ≤ ℓP /2(mP + 1))

0 (a ≥ ℓP /2(mP + 1))

次の条件を満たすaE,θ ∈ R が一意的に定まります.

0 ≤ aE,θ ≤ max
P∈Z(ω)

{
ℓP /2(mP + 1)

}
, d1 +

∑
P∈Z(ω)

χP (aE,θ) = 0

L1とL2のP におけるパラボリックウェイトを, それぞれ−χP (aE,θ) and χP (aE,θ) + ℓP とおくと,

D(E, θ)に特異性を持つような平坦計量hlim
Li
が定まります. 次の定理は, htが近似的にどのように表され

るかを述べています.

定理 1.5 ([19]) D(E, θ)の外で limt→∞ ht = hlim
L1
⊕ hlim

L2
.

2. モノポール
2.1. 粗い主張

モノポールのKobayashi-Hitchin対応を研究して, 次のような対象の同値を得ています.

• 一つの周期性を持つモノポール←→ C上の差分加群 [24].

• 二つの周期性を持つモノポール←→ C∗上の差分加群 [25].

• 三つの周期性を持つモノポール←→ 楕円曲線上の差分加群 [27].

実際には, 調和束の時のように, ツイスターパラメータに依存する対応の族が得られます. 以下でモノ

ポールや差分加群について説明します. §2.3で, 二重周期の場合に, より詳しい主張を述べます.



2.1.1. モノポール

Xを向きづけられた 3次元リーマン多様体とします. EをX上のベクトル束とし, hをEのエルミート

計量, ∇を (E, h)のユニタリ接続, ϕをEのhに関する反エルミート自己準同型とします. Bogomolny方

程式F (∇) = ∗∇ϕ が満たされる時, 組 (E, h,∇, ϕ)をモノポールといいます. ここで, F (∇)は∇の曲率
であり, ∗はXのホッジ作用素です.

ΓをR3の非自明な離散部分群とし, MΓ := R3/Γとおくと, これは自然にリーマン多様体です. ここ

では,MΓから有限個の点を除いた多様体上のモノポールに特に興味を持ちます. ΓがZと同型の時, そ

のようなモノポールは周期性を持つR3上の特異モノポールとみなせるため, 周期的モノポールといいま

す. 同様に, Γ ≃ Z2の時は二重周期性を持つモノポール, Γ ≃ Z3の時は三重周期性を持つモノポールと

いいます. このような周期性を持つモノポールについての組織的な研究はCherkis-Kapustin [3]によっ

て始められました.

2.1.2. 差分加群

αを複素数とすると, 多項式環C[y]の自己同型Φ∗が, Φ∗(f)(y) := f(y + α)によって定まります. C[y]-
加群 V に, C-線形自己同型 Φ∗ : V −→ V で Φ∗(fs) = Φ∗(f)Φ∗(s) (∀f ∈ C[y], ∀s ∈ V )を満たす

ものが与えられている時, (V ,Φ∗)をC上の差分加群といいます. 非可換環Aα :=
⊕

n∈Z C[y](Φ∗)nを

Φ∗ · f(y) = f(y+ α) ·Φ∗によって定めると, C上の差分加群はAα-加群と同値です. ここでは, 常に次の

三つを仮定します. (i) V はC[y]上 torsion-free, (ii) Aα上有限生成, (iii) 有限階数の自由C[y]-部分加群
V ⊂ V で, Aα · V = V , V ⊗C[y] C(y) = V ⊗C[y] C(y)を満たすものが存在.

C∗上でも “差分加群”を考えることができ, q-差分加群とも呼ばれます. 0でない複素数 qをとると,

Laurent多項式環C[y, y−1]の自己同型Φ∗が, Φ∗(f)(y) = f(qy)によって定まります. C[y, y−1]-加群V

に, C-線形自己同型Φ∗ : V −→ V でΦ∗(fs) = Φ∗(f)Φ∗(s) (∀f ∈ C[y, y−1], ∀s ∈ V )が成り立つもの

が与えられている時, (V ,Φ∗)をC∗上の差分加群といいます. 非可換環Bq :=
⊕

n∈Z C[y, y−1](Φ∗)nを

Φ∗ · f(y) = f(qy) · Φ∗によって定めると, C∗上の差分加群はBq-加群と同値です. C∗上の差分加群の場

合も, 上の (i), (ii), (iii)に対応する条件を常に課します.

同様の対象は, 楕円曲線に関しても考えられます. T を楕円曲線とし, α ∈ T をとると, T の自己同型

Φ : T −→ T がϕ(z) = z + αによって定まります. 雑にいうと, OT -加群Vと同型Φ∗(V) ⊗ OT (∗D) ≃
V ⊗OT (∗D)の組を楕円曲線上の差分加群といいます. (ただし, DはTの有限部分集合です.)

2.2. 背景

この研究の背景には, 複素解析的データによるモノポールの分類と, リーマン面上の調和束の非可換ホッ

ジ理論, という二つの研究の流れがあります.

2.2.1. モノポールの分類

モノポールの複素解析的データによる分類に関しては, 1980年代以来, 多くの興味深い研究がありました.

最も古典的なのは, DonaldsonとHitchinによる研究です. 彼等はR3上のSU(2)-モノポールで曲率がL2

という条件を満たすものと, P1からP1への正則写像の対応を得ました. (L2-曲率という条件から, 周期性

を持つモノポールは自動的に排除されます.) DonaldsonとHitchinによる同値はNahm方程式の解を経由

するものでしたが, 後にHurtubiseが直接的な対応を得ています. さらに, この対応はHurtubise-Murray,

Jarvisの研究によって, より一般のコンパクト群Gの場合の対応に拡張されました. 比較的最近になっ

て, Kapustin-Witten [6]による物理的観点からの幾何学的Langlands理論の研究によって再びモノポー

ルに興味がもたれています. 彼等の仕事に触発されて, Norbury [29]はコンパクトリーマン面Σ上のベ

クトル束のHecke modificationが [0, 1]×Σ上の直積上の特異性をもつモノポールと対応することを示し

ました. また, Charbonneau-Hurtubise [2]は, S1 × Σ上の特異性を持つモノポールと, Σ上のベクトル

束と有理自己同型の組の間のKobayashi-Hitchin対応を得ました.

2.2.2. リーマン面上の調和束の非可換ホッジ理論との類似

§2.1で述べた対応が非可換ホッジ理論との類似であることを説明します. R4上に自然なユークリッド計

量を考えると自然にハイパーケーラー多様体です. 開集合U上のインスタントンとは, ベクトル束E, エ



ルミート計量h, ユニタリ接続∇の組でASD方程式F (∇) + ∗F (∇) = 0 を満たすものです.

LをR4の実部分ベクトル空間で, U = U + Lが満たされるとします. π : U −→ U/Lを射影とします.

インスタントン (E,∇, h)がL-同変の時, U/L上にエルミート計量付ベクトル束 (E′, h′)とL-同変な同型

(E, h) ≃ π−1(E′, h′)が得られます. さらにE′上にはユニタリ接続∇′が誘導され, ∇− π−1(∇′)よりE′

の交代エルミート準同型の組ϕ′が得られます. ASD方程式は∇′とϕ′に関する非線形偏微分方程式に飜

訳されます. よく知られているように, dimR L = 1の時には, Bogomolny方程式, dimR L = 2の時には

Hitchin方程式, dimR L = 3の時にはNahm方程式が得られます. 特に, 調和束もモノポールもインスタ

ントンの次元簡約です.

複素座標R4 ≃ C2を
∑

dx2
i = dz dz̄ + dw dwのようにとります. 各複素数λについて, 複素座標 (ξ, η)

を (ξ, η) = (z + λw,w− λz̄)で与えると, これは, ハイパーケーラー多様体R4のツイスターパラメータλ

に対応する複素構造を与えます. この複素構造と開集合Uから得られる複素多様体をUλで表します.

L = Cz × {0}で, Uλ = Cz × Uwの場合を考えてみます. (ただし, UwはCwの開集合.) この時, Uλ上

のL-同変正則ベクトル束はUw上のλ-平坦束と同値になります. 実際,

∂η̄ =
1

1 + |λ|2
(
∂w − λ∂z̄

)
, ∂ξ =

1

1 + |λ|2
(
λ∂w + ∂z̄

)
のようにあらわされるので, ∂ξと ∂η̄の可換な作用は, 変数wに関してみると平坦 λ-接続とみなせます.

U上のL-同変インスタントンとUw上の調和束の間の同値は, インスタントンから誘導されるUλ上の正

則ベクトル束と, 調和束から誘導されるλ-平坦束の間の同値と両立します. したがって, 調和束とλ-平坦

束の間の同値は, Uλ上の適当な境界条件や安定性条件を満たすL-同変正則ベクトル束とU上のL-同変

インスタントンの間の同値とみなすことができます.

L = R × {0} ⊂ Cz × Cw とし, Γを (Cz × Cw)/Lの離散部分群とします. Γの引き戻しとして,

Γ̃ ⊂ Cz × Cwが誘導されます. Γ̃-同変インスタントンはU/Γ̃上のモノポールと同値です. そこで, 調和

束についての対応の類似として, この状況でどのような対象の間の対応が得られるのかを問うのは自然

な問題です. §2.1で挙げた対応はこの問の解答であり, その意味で非可換ホッジ理論をモノポールの状況

で考えていることになります.

以上が筆者にとっての元々の研究動機でしたが, [7]ではモノポールと差分加群の間の対応がFukaya圏

の非可換ホッジ理論の例として捉えられています.

2.3. 二重周期の場合

二重周期モノポールの場合に, §2.1で述べた対応をもう少し詳しく説明します.

2.3.1. 有理型モノポール

ΓをCの格子 (離散部分群で C/Γがコンパクト) とします. M = R× (C/Γ)とします. t, zをそれぞれR
とCの標準座標とし, ユークリッド計量 dt dt+ dz dz̄を考えます. ZをMの有限集合とします. 次のよ

うな条件が満たされる時,M\ Z上のモノポール (E, h,∇, ϕ)が有理型であるといいます.

• Zを含むコンパクト集合K ⊂Mをとると,M\K上でF (∇)は有界.

• 各P ∈ Zは (E, h,∇, ϕ)のDirac型特異点.

ここで, Dirac型特異点とはKronheimerによって導入された概念で, 次のように定義されます. Uを

R×Cにおける (0, 0)の近傍とし, (E, h,∇, ϕ)をU \ {(0, 0)}上のモノポールとします. φ : C2 −→ R×C
をφ(u1, u2) = (|u1|2−|u2|2, 2u1u2)とおきます. Ũ := φ−1(U)とおき, ξ := −u1 du1+u1 du1−u2 du2+

u2 du2 とおきます. Ũ \ {(0, 0)}上のエルミート計量付べクトル束 (Ẽ, h̃) := φ−1(E, h)が得られます. さ

らに, ユニタリ接続 ∇̃ := φ−1(∇) +
√
−1ξ ⊗ φ−1(ϕ)が得られます. (Ẽ, h̃, ∇̃)が Ũ \ {(0, 0)}上のインス

タントンになることがKronheimerによって示されています. そして, (Ẽ, h̃, ∇̃)が Ũ上のインスタント

ンに延長される時に, (0, 0) ∈ Uを (E, h,∇, ϕ)をDirac型特異点といいます. |ϕ|h = O
(
(|t|2 + |z|2)−1/2

)
がDirac型特異点の必要条件であることはよく知られていましたが, 十分条件でもあることが [28]で示さ

れています.



2.3.2. 安定パラボリック q-差分加群

V を q-差分加群とします. V のパラボリック構造は“{0,∞}における良いパラボリック構造”と“有限部

分におけるパラボリック構造”からなります.

まず, 0における良いパラボリック構造を説明します. V |0̂ := V ⊗C[y]C[[y]]とおきます. ここには自然に

q-差分作用素Φ∗が誘導され, “傾き”による分解V |0̂ =
⊕

ω∈Q V 0̂,ω が得られます. (各ω = ℓ/k (ℓ, k ∈ Z)
について, Φ∗(V 0̂,ω) = V 0̂,ωであり, C[[y]]-格子Lω ⊂ V 0̂,ωを適切にとるとyℓ(Φ∗)k(Lω) = Lω.) そして,

(V ,Φ∗)の良いパラボリック構造とは,次の(i)–(iv)を満たすC[[y]]-格子の増大列P∗V |0̂ = (PaV |0̂ | a ∈ R)
として定義されます: (i) 各 a ∈ Rについて PaV |0̂ =

∩
b>a PbV |0̂, (ii) 各 a ∈ Rと n ∈ Zについて

ynPaV |0̂ = Pa−nV |0̂, (iii) PaV |0̂ =
⊕

ω PaV 0̂,ω, (iv) Φ
∗PaV 0̂,ω = Pa+ωV 0̂,ω. このうち, (i), (ii)は通

常のフィルター付ベクトル束の条件で, (iii), (iv)が q差分作用素との両立性を意味します. ∞における
良いパラボリック構造も同様に定式化されます.

V の有限部分におけるパラボリック構造とは次のようなデータです.

• 有限階数自由C[y, y−1]-部分加群V ⊂ V で,
∑

n∈Z(Φ
∗)nV = V , V ⊗C[y,y−1] C(y) = V ⊗C[y,y−1]

C(y) を満たすもの.

• 有限集合D ⊂ C∗で, V (∗D) = (Φ∗)−1(V )(∗D)を満たすもの.

• 各α ∈ Dについて, 列 tα = (0 ≤ tα,0 < tα,1 < · · · < tα,m(α) < 1)と, V (∗D)⊗C[y,y−1] C[[y − α]]の

C[[y − α]]-latticeの組Lα =
(
Lα,i | i = 1, . . . ,m(α)

)
.

パラボリック q-差分加群 V ∗ :=
(
V , (V, {tα,Lα}α∈D), (P∗V |0̂,P∗V |∞̂)

)
の次数を定義します. V

と (P∗V |0̂,P∗V |∞̂) より, (P1, {0,∞})上のフィルター付ベクトル束 P∗V が得られ, 特に, その次数

deg(P∗V ) ∈ Rが定まります. また, 各 α ∈ Dと i = 0, . . . ,m(α)について, Lα,i+1とLα,iの相対次数

deg
(
Lα,i+1,Lα,i

)
を次のように定めます.

deg
(
Lα,i+1,Lα,i

)
:= length

(
Lα,i+1/Lα,i+1 ∩ Lα,i

)
− length

(
Lα,i/Lα,i+1 ∩ Lα,i

)
.

ただし, 形式的にLα,0 := V ⊗ C[[y − α]], Lα,m(α)+1 := (Φ∗)−1(V )⊗ C[[y − α]] とおきます. すると, V ∗

の次数は次のように定義されます.

deg(V ∗) := deg(P∗V ) +
∑
α∈D

m(α)∑
i=0

(1− tα,i) deg(Lα,i+1,Lα,i)

−
∑
ω∈Q

ω

2

(
dimC((y−1))

(
(V |∞̂)ω

)
+ dimC((y))

(
(V |0̂)ω

))
. (3)

µ(V ∗) := deg(V ∗)/ rank(V )を用いて安定性条件が標準的に定義されます. すなわち, V ∗ が安定であ

るとは, 任意の非自明な部分パラボリック q差分加群V ′
∗についてµ(V ′

∗) < µ(V ∗)が成り立つこととし

て定義されます.

2.3.3. 二重周期モノポールの場合の主張

λを複素数とします. Γの生成元µ1, µ2を (i) λ ̸= ±
√
−1µ1|µ1|−1, (ii) Im(µ2/µ1) > 0のようにとります.

そして,

qλ := exp
(
2π
√
−1µ2 + λ2µ2

µ1 + λ2µ1

)
とおきます.

定理 2.1 各λごとに,M上の既約な有理型モノポールと次数 0の安定パラボリック qλ-差分加群の間に

同値が存在します. (同値の構成法は §2.4で説明します.)

λを固定しても, 定理の主張はµ1の取り方に依存しています. しかし, |λ| ̸= 1の場合には, q-差分加群

に関するRiemann-Hilbert対応を用いると, 次のような意味で本質的にはµ1の取り方には依存せず, λの



みに依存することがわかります. |λ| ̸= 1の時には |qλ| ̸= 1なので, 楕円曲線Tλ := C∗/(qλ)Z ≃ C/Γが得
られます. Ramis, Sauloy, Zhang [31], van der Put, Reversat [30], Kontsevich, Soibelman達の研究に

よって, qλ-差分加群はTλ上のベクトル束で二つのanti-Harder-Narasimhanフィルトレーションを持つ

ものと同値であることが知られています. この q差分加群に関するRiemann-Hilbert対応は, パラボリッ

ク構造を持つ場合に拡張されます [25]. すると,M\Z上の有理型モノポールから得られたパラボリック
qλ-差分加群に対応して, Tλ上に二つのフィルトレーションを持つベクトル束が得られますが, これは,

µ1の取り方に (フィルトレーションの指数のスケーリングを除いて) 依存しないことがわかります.

定理の証明には, 例えば次の三つ問題を議論する必要があります. (i) 有理型モノポールの |t| → ∞に
おける漸近挙動の研究, (ii) パラボリック q-差分加群を有理型モノポールから構成, (iii) 体積が無限の

ケーラー多様体上でのKobayashi-Hitchin対応. (i)では簡単なモノポールの直和に漸近的に近づくこと

を示します. このような研究における基礎になります. (ii)は §2.4で説明します. (iii)は有理型モノポー

ルをパラボリック q-差分加群から構成する上で最も重要なステップになります. モノポールはインスタ

ントンの次元簡約なので, モノポールの構成問題はHermitian-Einstein計量の構成問題に帰着されます.

Simpson [33]は非コンパクトケーラー多様体上の正則ベクトル束上のHermitian-Einstein計量に関する

Kobayashi-Hitchin対応を確立しました. これは大変有益な定理なのですが, 体積が有限という条件が課

されているので, そのままでは定理2.1の証明に使うことはできません. そこで, 体積が無限の場合を [22]

で研究しました.

2.4. q-差分加群の構成

2.4.1. 古典的なアイディア

R3 ≃ R×Cという同型を,
∑

dx2
i = dτ dτ+dα dᾱが満たされるようにとります. U = {T1 < τ < T2}×Uα

とおきます.

(E, h,∇, ϕ)をU上のモノポールとします. ∂E,τ := ∇τ −
√
−1ϕ, ∂E,ᾱ := ∇ᾱとおくと, Bogomolny方

程式より, ∂E,τと∂E,ᾱは可換です. 各T1 < t1 < T2について, Et1 := (E|τ=t1 , ∂E,ᾱ)はUα上の正則ベク

トル束になり, さらに, ∂E,τによって誘導される同型Et1 ≃ Et2は正則ベクトル束の同型になります.

また, T1 < t0 < T2として, (E, h,∇, ϕ)がU∗ = U \ {(t1, α0)}上のモノポールとすると, t1 < t0 < t2

の時, Et1|Uα\{α0} ≃ Et2|Uα\{α0}が得られますが, (t0, α0)がDirac型特異点であればこの同型はα = α0

において有理型になり, Hecke modificationを与えることになります.

このアイディアはモノポールと複素解析的な対象を結びつける研究において本質的に用いられてきま

した. 周期性を持つモノポールの研究でも重要ですが, ほとんどの場合に修正が必要になります.

2.4.2. 構成

(t, z)をR × Cの座標とし, (E, h,∇, ϕ)をR × (C/Γ)上のモノポールとします. (説明を簡単にするため

にZ = ∅の場合を述べます.)

複素数λをとり, (τ, α)を次のように定めます.

α :=
1

1 + |λ|2
(
z + λ2z̄ − 2

√
−1t

)
, τ :=

1

1 + |λ|2
(
2 Im(λ̄z) + (1− |λ|2)t

)
.

dt dt + dz dz̄ = dτ dτ + dα dᾱが成り立ちますので, ∂E,τ , ∂E,ᾱを前のように定めると, [∂E,τ , ∂E,ᾱ] = 0

が成り立ちます. しかし, λ ̸= 0とすると, (τ, α)はΓの作用をあらわすのに適していません. また, 曲率

が減衰する方向ともあっていません. したがってより良い座標をとる必要があります.

実数s1と絶対値が 1の複素数g1を−λµ1 + s1 = g1(µ1 + λs1) ̸= 0 のようにとることができます. そ

して, (t, u) ∈ R× Cを次のようにおきます.

u :=
1 + |λ|2

1− λg1
α, t := τ − Im

( g1 + λ̄

1− λg1
α
)
.

この座標の方が, 今の目的にはより適合しています.

ベクトル場について次が成り立ちます.

∂u =
1− λ̄g1
1 + |λ|2

∂ᾱ −
1

2
√
−1

(g1 + λ)

1 + |λ|2
∂τ , ∂t = ∂τ .



そこで, Eに作用する微分作用素∂E,u と ∂E,tを以下のように定義します.

∂E,u :=
1− λ̄g1
1 + |λ|2

∂E,ᾱ −
1

2
√
−1

(g1 + λ)

1 + |λ|2
∂E,τ , ∂E,t := ∂E,τ .

すると, [∂E,u, ∂E,t] = 0が成り立ちます.

Ze1 ⊕ Ze2のRt × Czへの作用を ei(t, z) = (t, z + µi)によって定めます. すると, (t, u)に関して, e1

の作用はe1(t, u) = (t, u) + (0, µ1 + λs1) のようにあらわされます. したがって, U := exp
(

2π
√
−1

µ1+λs1
u
)
と

おくと, (t, U)はMcov := (Rt × Ru)/Ze1 とRt × C∗
U の同型を誘導します. さらに,

qλ := exp
(
2π
√
−1µ2 + λ2µ2

µ1 + λ2µ1

)
, tλ := −Vol(C/Γ)

Re(g1µ1)
̸= 0

とおくと, e2のMcovへの作用は, e2(t, U) =
(
t+ tλ, qλU

)
のようにあらわされます.

EのMcov −→ Mによる引き戻しをEcovであらわします. このとき, (E, h,∇, ϕ)の |t| → ∞におけ
る漸近挙動の研究の帰結として, 次が得られます.

命題 2.2 C∗
U上のE(t1) = (Ecov

|t=t1
, ∂E,u)とh|t=t1から定まるChern接続の曲率は, ht=t1と

1

(− log |U|2)2 + 1

dU dU

|U|2
.

に関して有界.

これより, 曲率に関してこのような評価が成り立つ計量付正則ベクトル束の一般論によって, E(t1)

は局所自由OP1(∗{0,∞})-加群P(E(t1))に延長されます. [∂E,t, ∂E,u] = 0より, 次の正則同型が得られ

ます.

PE(t1) ≃ PE(t2).

Φ : P1 −→ P1をΦ(U) = qλUによって定めます. 構成より, 次の同型が得られます.

PE(t1) ≃ Φ∗P(E(t1 + tλ)).

したがって, V := H0
(
P1,PE(0)

)
とおくと, 自然にqλ-差分加群になります.

さらに, 正則切断の計量に関する増大度によって, PE(0)はU = 0,∞におけるパラボリック構造を持
ちます. これが, V の{0,∞} における良いパラボリック構造であることがわかります. もしもZ ̸= ∅な
らば, 有限部分におけるパラボリック構造を誘導することが容易にわかります. こうして, V のパラボ

リック構造が得られます.
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