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1. 序
正定値実対称行列や正定値Hermite行列は数学の多くの分野に登場する．私にとって
は，解析概論を読んでいて多変数函数の極値問題の所で出会ったのが最初であったよ
うに思う．正定値実対称行列の全体P(r, R)は，同じサイズの実対称行列がなす実ベ
クトル空間Sym(r, R)における開凸錐であり，線型Lie群GL(r, R)の推移的な作用

Sym(r, R) 3 X 7! gX tg 2 Sym(r, R) (g 2 GL(r, R)) (1.1)

がある．このように，線型 Lie群が推移的に作用するという条件で一般化したものが
等質開凸錐である．
等質開凸錐の理論はVinbergの論文 [21]によって基礎付けがなされたが，研究の動
機としては，Piatetski-Shapiro による非対称な等質Siegel領域（有界領域に正則同相）
の例が正定値実対称行列のなす凸錐を用いた第2種のSiegel領域であったため，非対称
な第1種等質Siegel領域V + i⌦を得るためには，凸錐⌦としてはRiemann対称空間に
ならないものを見いだす必要があったことによる．
本稿では，等質開凸錐について，伊師英之氏，甲斐千舟氏，中島秀斗氏，山崎貴史氏
との共同研究や彼ら自身によって得られたことの一部も含めて，ここ20年程の研究成
果についてまとめてみたい．

2. Koszul–Vinberg代数
まず，等質開凸錐について定義を与えておこう．V を有限次元の実ベクトル空間とし，
ノルムにより位相が入っているとする．⌦はV に含まれる凸錐で，開集合であるとす
る（以下，開凸錐という）．さらに，⌦は正則 (regular)，すなわち，直線を全く含ま
ないとする 1．⌦の線型同型群をGL(⌦)によって表す：

GL(⌦) := {g 2 GL(V ) ; g(⌦) = ⌦}.

GL(⌦) は GL(V ) の閉部分群であるから，線型 Lie 群である．⌦ が等質であるとは，
このGL(⌦)が⌦に推移的に作用するときをいう．

Vinberg [21] の研究手法は，等質開凸錐の1点の接空間に導入される代数構造 2に着
目することにある．
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1したがって半空間等は避け，原点において尖っている凸錐を対象とする．
2Vinberg [21]では clan (ロシア語に忠実に書くと klan) と呼ばれているものである．
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定義2.1

有限次元実ベクトル空間 V に双線型な積 x4 y = L(x)yが定義されているとする．
次の (1)～(3)が成り立つとき，V をKoszul–Vinberg代数という．
(1) [L(x), L(y)] = L(x4 y � y4x) (x, y 2 V )．
(2) V 上の線型形式 sが存在して，s(x4 y)はV に正定値内積を定義する．
(3) 各左乗法作用素L(x) (x 2 V )は実固有値のみを持つ．

注意 2.2 (あ) 積 4 には結合法則を要求しない．
(い) 条件 (1)をみたす代数を左対称代数という．3重線型写像（結合子）[a, b, c ] :=

(a4 b)4 c�a4 (b4 c)を導入するとき，条件(1)と [a, b, c ]が左二つの変数a, bに関し
て対称であることが同値になるのでこの呼び名がある．左対称代数では，x4 y�y4x

によってLie代数の構造が入る (Lie認容代数)．したがって，(1)はx 7! L(x)がLie

代数の準同型であることを示す（結合法則がないので乗法的とは限らない）． ⇤

以下，⌦を有限次元ベクトル空間V の等質開凸錐とする．このとき，GL(⌦)の分裂可解
（すなわち，R上三角化可能な）部分群Hが存在して，Hは⌦に単純推移的に作用する．
1点e 2 ⌦を固定すると軌道写像H 3 h 7! he 2 ⌦は微分同相になるから，h := Lie(H)

とするとき，Hの単位元における微分 h 3 T 7! Te 2 V は線型同型写像である．ゆえ
に，各 x 2 V に対して一意的に線型作用素L(x) 2 hが存在して，L(x)e = xとなる．
ここで，x 7! L(x)も線型であることに注意して，x4 y := L(x)y によって V に積
4を導入すると，V は Koszul–Vinberg代数になる．しかも eは V の単位元である．
したがって，x 7! L(x)はLie代数の同型である．次を書き留めておこう．

h = {L(x) ; x 2 V }, H = exp h, ⌦ = He（eを通るH軌道）． (2.1)

単位元 eを持つKoszul–Vinberg代数 V は次のような分解を持つ (正規分解という)．
V の原始ベキ等元の完全直交系 c1, . . . , cr (c1 + · · · + cr = e)が存在して，

V =
M

15i5j5r

Vji (直交直和：ただしVii = Rci, i = 1, 2, . . . , r)．

ここで，r は V の（あるいは⌦の）階数と呼ばれる. 本講演では，V については次の
ような形式的な「対称行列の行列環」のイメージを持っていただければ十分である．

V =

0
BBBBB@

Rc1 V21 . . . Vr�1,1 Vr1

V21 Rc2
...

...
. . .

...
Vr�1,1 Rcr�1 Vr,r�1

Vr1 . . . . . . Vr,r�1 Rcr

1
CCCCCA

. (2.2)

例 2.3 Sym(r, R) � P(r, R)

GL(r, R)の部分群で，対角成分がすべて正である下三角行列全体がなすもの（分裂
可解）をH(r, R)で表す．式 (1.1)における作用をH(r, R)に制限すると，その作用は
単純推移的である．すなわち，P(r, R)は単位行列 e 2 P(r, R)を通るH(r, R)軌道で
あり，したがって，⌦ = {hth ; h 2 H(r, R)} ⇡ H(r, R)（微分同相）である．Koszul–

Vinberg代数としての Sym(r, R)における積は x4 y = x y + y t(x)である．ただし，
x = (xij) 2 Sym(r, R)に対して，xは次で定義される行列である：



x :=

0
BBB@

1
2x11 0x21

1
2x22

...
. . . . . .

xr1 . . . xr,r�1
1
2xrr

1
CCCA 2 h(r, R) := Lie(H(r, R)).

明らかにx = x+ t(x)であり，L(x)y = x y +y t(x)である．また，s0(x) := Tr(x)とおく
と，s0(x4 y) = Tr(xy)となっている．さらに，各x = (xij) 2 Sym(r, R)とk = 1, . . . , r

に対して，�k(x) := det

0
B@

x11 . . . xk1
...

...
xk1 . . . xkk

1
CA（首座小行列式）とおくと，

⌦ =
�
x 2 Sym(r, R) ; �k(x) > 0 (k = 1, . . . , r)

 
. (2.3)

ここで式 (2.3)において，
�k(hxth) = (det hk)

2�k(x)
�
h 2 H(r, R), x 2 Sym(r, R)

�
であることに注意する．ただし，

h =

✓
hk O
⇤ h0

r�k

◆ �
hk 2 H(k, R), h0

r�k 2 H(r � k, R)
�
.

各h 7! (det hk)2 (k = 1, . . . , r)はH(r, R)の1次元表現であるから，各�k(x)はH(r, R)

に関する相対不変式である． ⇤

3. 基本相対不変式
前節の記号を踏襲する．例2.3の状況を一般化して，Vinberg [21]ではV 上の多項式で
Hの作用に関して相対不変なもの，すなわちHの 1次元表現�k (k = 1, . . . , r)が存在
してDk(hx) = �k(h)Dk(x) (h 2 H, x 2 ⌦)をみたす多項式函数D1, . . . , Drを帰納的に
定義して，⌦をこれらの正領域として表している：

⌦ =
�
x 2 V ; Dk(x) > 0 (k = 1, . . . , r)

 
. (3.1)

このD1(x), . . . , Dr(x)をVinberg多項式と呼ぶ．Vinberg多項式は一般に可約であり，
Sym(r, R)のときは例2.3で述べた首座小行列式を用いて次のように表される．

D1(x) = �1(x), D2(x) = �2(x),

Dk(x) = �1(x)2k�3
�2(x)2k�4 · · ·�k�2(x) · �k(x) (k = 3, . . . , r).

実は，一般の⌦に対してもdeg Dk(x) = 2k�1である．伊師氏の論文 [3]では，Vinberg

多項式{Dk}から互除法的な手法で帰納的に既約因子を取り出している．ゆえに，既約
なH相対不変な多項式�k(x) (k = 1, . . . , r)により，式 (3.1)は次式に書き直せる．

⌦ =
�
x 2 V ; �k(x) > 0 (k = 1, . . . , r)

 
. (3.2)

�1(x), . . . , �r(x)を⌦に付随する基本相対不変式と呼ぶ．P(r, R)のときは，もちろん
首座小行列式が基本相対不変式である．さらに，中島氏の論文 [13]では，各 kに対す
る�k(x)を，Dk(x)をDj(x) (j = 1, . . . , k� 1)のベキ積で割る式で表し，分母のDj(x)

のベキ指数を⌦から定まる代数的な量を用いて明示的に記述することに成功している．
また，基本相対不変式はKoszul–Vinberg代数V の右乗法作用素R(x)の行列式det R(x)

の既約因子のすべてである（論文 [7]）．しかも，中島氏の上記の論文 [13]では，det R(x)

の因数分解における各�k(x) のベキ指数を，⌦から定まる代数的な量を用いて明示的
に表示することにも成功している．



4. 対称錐の特徴付け
有限次元ベクトル空間V の正則開凸錐⌦に対して，双対ベクトル空間V ⇤の開凸錐

⌦⇤ :=
�
f 2 V ⇤ ; hf, xi > 0

�
8x 2 Cl(⌦) \ {0}

� 
を⌦の双対錐という．V のある正定値内積によってV ⇤とV を同一視すると⌦⇤ = ⌦と
なるとき，⌦は自己双対であるという．等質な自己双対開凸錐を対称錐という．既約な
対称錐は，Euclid型Jordan代数を用いて分類される (Faraut–Korányiの著書 [1]参照)．
それらは，P(r, K) (K = R, C, H), P(3, O)，およびLorentz錐⇤n ⇢ Rnである．
等質開凸錐の中で対称錐を特徴付けるのは興味深い問題である．この問題に関して
は様々な研究があるが，ここではまず前節の基本相対不変式に着目する．P(r, R)で
は，首座小行列式�k(x) (k = 1, . . . , r)に対して deg �k(x) = kであった．一般の既
約対称錐でも首座小行列式の類似物 �k(x) (k = 1, . . . , r)を定義することができて，
それらは基本相対不変式であり，deg �k(x) = k (k = 1, . . . , r)である．ここで，『基本
相対不変式に対する deg �k(x) = k (8k = 1, . . . , r) · · · 1�は既約対称錐を特徴付け
るか』という問題が生じるが，解答は否である (中島氏との共著論文 [15, 16]参照)．
実際，どの階数 r (r = 3)においても基本相対不変式の次数が 1, 2, . . . , rとなるような
等質開凸錐で対称錐ではないものの系列を例示できる．しかし，双対錐の基本相対不
変式にも 1�を要求すると，既約対称錐の特徴付けになる (山崎氏との共著論文 [23])．
次に，各基本相対不変式�k(x)を複素化 VC上の正則多項式に自然に拡張しておく．
共著論文 [7]を執筆したそもそもの動機は，Siegel右半空間H := P(r, R)+i Sym(r, R) ⇢

Sym(r, C) においてRe
�k(w)

�k�1(w)
> 0 (w 2 H; k = 1, . . . , r) · · · 2�が成り立つが，『 2�

は対称錐を特徴付けるか』という Gindikin氏の質問 (2004) に答えるためであった．
確かに 2�はP(r, R)を既約対称錐に一般化しても成り立つが，非対称錐でも成り立つ
例があるというのが論文 [7]の一つの定理と例である．なお，中島氏の論文 [14]では，
双対錐の基本相対不変式の系に対しても 2�を要求することで，既約対称錐の特徴付け
を得ることが示されている．
さて，P(r, R)はRiemann対称空間であり，単位行列e 2 P(r, R)におけるsymmetry

はx 7! x�1で与えられる．一般の対称錐では，対応するEuclid型Jordan代数の逆元に
x�1を読み替えるとよい．いずれにしても，写像 x 7! x�1は�1次斉次の写像である．
さらに一般の等質開凸錐⌦では，この逆元写像を代替するものとして，次で定義され
るVinbergの⇤写像 ⌦ 3 x 7! x⇤ 2 ⌦⇤がある．ここで，x⇤の定義は

hx⇤, vi :=

Z
⌦⇤
hf, vie�hf, xi df
Z

⌦⇤
e�hf, xi df

(v 2 V ).

容易に (�x)⇤ = ��1x⇤ (� > 0) がわかる．⌦が既約対称錐の場合は，対応するEuclid型
Jordan代数のトレース内積の定数倍を調整して⌦⇤と⌦を同一視すると，x⇤は Jordan

代数の逆元x�1に等しくなる．
また，実ベクトル空間V に開凸錐⌦があるので，V には半順序が入る．すなわち，

x, y 2 V に対して，x = y
def() x� y 2 Cl(⌦)．

P(r, R)における写像x 7! x�1は次の性質を持つ．



x, y 2 P(r, R)とする 3．このとき，x = y () y�1 = x�1.

証明は下記の 1行で終わる．その証明を Euclid型 Jordan代数の場合へ翻訳するのは
容易である．

y�1 � x�1 = y�1/2
�
y1/2x�1y1/2

�1/2
y�1/2(x� y)y�1/2

�
y1/2x�1y1/2

�1/2
y�1/2.

定理4.1 (甲斐 [9])

⌦が対称錐であることと，⌦が次の性質を持つこととは同値である．

x, y 2 ⌦に対して，x = y (⌦に関して) () y⇤ = x⇤ (⌦⇤に関して)．

甲斐氏の論文 [9]ではもう少し強いことも示されている．⌦の2元x, yが⌦に関して
比較可能であるとは，x = yまたはy = xが成立するときをいう．このとき，⌦が対称
錐であることと，⌦が次の性質を持つこととは同値である．

x, yが⌦に関して比較可能 () x⇤, y⇤が⌦⇤に関して比較可能．
さらに，z 2 Sym(r, C)とするとき，次が成り立つ．

Re z 2 P(r, R) () 9z�1 and Re z�1 2 P(r, R).

r = 1ならば 1
x + iy

=
x� iy
x2 + y2 より明らかであるが，行列の場合もほぼ同様である．

すなわち，x 2 P(r, R)のとき，y1 := x�1/2yx�1/2とおくとx + iy = x1/2(e + iy1)x1/2

であり，(e + iy1)
�1 = (e + y2

1)
�1(e� iy1)ゆえ，

Re (x + iy)�1 = x�1/2
�
Re (e + iy1)

�1
�
x�1/2 = x�1/2(e + y2

1)
�1

x�1/2.

これを対称錐⌦の場合に一般化するのは容易であり，次が成り立つ．
(⌦ + iV )�1 = ⌦ + iV (複素化されたJordan代数VCにおける逆元写像による像)．
しかしながら，以上を等質開凸錐⌦とVinbergの⇤写像の解析接続に対する一般化は
できない．実際，次の定理が成り立つ．
定理4.2 (甲斐–N [10])

(⌦ + iV )⇤ = ⌦⇤ + iV ⇤ () ⌦は対称錐．

等質開凸錐が対称錐であることの要求は，ある内積での V ⇤ と V の同一視による
⌦⇤ = ⌦であった．一般に任意の開凸錐⌦に対して⌦⇤⇤ = ⌦であることから，双対錐と
線型同型であるが自己双対でない等質開凸錐ということなら，⌦�⌦⇤を考えることで
直ちに例を得る．既約な等質開凸錐で双対錐と線型同型であるが自己双対でないもの
(階数rは任意でr = 3)の例は伊師氏との共著論文 [8]で与えている．下記の例はそれを
少し簡単にして，2010年度の表現論シンポジウムで報告したものである．m = 1, 2, . . .

として，次のようなベクトル空間V ⇢ Sym(m + 3, R)を考える：

V :=

8>><
>>:x :=

0
BB@

�1 0 tx0 ⇠1

0 �1
t0 ⇠2

x0 0 X x00

⇠1 ⇠2
tx00 �m+2

1
CCA ;

�1, �m+2 2 R, X 2 Sym(m, R)

⇠1, ⇠2 2 R, x0 2 Rm, x00 2 Rm

9>>=
>>;. (4.1)

このとき，⌦ := V \P(m + 3, R)は⌦⇤に線型同型であるが，自己双対ではない等質
開凸錐である．

3もちろん，Hilbert空間上の正定値自己共役作用素でもよい．



5. 等質開凸錐の最小サイズの行列による実現
ここでいう等質開凸錐⌦の行列実現とは，前ページ最後の部分の記述のように，ある
サイズNのSym(N, R)の部分空間V によってP(N, R)を slice して，

⌦ ⇠= V \P(N, R)

と表すことをいう．その礎となるのは，伊師氏の研究 [4]に基づく次のブロック行列表
示である (Graczyk–Ishi [2]と Ishi [6]も参照)．正整数Nの分割N = n1 + · · · + nrを
固定して，次の (V1)～(V3)をみたす部分空間の系V = {Vlk}，Vlk ⇢ Mat(nl ⇥ nk; R)，
を考える．

(V1) v 2 Vlk, v0 2 Vkj =) vv0 2 Vlj (1 5 j < k < l 5 r),

(V2) v 2 Vlj, v0 2 Vkj =) v tv0 2 Vlk (1 5 j < k < l 5 r),

(V3) v 2 Vlk =) v tv 2 RInl
(1 5 k < l 5 r).

このとき，Sym(N, R)の次の部分空間ZVを考える．

ZV :=

8>>><
>>>:

z =

0
BBB@

�1In1
tz21 · · · tzr1

z21 �2In2
tzr2

...
. . .

...
zr1 zr2 · · · �rInr

1
CCCA ;

�k 2 R (k = 1, 2, . . . , r),

zlk 2 Vlk (1 5 k < l 5 r)

9>>>=
>>>;

. (5.1)

そして，部分空間ZVによるP(N, R)の slice PVを考える．
PV := ZV \P(N, R). (5.2)

このとき，ZVは例2.3のように積を定義するKoszul–Vinberg代数Sym(N, R)の部分代
数であり，PVはZVにおける正則開凸錐である．さらに，

HV :=

8>>><
>>>:

T =

0
BBB@

t1In1 0T21 t2In2

...
. . .

Tr1 Tr2 · · · trInr

1
CCCA ;

tk > 0 (k = 1, 2, . . . , r),

Tlk 2 Vlk (1 5 k < l 5 r)

9>>>=
>>>;

とおくと，HVは群であり，開凸錐PVに z 7! Tz tT によって単純推移的に作用する．
伊師氏の論文 [4]により，任意の等質開凸錐はこのようにして得られる．
さて，逆に等質開凸錐⌦が与えられたとき，PVの形で表す⌦の実現はたくさんある．
たとえば論文 [7, Section 5]の一般的手法に従うと，P(3, R)の次の実現を得る．

P(3, R) ⇠=

8>>>>>><
>>>>>>:

0
BBBBBB@

�1 0 0 0 0 0
0 �1 0 x21 0 x31

0 0 �1 0 x21 0
0 x21 0 �2 0 x32

0 0 x21 0 �2 0
0 x31 0 x32 0 �3

1
CCCCCCA
� 0

9>>>>>>=
>>>>>>;
⇢ Sym(6, R). (5.3)

もちろん1行目と1列目は不要であるから5⇥ 5行列に移るのは容易であるが，式 (5.3)

における 3行目と 3列目，5行目と 5列目も不要である．すなわち，P(3, R)等，既約
対称錐に対しては実質的に何もしないことになる一般的な行列実現の手法がほしいの
である．それが最小サイズの行列による等質開凸錐の実現である．
そのためにまず，与えられた階数 rの等質開凸錐⌦に付随するKoszul–Vinberg代数

V (式 (2.2)参照) からグラフを描く．すなわち，各 j > iに対してdji := dim Vjiとおき，



V := {1, . . . , r}（頂点集合）, A := {[j ! i] ; i < j かつ dji > 0}（弧集合）
とする．ここで，[j ! i]は頂点 jを出て頂点 iに入る弧を表す．したがって，dji > 0の
とき，次のように描く．

j� dji�!i�
dji = 0なら jと iは弧で結ばない．こうしてできる重み付き有向 (directed) グラフ
� = �(V ) = (V , A )は向き付け (oriented)グラフである．すなわち，[j ! i]と [i ! j]

は共存しないし，[i ! i]もない．入ってくる弧のない頂点を源点（ソース）という．
グラフ�の源点すべての集合をS で表す．必ずr 2 S ゆえ，S 6= ?である．各! 2 S

に対して，その出先隣接点 (out-neighbors) ，すなわち，[! ! k] 2 A となる頂点k

を全部集めてその集合をN out(!)とし，N out[!] := N out(!) [ {!}とおく．N out[!]

から誘導される�の重み付き向き付け部分グラフを�[!]とする．各! 2 S に対して，
V[!] :=

M
i5j

i,j2N out[!]

Vji, E[!] :=
M

i2N out[!]

V!i (V[!]のエッジという)

とおく．このとき，V[!]はV の部分代数であり，e[!] :=
P

i2N out[!]

ciがV[!]の単位元であ

る．また，E[!]はV[!]の両側 idealである．ここで次のようにおく（式 (2.1)参照）．

h[!] := {V[!]の左かけ算作用素}， H[!] := exp h[!]， ⌦[!] := H[!]e[!]．

V[!]の等質開凸錐⌦[!]を，! 2 S に対応する⌦の成分錐 (component cone) と呼ぶ．
各x 2 V[!]に対して，E[!]上の線型作用素'[!](x)を右乗法作用素によって定義する：

'[!](x)⌘ := ⌘4x (⌘ 2 E[!]).

V[!]の部分空間としてのE[!]の内積の軽微な変更 4後，各'[!](x)は自己共役作用素にな
る．'[!](x)を行列表示するために，N out[!] = {i1 < · · · < it = !}とする．このとき，�
'(cij) ; j = 1, . . . , t

 
はE[!]上の直交射影作用素の完全系であるから，E[!]の正規直

交基底を，まずRange '[!](ci1)から，次にRange '[!](ci2)からというように順にとって
定める．この正規直交基底に関する'[!](x)の実対称行列による表示を'0

[!](x)とする．
N[!] := dim E[!]とおくと，'0

[!](x) 2 Sym(N[!], R)である．

命題5.1 (山崎–N[22])

(1) '0
[!] : V[!] ! Sym(N[!], R) は左対称代数の単射準同型である：

'0
[!](x4 y) = '0

[!](x)4'0
[!](x) かつ '0

[!](x) = 0 =) x = 0.

(2) '0
[!]は次の意味で最小である：

� : V[!] ! Sym(N, R) が左対称代数の単射準同型ならば，N = N[!]である．

(3) '0
[!](⌦[!]) = '0

[!](V[!]) \P(N[!], R)．

さらに，⌦0
[!] := '0

[!](⌦[!])とおくとき，'0
[!] は

H[!]の⌦[!]への単純推移的作用 と gxtgの制限による⌦0
[!]への単純推移的作用

の間の共変関係を与える．
4必要な変更は kc!kE[!]

= 1p
2
kc!kV[!]

だけ．



1

23

4

5

2

1

23

4 1

23

5

2

� �[4] �[5]

例 5.2 あるKoszul–Vinberg代数から描かれる重み付き向き付けグラフは上図左の�に
なっている．ただし，簡単のため，dji = 1のときは弧の上部には数字 1を書いていな
い．S = {4, 5}であり，各成分錐⌦[!] (! = 4, 5)の最小行列実現⌦0

[!]は

⌦0
[4] =

8>>><
>>>:

0
BBB@

�1 0 x31

0 �2 x32

x31 x32 �3

x41

x42

x43

x41 x42 x43 �4

1
CCCA� 0

9>>>=
>>>;

, ⌦0
[5] =

8>>><
>>>:

0
BBB@

�1I2 02 x31e1
t02 �2 x32

x31
te1 x32 �3

x51

x52

x53

tx51 x52 x53 �5

1
CCCA� 0

9>>>=
>>>;

.

網かけ部分はどちらも双対Vinberg錐⌦⇤
Vinの実現である．⌦0

[4]では網かけ部分は⌦⇤
Vin

の最小サイズの行列実現であるが，⌦0
[5]ではそうでない．また，⌦0

[!] (! = 4, 5)に単純
推移的に働く下三角群は，いずれも対角成分 tjがすべて正である次のH0

[!]である．

H0
[4] :=

8>>><
>>>:

0
BBB@

t1 0 0
0 t2 0

x31 x32 t3

0
0
0

x41 x42 x43 t4

1
CCCA

9>>>=
>>>;

, H0
[5] :=

8>>><
>>>:

0
BBB@

t1I2 02 02
t02 t2 0

x31
te1 x32 t3

02

0
0

tx51 x52 x53 t5

1
CCCA

9>>>=
>>>;

. ⇤

さて，各! 2 S に対して，⇡[!] : V ! V[!]を直交射影作用素とする．⇡[!]は左対称代
数の準同型である．⌦0

[!] (! 2 S )が揃ったところで，次の定理を述べておく．
定理5.3 (山崎–N [22])

⌦ =
�
x 2 V ; '0

[!]

�
⇡[!](x)

�
� 0 (8! 2 S )

 
．

次にS = {!1 < · · · < !s}とし，各⌦0
[!j ]

(j = 1, . . . , s)をブロック対角形に並べて，

⌦0
[!1] � · · ·� ⌦0

[!s] ⇢ P(N0, R) (N0 := N[!1] + · · · + N[!s]) (5.4)

とする．'0 :=
�
'0

[!1] � ⇡[!1]

�
� · · · · · · �

�
'0

[!s]
� ⇡[!s]

�
は左対称代数の単射準同型V !

Sym(N0, R)を与えるから，次の伊師氏による命題を像空間'0(V ) ⇢ Sym(N0, R)に適
用すると（すなわち，行交換と列交換を行うと），式 (5.1)のZVの形になる．
命題5.4 (伊師 [6])

Sym(N, R)の部分空間W が例2.3における左対称代数の積で閉じているなら，N次
の置換行列Tが存在して，T W tTは式 (5.1)のZVの形になる．

したがって，式 (5.2)の形のPV ⇢ Sym(N0, R)によって⌦が実現される．この実現に
おける�j (j = 1, . . . , r)の反復回数n0

jは，式 (5.4)の各⌦0
[!k]における�jの反復回数の

!1, . . . , !s 2 S にわたる和である．よって，⌦から描かれるグラフの用語で書き直す



と，次のようになる．まず，頂点 jに対して，その入元隣接点 (in-neighbors) の全体
をN in(j)で表す．すなわち，N in(j) := {k ; [k ! j] 2 A }，N in[j] := N in(j) [ {j}
とおくと，n0

jは次式で表され，N0 = n0
1 + · · · + n0

rが成り立つ．

n0
j =

X
!2S\N in[j]

dim V!j.

! 2 S に対してはつねにn0
! = 1であることに注意．とくに，n0

r = 1である．以上によ
る⌦の実現が最小サイズの行列実現を与える．すなわち，次の定理が成り立つ．
定理5.5 (N [18])

あるベクトル空間の系 V 0によるZV 0 (N 0 = n0
1 + n0

2 + · · · + n0
r)によって，⌦が式

(5.2)のPV 0 = ZV 0 \P(N 0, R)として実現されているとする．このとき，N0 5 N 0

が成立する．

例 5.6 例5.2におけるグラフ�を持つ⌦の最小サイズの行列実現は8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

0
BBBBBBBBBBBBB@

�1 0 0 0 0 x31 0 x41 0

0 �1 0 0 0 0 x31 0 x(1)
51

0 0 �1 0 0 0 0 0 x(1)
51

0 0 0 �2 0 x32 0 x42 0
0 0 0 0 �2 0 x32 0 x52

x31 0 0 x32 0 �3 0 x43 0
0 x31 0 0 x32 0 �3 0 x53

x41 0 0 x42 0 x43 0 �4 0

0 x(1)
51 x(2)

52 0 x52 0 x53 0 �5

1
CCCCCCCCCCCCCA

� 0

9>>>>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>>>>;

. ⇤

以上では，グラフを補助手段にして等質開凸錐の実現を得たのであるが，対応

⌦ 7! �(V ) :等質開凸錐 7! 重み付き向き付けグラフ

について，講演では次の (1)～(5)にも触れる予定である．

(1) この対応は全射ではない．
(2) 互いに線型同型ではない等質開凸錐が連続無限個存在して，同じ重み付き向き付け
グラフを与える．

(3) 19次元の互いに線型同型ではない二つの等質開凸錐で，その成分錐がすべて線型
同型であるものが存在する (山崎氏による：[22]参照)．

(4) 重み付き向き付けグラフですべての重みdji がdji 5 1をみたすとき，それが等質開
凸錐から来るための必要十分条件が知られている (Letac–Massam [12], Ishi [5])．

(5) dim ⌦ 5 10のときは，金行–辻条件をみたす重み付き向き付けグラフによって既約な
等質開凸錐を分類できる（[11]による）．線型同型を除くとその個数は135個あって，
その内で対称錐はR>0，k次元Lorentz錐⇤k (k = 3, . . . , 10)，P(3, R)，P(4, R)，
P(3, C)の12個である．⇤3はP(2, R)に，⇤4はP(2, C)に，⇤6はP(2, H)に，⇤10

はP(2, O)にそれぞれ線型同型であることに注意．

本年3月に亡くなられた吉澤尚明先生に本稿を献じて，先生のご冥福を心静かにお祈りします．
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