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1. 臨界型非線形発展方程式
Euclid空間Rn上のBanach 空間X(Rn)で, 未知関数 u = u(t) : R+ → X の満た
す半線形発展方程式の初期値問題を考える:

{
∂tu+ Lu = F (u), t > 0,

u(0) = u0, t = 0.
(AE)

ここで, 作用素Lを空間変数x ∈ Rnに対するLaplace 作用素−∆ = −∑n
k=1 ∂

2
xk

,
非線形項F をuの単項式F (u) = λ|u|p−1u (λ ∈ R \ {0}) としたとき (AE)は次の
非線形熱方程式 (以下NLHと略す)となる:

{
∂tu− ∆u = λ|u|p−1u, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = u0, t = 0, x ∈ Rn.
(NLH)

またL = − i
2
∆, F (u) = −iλ|u|p−1u としたとき非線形 Schrödinger 方程式 (NLS

と略される) となる:




i∂tu+

1

2
∆u = λ|u|p−1u, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = u0, t = 0, x ∈ Rn.
(NLS)

非線形項F (u)に解の一階微分∇uを含む場合, ベクトル値解uの発散が零という
制約の下で, 流体力学の基礎方程式として著名な非圧縮Navier-Stokes 方程式 (以
下NS)もこの形となる:





∂tu− ∆u+ ∇p+ (u · ∇)u = 0, t > 0, x ∈ Rn,

div u = 0, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = u0, t = 0, x ∈ Rn.

(NS)

同様に渦度Navier-Stokes方程式, 半導体のキャリアー移動を説明する移流拡散
方程式, 超伝導モデルであるGinzburg-Landau方程式, 液晶モデルである調和写
像熱流, 生物同士や生化学物質の相互作用をモデル化した反応拡散方程式, さらに
は物性問題で議論されるAllen-Cahn方程式など, 広範な問題がこうした形式で記
述される.
初期値問題 (AE)における基本的な問題として,「適切性の問題」がある. こ
れは函数クラスX = X(Rn)に置いて問題 (AE)の解を安定に得ることができる
か? を問う問題で, 解の一意存在性や初期値に対する安定性 (連続性)を問題に
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する. 空間 X を 1 ≤ p ≤ ∞に対する p乗可積分函数の空間 (Lebesgue 空間)
Lp(Rn)とした場合に, Lp(Rn)のスケール変換不変性に起因して, 方程式と解空間
の normを同時に不変にするスケール変換が存在する. 例えば問題 2 (NLH)の解
u = u(t, x); R+ × Rn → Rはパラメータβ > 0に対するスケール変換

uβ(t, x) ≡ β
2

p−1u(β2t, βx), β > 0 (1.1)

が(NLH)の方程式を満たすことから,これを不変スケールと呼ぶ. こうした変換で
不変な函数のクラスで問題を考えることが,スケール変換不変性を持つ問題の焦点
であることはCaffereli-Korn-Nirenberg らにより指摘されているが, そのもっとも
初期の考えはFujita-Kato [11]による, 非圧縮性Navier-Stokes方程式 (NS)の初期
値境界値問題の可解性にさかのぼる. このためこうした問題設定をFujita-Kato
の原理と呼ぶ. F と F−1を S ′(Rn)上の Fourier変換と逆変換, f̂(ξ) = F [f ](ξ),
s ∈ R, 1 ≤ q ≤ ∞ に対して基礎空間Xを斉次Sobolev(-Riesz)空間 Ḣs,q(Rn);

Ḣs,q(Rn) =
{
f ∈ S ′(Rn); |∇|sf = F−1[|ξ|sf̂ ] ∈ Lq(Rn)

}

とし, その上でのBochner空間をLθ
(
R+; Ḣs,q(Rn)

)
としたとき

u ∈ Lθ
(
R+; Ḣs,q(Rn)

)

に対して, (1.1)で与えた変換が不変となる条件は

2

θ
+
n

q
=

2

p− 1
+ s (1.2)

となる. このクラスは問題の強解 (方程式を函数として満たす解・安定な解)を
得る際, あるいはより弱い解 (方程式を超函数として満たす解)を得たときに達成
すべき, 解の正則性の指標 (安定化指標)であることがわかる. 後者の視点で, ほ
ぼ同時期にSerrin [40]らによりこうした特性が指摘されている. 非線形熱方程式
(NLH)に対する適切性の研究は, その後Weissler [48], [49] により, 時間局所的に
安定となる限界が θ = ∞, s = 0のときに解明された (時間局所適切性). すなわち
以下に示す各条件の下でのC([0, T );Lq(Rn))の強解の適切性が知られている:





q > n
2
(p− 1), p > 1 + 2

n
,

q > 1, p = 1 + 2
n
,

q ≥ 1, 1 < p < 1 + 2
n
.

非線形項のべきがp = 1 + 2
n
のときスケール臨界指数 θ = ∞, s = 0, q = 1では時

間局所的に非適切となる (Brezis-Cazenave [5]). ここでp = 1 + 2
n
は Fujita [10]に

より得られた, (NLH)の正値解が有限時刻で爆発して解がその後に延長できなく
なる臨界指数 (いわゆるFujita 臨界指数)である. この指数は同時にゲージ不変型
非線形Schrödinger 方程式 (NLS) λ ∈ R/{0}に対する非線形散乱の成立限界であ
るBarabu-Ozawa 臨界指数ともなる (Ozawa [36]). こうしたFujita臨界指数ある
いはSobolev臨界指数は, 問題のスケール不変性による普遍性が, 時間大域的可解

2数学的に初めて取り扱った Fujita [10]にちなんでFujita型方程式と呼ばれる.



性や時間局所的安定性のみならず, 方程式の型を超えた臨界を同時に与えること
を示唆している (cf. [18]). 一方, 非圧縮性Navier-Stokes 方程式 (NS)では, 臨界指
数p = 1 + 2

n
は, 空間2次元 (n = 2, p = 2)に相当し, その場合 q = 1は「適切」の

範囲に含まれることが知られている (Giga [12]).
類似の問題はスケール臨界性を持つ他の非線形偏微分方程式にも現れる. とりわ
け,非圧縮性Navier-Stokes方程式の時間大域的可解性は,ミレミアム問題として取
り上げられたため注目度が高い。uに対する不変スケールが uβ(t, x) = βu(β2t, βx)
であることから (1.2)に相当する関係は

2

θ
+
n

q
= 1 + s

で与えられ θ = ∞のとき, (NS)の時間局所適切性を分類すると以下のようにな
る: I = (0, T )としてあるT > 0に対して





C
(
I; Ḣ−1+ n

q
,q(Rn)

)
, 特に q = n C

(
I;Ln(Rn)

)
,

C
(
I; Ḃ

−1+n
q

q,σ (Rn)
)
, 1 ≤ q < ∞, 1 ≤ σ ≤ ∞,

C
(
I;VMO(Rn)

)

で時間局所適切となる. ここで斉次Besov空間 Ḃs
p,σ(Rn)は{φj}j∈ZをLittlewood-

Paleyの2進周波数単位分解, 1 ≤ p, σ ≤ ∞, s ∈ R として

‖f‖Ḃs
p,σ

≡
( ∑

j∈Z

2sσj‖φj ∗ f‖σ
p

)1/σ

< ∞

を満たすものとする(cf. [45]). これらの設定はいずれもスケール不変空間となって
いるので,小さい初期値に対して時間大域的適切性も成立する 3. 一方,もっとも広
いBesov空間を基礎空間とした端点指数のクラスC

(
I; Ḃ−1

∞,σ(Rn)
)

(1 ≤ σ ≤ ∞)
では問題 (NS)は非適切となることが知られている ([4], [46], [50]).
近年, こうした状況が, より複雑でスケール臨界性を持たない非線形偏微分方程
式にも現れることが認識されるようになった. 特に等温条件下での圧縮性Navier-
Stokes方程式に対しては Danchin [7]による先駆的な結果が知られる. さらに, 半
導体モデル方程式





∂tu− ∆u+ κ∇ · (u∇ψ) = 0, t > 0, x ∈ Rn,

− ∆ψ = u, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn

(1.3)

は単極型モデルと呼ばれるが, 接合型トランジスターの動作モデルである双極型
では電荷密度が二種類 (u+, u−)に分割され,それに応じて非線形干渉の対称性が低
下するために, 解ける限界空間が狭くなり斉次Besov空間 Ḃ

−2+ q
n

q,σ に対して q < 2n
に制限される (Iwabuchi [16], Iwabuchi-Ogawa [19]). この事情はちょうど非圧縮
性Navier-Stokes方程式 (NS)と圧縮性Navier-Stokes方程式のそれぞれの局所可
解性の限界空間とほぼ一致する ([6], [20]).

3V MO = vanishing mean oscllation = C0のBMOに依る完備化.



表1:Navier-Stokes 方程式 (NS)と移流拡散方程式 (DD)の時間局所適切臨界
問題 非圧縮性 (NS) 等温圧縮性 (NS) 単極型 (DD) 双極型 (DD)

適切 1 ≤ q < ∞ 1 ≤ q < 2n 1 ≤ q < ∞ 1 ≤ q < 2n

非適切 q = ∞ 2n < q ≤ ∞ q = ∞, σ > 2 2n < q ≤ ∞

これらの結果は, 主に非線形構造の解析学的な対称性に起因し, 圧縮性と非圧縮
性のNavier-Stokes方程式では, 非圧縮条件 div u = 0の有無による, 非線形項の
発散形式の可否に大いに影響され, 発散零-回転零積構造 (div-curl 構造)による特
殊構造が解析的な積評価に影響を及ぼすことによる.

2. 移流拡散方程式
関連する結果を述べるために, 次の具体的な問題を挙げる. α ≥ 1, κ = ±1として
次の移流拡散方程式 (drift-diffusion equation)の初期値問題を考える:





∂tu− ∆uα + κ∇ · (u∇ψ) = 0, t > 0, x ∈ Rn,

− ∆ψ = u, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = u0 ≥ 0.

(DD)

ここでu = u(t, x) : R+×Rn → R+は物質や生物の密度, ψ = ψ(t, x) : R+×Rn →
R+は重力や電気ポテンシャル, あるいは化学的誘引物質の濃度 (あるいはポテン
シャル)を表す未知関数で, κは結合定数である. この問題は, α = 1, κ = −1のとき
に, 半導体内の電荷キャリア移動の現象モデルとしてMock [25]により取り上げら
れ, α = 1, κ = 1の場合に重力下の空間物質の質量を平均的に表すChandrasekhar
モデルとして知られる. 後者の場合, uは天体や星間ガスの平均的密度であり, ψ
は重力ポテンシャルを表す. さらに, 方程式 (DD)はα = 1のとき走化性粘菌の挙
動を表す反応拡散方程式である (Patlak-) Keller-Segel 方程式系 ([23], [37])の初期
値問題: 




∂tu− ∆u+ κ∇ · (u∇ψ) = 0, t > 0, x ∈ Rn

1

τ
∂tψ − ∆ψ + λψ = u, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = u0, ψ(0, x) = ψ0(x), t = 0, x ∈ Rn

(2.1)

の λ = 0のときの緩和時間係数 τ → ∞の極限と考えられ, 走化性粘菌の胞
子形成挙動を説明する簡易モデルとして Jäger-Luckhaus [21], Nagai [26], Bilar
[2], Nagai-Senba-Yoshida [28]らによって取り上げられた. その後, 爆発的な研
究の進展を迎え解の質的な記述にいたる研究が知られる (Giga-Mizoguchi-Senba
[13], Naito-Senba [29], Senba [39], Suzuki [43]). 移流拡散方程式にもいくつかの
臨界指数が存在し, その指数を境目にして解の挙動が大きく変化する (Kimijima-
Nakagawa-Ogawa [15], [31], Sugiyama [42]). 冒頭に述べたFujita型問題 (NLH)と
は変分構造を介した双対構造 (Toland 双対性)を持っており, 以下のような臨界指
数の対応関係がある 4.

4大塚 浩史氏 (金沢大・理工)の指摘による. Toland [44], Suzuki [43] を参照



表2: (NLH)と (DD)に対するToland 双対性
問題/臨界性 変分指数 Sobolev 臨界 質量臨界 Fujita 臨界

NLH p+ 1 p+ 1 = 2 + 4
n−2

− p+ 1 = 2 + 2
n

NLS p+ 1 p+ 1 = 2 + 4
n−2

p+ 1 = 2 + 4
n

p+ 1 = 2 + 2
n

移流拡散 (DD) α α = 2 − 4
n+2

α = 2 − 2
n

α = 2 − 2
n

2次元移流拡散 α α = 1 α = 1 α = 1

問題 (DD)でα = 1, λ = 0の場合に適切性の議論を適用すると渦度Navier-Stokes
方程式と同一のスケール不変性を持つために,ほぼ同様な時間局所適切性が成立す
る. 他方時間大域的には, Fujita 臨界と質量臨界が重なって現れα = 2 − 2

n
がその

境目となって解が有限時刻で爆発する. 特に空間2次元の場合, すべての臨界指数
がα = 1で重なる多重臨界となり, またスケール臨界空間L1(R2)が質量保存則が
成立する空間となって, 解の大域挙動が初期値の総質量‖u0‖1の閾値8πにより分
類できるという著しい特性がある (cf. Nagai [26], Nagai-Ogawa [27], Naito-Senba
[29], Suzuki [43]).

3. 端点最大正則性
一般に準線形問題に有効な手法のひとつとして、解の最高階の微分を制御できる
先見評価をあらかじめ得ておくことが挙げられるが, これは半線形の問題でも,
後述の特異摂動などで有効な道具となる. 楕円型偏微分方程式に対するいわゆる
楕円型評価に対応する, 放物型方程式の以下のような評価を最大正則性 (maximal
regularity)と呼ぶ. 前述同様, XをBanach空間とし, 1 < θ < ∞に対してLθ(I;X)
を I = (0, T ) → X上のLebesgue-Bochner空間とする. 初期条件u0 ∈ Xに対して
抽象発展方程式 (AE)を考える. 作用素LはL = −∆ やStokes作用素などの一様
楕円型作用素などを想定する. このとき初期問題 (AE)が最大正則性評価を満た
すとは解uに依らない定数CM > 0が存在して

‖∂tu‖Lθ(I;X) + ‖Lu‖Lθ(I;X) ≤ CM

(
‖u0‖(X,D(L))1−1/θ,θ

+ ‖f‖Lθ(I;X)

)
(MR)

を満たすときをいう. X = Lq(Rn)のときL = −∆の定義域は Sobolev空間と
限定されD(L) = W 2,q(Rn) から初期値のクラスは実補間空間 Ḃ

2− 2
θ

q,θ (Rn)と同定
される. XがUMD(unconditional martingale difference)であるとき, 最大正則性
(MR)の成立のための必要十分条件がWeis [47]により与えられている. この定理
に立脚して主に流体方程式の初期値境界値問題に応用したのが Shibata-Shimizu
[41]らの一連の研究で, 準線形問題を含む流体方程式の初期値境界値問題の可解
性についてX = Lqの枠組みで示すことに成功している.
他方,流体の密度と流速が連立する圧縮性Navier-Stokes方程式にFujita-Katoの
原理を適用する場合, 指数が端点θ = 1となる臨界空間を導入することが必然とな
る. 一般にXがUMDのとき, Xは回帰的となるので (Amann [1, p.142]), L1(Rn)
やBesov空間 Ḃs

p,σなどで指数p, σが1または∞などの端点指数の場合には, UMD
とならず一般論からは最大正則性が得られない. このためこうした場合に最大正
則性を得ることは, 各論に拠るところとなる. 例えば非回帰的Besov空間を含む熱
方程式の初期値問題に対しては [33]で,さらにHardy class H1に対しては [32]での
結果が得られている. 他方, X = L1(Rn)や, 一般のBanach空間Xに対する時間
可積分指数の端点 θ = 1に対して, L1(I;X)の設定では, 単純な熱方程式ですらも



最大正則性が破綻する (cf. [32]). この場合, Xを幾分限定した, Fourier-Radon 測
度FM(Rn) ⊂ BUC(Rn)におけるGiga-Saal [14]の流麗な結果や, Iwabuchi [17]
によるModulation空間Mp,1(Rn)における評価, さらに圧縮性Navier-Stokes方程
式の適切性に応用された斉次Besov空間 Ḃ0

p,1における最大正則性がDanchin [8]に
より知られている. 最終的には時間L1-最大正則性はX = Ḃ0

p,1に制限されること
がわかる (Ogawa-Shimizu [34], 実際FR(Rn) ( Ḃ0

∞,1(Rn), Mp,1(Rn) ( Ḃ0
p,1(Rn)

である). 以下でこれを一般化した主張を述べる: 簡単のため熱方程式の初期値問
題を考える: µ > 0, T ≤ ∞に対して

{
∂tv − µ∆v = f, t ∈ (0, T ), x ∈ Rn,

v(0, x) = v0(x), x ∈ Rn.
(3.2)

定理 1 (一般化 端点最大正則性 [24], [34]) µ > 0, 1 ≤ ν ≤ ρ ≤ ∞,
1 ≤ p ≤ ∞, s ∈ R とし, 時間区間をT ≤ ∞に対して I = (0, T ) ⊂ R+ とする.

与えられた初期条件 v0 ∈ Ḃ
s+2−2/ρ
p,ρ (Rn) と外力条件 f ∈ Lν(I; Ḃ

s+2/ν−2/ρ
p,σ (Rn)),

(3.2)の解uは以下の不等式を満たす:

(1) f ≡ 0 のとき Tとuに依存しないある定数C > 0 が存在して, 任意の
1 ≤ σ ≤ ∞ に対して

∥∥∂tv
∥∥

Lρ(I;Ḃs
p,σ)

+ µ
∥∥∇2v

∥∥
Lρ(I;Ḃs

p,σ)
≤ C‖v0‖

Ḃ
s+2− 2

ρ
p,ρ

, (3.3)

が成り立つ. ここで ∇2 = ∂xi
∂xj

.

(2) v0 ≡ 0 とする. ν ≤ σ ≤ ρに対してTと vに依存しないある定数C > 0 が
存在して,

∥∥∂tv
∥∥

Lρ(I;Ḃs
p,σ)

+ µ
∥∥∇2v

∥∥
Lρ(I;Ḃs

p,σ)
≤ C‖f‖

Lν(I;Ḃ
s+ 2

ν − 2
ρ

p,σ )
. (3.4)

これらの不等式は端点指数 p, σ, ρ = 1,∞を許容し, かつ斉次Besov空間の補間
指数σに余裕があたえられる部分に利点がある. Danchinらはθ = 1に対する評価
(3.4)を部分積分とChmin-Lerners空間を用いて証明したが, [34]ではLittlewood-
Paley分解と基本解の概直交性を用いて示された. この方法は他の局面でも有効
である.
他方, 有界平均振動のクラス (BMO(Rn))における最大正則性は部分積分の手
法が有効である ([35]).

定義: T ≥ ∞ として I = (0, T )と置く. fが L̃2(I;BMO(Rn))に属すとは

‖f‖
gL2(I;BMO2(Rn))

≡ sup
x0,R>0

(∫

I∩(0,R2)

1

|BR|2
∫∫

BR×BR(x0)

|f(t, x) − f(t, y)|2dxdydt
)1/2

< ∞

のとき.



定理 2 (BMOにおける最大正則性 [35]) µ > 0, T ≤ ∞に対して
I = (0, T ) ⊂ R+ とする. (1) 熱方程式の初期値問題 (3.2)の解 vが

∂tv,∆v ∈ L̃2(I;BMO(Rn))

を満たし, 定数差を除いて一意的に存在する必要十分条件は初期条件 v0と外力
fが∇v0 ∈ BMO(Rn) とf ∈ L̃2(I;BMO(Rn)) を満たすことである.
(2) このときTと vに依存しないある定数C > 0 が存在して, (3.2)の解 vは以
下を満たす:

∥∥∂tv
∥∥

gL2(I;BMO(Rn))
+µ

∥∥∇2v
∥∥

gL2(I;BMO(Rn))
≤ C

(
‖∇v0‖BMO +‖f‖

gL2(I;BMO(Rn))

)
.

4. 特異摂動問題への応用
移流拡散方程式の初期値問題は, そのモデルごとに, より複雑な原理的問題から発
見的に導入されたものと理解できる.

モデル 物理スケール 元々の問題
半導体シミュレーション 10−9～10−7 消散型非線形Schrödinger 方程式 [30]

走化性粘菌モデル 10−4～10−2 (Patlak-)Keller-Segel 方程式 [23], [37]

星の生成モデル 109～1013 圧縮性NS-Poisson方程式 [9], [22]

上記のごとく原理的問題 (constitutional problem)から単純な構造の移流拡散方程
式が「その極限として帰結されるか? そして単純化されたモデルにおける臨界性
が, 元の問題にも現れるのか?」 を考える上で問題を数学的な特異極限ととらえ
て厳密に示す必要がある. 以下, もっとも特異極限が単純な, Keller-Segel系から
移流拡散方程式が導出される結果を述べる (Kurokiba-Ogawa [24]).
τ > 0としてα = 1, κ = 1 λ = 0としたときの初期値問題 (2.1)を考える:





∂tuτ − ∆uτ + ∇ · (uτ∇ψτ ) = 0, t > 0, x ∈ Rn,

1

τ
∂tψτ − ∆ψτ = uτ , t > 0, x ∈ Rn,

uτ (0, x) = u0(x), ψτ (0, x) = ψ0(x), t = 0, x ∈ Rn.

(2.1)

ここでλ ≥ 0 は 0を許すパラメータで, λ = 0のときに系はスケール変換不変性
を維持する. 系は次の変換で不変である:

{
uβ(t, x) = β2u(β2t, βx),

ψβ(t, x) = ψ(β2t, βx).
β > 0. (4.1)

前述のようにこの不変スケーリングで次の空間が不変となるが, ここでは若干狭
めた範囲の指数を許容指数と呼ぶ:





uτ ∈ Lθ
(
R+;Lq(Rn)

)
,

2

θ
+
n

q
= 2, (

n

2
< q < 2 < θ)

∇ψτ ∈ Lσ
(
R+;Lr(Rn)

)
,

2

σ
+
n

r
= 1, (n < r < σ)

(4.2)



このとき τ → ∞ で極限方程式はα = 1での移流拡散方程式 (DD)に近づくと見
込まれる. これを特異極限と見なして, 解を積分方程式でとらえて, その差の収束
を考える.

uτ (t) − u(t) =

∫ t

0

e(t−s)∆∇ ·
((
uτ (s) − u(s)

)
∇ψτ (s)

)
ds (4.3)

+

∫ t

0

e(t−s)∆∇ ·
(
u(s)

(
∇ψτ (s) − ∇ψ(s)

))
ds, t ∈ I,

ψτ (t) − ψ(t) = eτt∆ψ0 +

∫ τt

0

es∆
(
uτ (t− τ−1s) − u(t− τ−1s)

)
ds

+

∫ τt

0

es∆
(
u(t− τ−1s) − u(t)

)
ds−

∫ ∞

τt

es∆u(t)ds, t ∈ I.

を考えることになる.

定理 3 (特異極限 [24]) n ≥ 2, τ > 0, T ≤ ∞とし, I = (0, T )と置く. 初期値
を (u0, ψ0) ∈ L

n
2 (Rn) × Ẇ 1,n(Rn) としn = 2のときにはu0 ∈ Ḃ0

1,4(Rn)を仮定す
る. T = ∞のときにはある ε0 > 0に対して‖u0‖n

2
≤ ε0も仮定する. (uτ , ψτ )を

(2.1)のC(I;L
n
2 (Rn)) ∩ Lθ(I;Lq(Rn)) × C

(
I;VMO(Rn)

)
∩ Lθ(I; Ẇ 1,r(Rn)) で

の一意解として,
(1) 同じ初期値u0に対して (DD)の解 (u, ψ)が

(
C(I;L

n
2 (Rn)) ∩ Lθ(I;Lq(Rn))

)
×

(
C(I;VMO(Rn)) ∩ Lθ(I; Ẇ 1,r(Rn)

)

に存在して,
(2) (4.2)の許容指数 (θ, q)と (θ, r)に対して

‖uτ (t) − u(t)‖Lθ(I;Lq(Rn)) + ‖∇ψτ (t) − ∇ψ(t)‖Lθ(I;Lr(Rn)) → 0, τ → ∞.

(3) 任意のη0 > 0に対して

sup
t∈[η0,T )

‖uτ (t) − u(t)‖
L

n
2

+ sup
t∈[η0,T )

‖∇ψτ (t) − ∇ψ(t)‖n → 0, τ → ∞.

n = 2, λ = 0の場合にRaczyński [38], Biler-Brandolese [3]による特異極限の結
果が得られているが, n = 2で質量保存則と重なる臨界空間L

n
2 (Rn) = L1(R2)で

の大きなデータに対する収束は得られていなかった. 収束を直接評価する場合に
例えば時間各点評価を用いると積分方程式の差 (4.3)から

∥∥∥uτ (t) − u(t)
∥∥∥

n
2

≤
∥∥∥∥
∫ t

0

∇ · e(t−s)(∆−λ)
(
uτ · ∇ψτ (s) − u · ∇ψτ (s)

)
ds

∥∥∥∥
n
2

+

∥∥∥∥
∫ t

0

∇ · e(t−s)(∆−λ)
(
u · ∇ψτ (s) − u · ∇ψ(s)

)
ds

∥∥∥∥
n
2

≤C
∫ t

0

(t− s)− n
2
( 3

n
− 2

n
)− 1

2

∥∥∥
(
uτ − u

)
· ∇ψτ (s)

∥∥∥
n
3

ds



+

∫ t

0

(t− s)− n
2
( 3

n
− 2

n
)− 1

2

∥∥∥u · ∇(ψτ (s) − ψ(s))
∥∥∥

n
3

ds

といった評価が現れ, 積分核に可積分でない指数が発生して証明を困難にする. こ
れは収束の位相を臨界空間に設定しているためであるが, こうした評価に一般化
された最大正則性が適用できる: q ≤ 2 ≤ θを用いた実補間空間の埋め込み:

L
qr

q+r (Rn) ⊂ Ẇ−1+ 2
θ
,q(Rn) ' Ḟ

−1+ 2
θ

q,2 (Rn) ⊂ Ḟ
−1+ 2

θ
q,θ (Rn) ⊂ Ḃ

−1+ 2
θ

q,θ (Rn).

から必要な以下の評価を得ることができる:

‖uτ − u‖Lθ(I;Lq)

≤C‖(uτ − u)∇ψτ‖
L

θ
2 (I;Ḃ

−1+2
θ

q,θ )
+ C

∥∥u∇(ψτ − ψ)
∥∥

L
θ
2 (I;Ḃ

−1+2
θ

q,θ )

≤C
∥∥(uτ − u)∇ψτ

∥∥
L

θ
2 (I;L

rq
r+q )

+ C
∥∥u∇(ψτ − ψ)

∥∥
L

θ
2 (I;L

rq
r+q )

≤C‖uτ − u‖Lθ(I;Lq)

∥∥∇ψτ

∥∥
Lθ(I;Lr)

+ C‖u‖Lθ(R+;Lq)

∥∥∇(ψτ − ψ)
∥∥

Lθ(I;Lr)
.

これより特異極限の結果を得ることができる.
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