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概 要

Zariskiは, 2次元正則局所環の整閉イデアルの理論を展開し, 整閉イデアルの
積が再び整閉となることを証明した. 本講演では, この古典的定理を出発点
に, その高次元版および高階数版について考察し, 得られた結果を紹介する.

1. イデアルの整閉包とZariskiの定理
以下, Rは可換環, IはRのイデアルとする. Rの元xがイデアル I上整であるとは, 自
然数nと元ai ∈ I i（i = 1, 2, . . . , n）が存在して, 等式

xn + a1x
n−1 + · · ·+ an−1x+ an = 0

をみたすときをいう. I = {x ∈ R | xは I上整 }と定め, Iの整閉包という. イデアル I

が整閉とは, 等式 I = Iをみたすときをいう. 定義から明らかに, I ⊂ I ⊂
√
I である.

従って, 根基イデアルは整閉である. Rのイデアル Jが Iの節減であるとは, J ⊂ Iで,

かつ自然数 nが存在して等式 In = JIn−1をみたすときをいう. Rの元 xがイデアル I

上整であることと, Iが I + (x)の節減であることは同値である.

イデアル IのRees環をR(I) := R[It]で表す. ここで, tは不定元である. Rの元xが
I上整であることと, 多項式環R[t]の元 xtが, 部分環R(I)上整であることは同値であ
る. 従って, IはRのイデアルで, 等式 I = Iが成り立つ. 一般に, 環R(I)のR[t]にお

ける整閉包R(I)
R[t]
は, R[t]の次数付き部分R代数で, その i次斉次成分は, I itiである.

特に, Rが整閉整域のとき, Rees環R(I)の（商体における）整閉包は,

R(I) =
∑
i≥0

I iti

なる次数付きR代数である. 従って, Rees環R(I)が整閉整域であることと, 任意の自
然数 nで Inが整閉であることは同値である. 任意のベキ Inが整閉のとき, イデアル I

は正規であるという.

イデアルの整閉包の元は, 環準同型で保たれる. よって, x ∈ Iなら, 任意の極小素イ
デアルP ∈ MinRについて, x + P ∈ (I + P/P )である. Rがネータ環のとき, この逆
も正しい. これにより, ネータ環Rのイデアルの整閉包の問題は, 極小素イデアルによ
る剰余環R/Pを通して整域の場合に帰着されることが多い. 次は重要である.

定理 1.1. (Valuative criterion) Rはネータ整域, KはRの商体, IはRのイデアルと
する. このとき, Rの元xについて, x ∈ Iであることと「任意のKの離散付値環V で
Rを含むものに対し, x ∈ IV である」ことは同値である.

一般に, 与えられたイデアルの整閉包を計算することは容易でないが, 多項式環の単
項式イデアルの場合には次が知られている.
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命題 1.2. R = k[X1, . . . , Xd]は体 k上多項式環とする. Rの単項式イデアル Iに対し,

NP(I) = conv({(n1, . . . , nd) ∈ Zd
≥0 | X

n1
1 · · ·Xnd

d ∈ I}) ⊂ Rd とおくと,

I = (Xn1
1 · · ·Xnd

d | (n1, . . . , nd) ∈ NP(I) ∩ Zd
≥0)

が成り立つ. 特に, Iも単項式イデアルである.

この命題1.2の主張は, 正則局所環の正則パラメータ系に関する単項式イデアルに対
しても成り立つことが知られている（[6, 11]）.

例 1.3. (R,m)は2次元正則局所環, x, yをその正則パラメータ系とする.

(1) aは自然数, I = (xa, ya+1)とすると, I = I + (xiya+1−i | i = 1, 2, . . . , a− 1).

(2) 整閉な（x, yに関する）単項式イデアルIの任意ベキInも整閉（Iは正規）である.

この例1.3(2)の主張は, Zariskiの古典的結果の特別な場合と見なせる. ここで, Zariski

の定理および関連する結果を思い出そう.

定理 1.4. (R,m)は2次元正則局所環, I, JはRのm-準素イデアルとする.

(1) (Zariski [19, 20]) イデアル I, Jが整閉ならば, その積 IJも整閉である. 特に, 整
閉イデアルは正規である.

(2) (Zariski [19, 20]) 整閉イデアル I は, 整閉 simpleイデアル I1, . . . , Iℓ の積 I =

I1 · · · Iℓに（順序の違いを除いて）一意的に分解する. ここで, イデアルがsimple

とは, （真イデアルであって）真イデアル2つの積で表せないときをいう.

(3) (Lipman-Tessier [14]) イデアル Iについて, 等式 II = I2が成り立つ.

I は 2次元正則局所環 (R,m)の整閉 m-準素イデアルとする. 定理 1.4(1)より I は
正規故, その Rees環R(I)は整閉整域である. また, I の極小節減 Qをとると, 定理
1.4(1)(3)より等式 I2 = QIが成り立つことがわかる. この等式成立と, Rees環R(I)が
Cohen-Macaulayは同値（後藤・下田の定理 [3]）より次が従う.

定理 1.5. (cf. [8]) (R,m)は2次元正則局所環, IはRの整閉m-準素イデアルとする. こ
のとき, IのRees環R(I)はCohen-Macaulay整閉整域である.

Lipmanは, Zariskiの整閉イデアルの理論を 2次元有理特異点と呼ばれる環上で展開
し, 定理 1.4(1)の類似が成り立つことを明らかにした（[13]）. 定理 1.4(3)の等式もR

が2次元有理特異点で正しい（[14]）. よって, 定理1.5もRが2次元有理特異点で成り
立つ. また, Cutkoskyは, Zariskiの定理が成り立つ2次元正規局所整域の特徴付けを与
えた（[1]参照）.

一方, Zariskiは, 定理1.4(1)(2)が3次元以上の正則局所環の場合にどのように拡張で
きるか, という問題を提起した. 本講演では, 定理1.4(1)「Product Theorem」の次の2

方向への拡張について, 最近得られた結果を中心に紹介したい.

• 高次元（3次元以上の）正則局所環における整閉イデアルの正規性（第2節）

• 2次元正則局所環上の高階数（階数2以上の）整閉加群の積の整閉性（第3節）と
直既約性（第4節）



2. Zariskiの定理の高次元版
前節で述べたZariskiの「Product Theorem」は3次元正則局所環で成り立たない. Huneke

によって与えられた次の具体的反例がある 1.

例 2.1. (Huneke [7]) R = k[X,Y, Z](X,Y,Z) は体 k 上多項式環の局所環, I = (X2 +

Y 3, Z) + (X,Y )4, J = (Y 3, Z) + (X,Y )4とすると, I, Jは整閉だが, IJは整閉でない.

また, 体上 3変数多項式環の整閉単項式イデアル Iで, I2は整閉でない例もある（[9]

参照）. 特に, 3次元正則局所環のイデアル Iが正規（Rees環が整閉整域）となるため
には, I = Iでは足りない. イデアルが正規となるためには, どのくらいのベキまで整閉
であればよいか? 多項式環の単項式イデアルの場合には次が知られている.

定理 2.2. R = k[X1, . . . , Xd]は体k上多項式環, IはRの単項式イデアルとする.

(1) (Reid-Roberts-Vitulli [16]) イデアルI, I2, . . . , Id−1が整閉ならば, Iは正規である.

(2) (Singla [18]) ℓ := λ(I) = dimR(I)/mR(I)とおく. イデアル I, I2, . . . , Iℓ−1が整
閉ならば, Iは正規である.

一般に, λ(I) ≤ dであるから, 定理2.2(2)は定理2.2(1)を改善したものとなっている.

単項式イデアルの積の整閉性はどうなっているだろうか? この視点から考察した結果
に次がある.

定理 2.3. (Sarkar-Verma [17]) R = k[X1, . . . , Xd]は体 k上多項式環, I1, . . . , IrはRの
(X1, . . . , Xd)-準素単項式イデアルとする. このとき, 1 ≤ |n| := n1 + · · · + nr ≤ d − 1

をみたす任意のベクトルn = (n1, . . . , nr) ∈ Zr
≥0 について, イデアル In = In1

1 · · · Inr
r

が整閉ならば, 任意のベクトルn ∈ Zr
≥0について, イデアルInは整閉である.

これは, Reid-Roberts-Vitulliの結果の拡張である. Reid-Roberts-VitulliおよびSingla

が用いた手法は, 命題1.2を基礎とするものであったのに対し, Sarkar-Vermaの手法は,

多重Rees環の局所コホモロジーを用いるものであった. この手法を発展させることで
次の一般的な結果を得た.

定理 2.4. ([4]) (R,m)はネータ局所環, d = dimR > 0, I1, . . . , IrはRのイデアルで, そ
の多重Rees環R(I) = R[I1t1, . . . , Irtr]の次元はd+rと仮定する. 多項式環R[t1, . . . , tr]

におけるR(I)の整閉包をR(I)で表し, ℓ := λ(I1 · · · Ir)とおく. さらに, R(I)は次の
条件 (1)(2)をみたすと仮定する.

(1) 環拡大R(I) ⊂ R(I)は有限拡大

(2) R(I)はCohen-Macaulay

このとき, 1 ≤ |n| ≤ ℓ− 1をみたす任意のベクトルn ∈ Zr
≥0 について, イデアルInが

整閉ならば, 任意のベクトルn ∈ Zr
≥0について, イデアルInは整閉である.

Rが体上多項式環, I1, . . . , Irが単項式イデアルなら上記仮定 (1)および (2)もみたす 2

ので, この系として次が従う. これは, 定理 2.2を含み, 定理 2.3を改善したものとなっ
ている.

1 I, Jの片方が極大イデアルの場合も具体的反例がある（Huneke [7]）.
2正規半群環はCohen-Macaulayである（Hochsterの定理）.



系 2.5. ([4]) R = k[X1, . . . , Xd]は体 k上多項式環, I1, . . . , IrはRの単項式イデアルと
する. ℓ := λ(I1 · · · Ir)とおく. このとき, 1 ≤ |n| ≤ ℓ − 1 をみたす任意のベクトル
n ∈ Zr

≥0について, イデアル Inが整閉ならば, 任意のn ∈ Zr
≥0について, イデアル In

は整閉である.

定理2.4の仮定 (1)は, Rが正則局所環なら常に成り立つ 3 ことから次が従う.

定理 2.6. ([4]) (R,m)は正則局所環, d = dimR > 0, I1, . . . , IrはRのイデアルで, そ
の多重Rees環R(I)の整閉包R(I)はCohen-Macaulayと仮定する. ℓ := λ(I1 · · · Ir)と
おく. このとき, 1 ≤ |n| ≤ ℓ− 1 をみたす任意のベクトルn ∈ Zr

≥0について, イデアル
Inが整閉ならば, 任意のn ∈ Zr

≥0について, イデアルInは整閉である.

定理2.6の仮定「整閉包R(I)がCohen-Macaulay」は本当に必要だろうか?

問題 2.7. (R,m)は正則局所環, d = dimR > 0, I1, . . . , Ir は Rのイデアルとする.

ℓ := λ(I1 · · · Ir)とおく. このとき, 1 ≤ |n| ≤ ℓ− 1 をみたす任意のベクトルn ∈ Zr
≥0に

ついて, イデアルInが整閉ならば, 任意のn ∈ Zr
≥0について, イデアルInは整閉か ?

イデアル I1, . . . , Irに関する何らかの仮定が必要と思われるが, r = 1の場合でも反例
を知らない. 3次元正則局所環のイデアル Iで I, I2は整閉だが正規でない例を与えられ
ないだろうか?

3. 加群の整閉包とKodiyalamの定理
イデアルの整閉包は,自然に加群の場合に拡張される. 以下,簡単のため, Rはネータ整域
としよう. KはRの商体を表す. 有限生成 torsion-freeR加群Mに対し, MK := M⊗RK

とおく. Reesは,定理1.1（Valuative criterion）を基礎に,加群の整閉包を次で定義した.

定義 3.1. (Rees [15]) Mは有限生成 torsion-freeR加群とする. 元 f ∈ MKがM上整と
は, 「任意のKの離散付値環V でRを含むものに対し, f ∈ MV である」をみたすと
きをいう. ここで, MV = Im(M ⊗R V → MK)は, V で生成されるMKの部分R加群
である.

M = {f ∈ MK | f はM上整}

と定め, Mの整閉包という.

命題 3.2. (Rees [15]) Mは有限生成 torsion-freeR加群とする.

(1) MはMKの部分R加群で, M ⊂ M = M ⊂ MKをみたす.

(2) Mが有限生成R加群であることと, 環拡大R ⊂ Rが有限拡大であることは同値
である. 一般に, MはR加群で, M ⊂ M ††をみたす. ここで, Rは整域Rの整閉
包, M † = HomR(M,R)を表す.

(3) Rが整閉整域なら, M ⊂ M ⊂ M∗∗である. ここで, M∗ = HomR(M,R)を表す.

以下, Rはネータ整閉整域としよう. 命題 3.2(3)より, Mの整閉包は, M∗∗なる有限
生成自由R加群の部分加群とみなせる. このとき, 整閉包は次のように表せる.

3これは, Rが解析的不分岐な整閉整域でよい（Reesの定理）.



命題 3.3. Fは有限生成自由R加群, Mはその部分R加群とする. このとき, M は次の
Fの部分R加群と同一視できる.

M = {f ∈ F | f ∈ Sym1
R(F )は, 環 SymR(M)上整}

= {f ∈ F |イデアルFitt0(F/M)は, Fitt0(F/M + ⟨f⟩)の節減}

ここで, SymR(∗)は∗の対称代数, Fitt0(∗)は∗の0次Fittingイデアルを表す.

R(M) := Im(SymR(M) → SymR(F ))と定め, 加群MのRees環という. R(M)はR

上多項式環 SymR(F ) = R[t1, . . . , tr]の次数付き部分R代数で, R代数の同型R(M) ∼=
SymR(M)/tR(SymR(M))が成り立つ. 従って, R(M)は, M ⊂ F なる自由加群F の取
り方によらず, R代数の同型を除いて一意的に定まる 4. 整数nに対し, Mn := [R(M)]n
とおく. イデアルの場合同様, F の部分R加群NがMの節減であるとは, N ⊂ Mで,

かつ自然数nが存在して等式Mn = NMn−1をみたすときをいう.

定理 3.4. (Rees [15], Gaffney [2]) F は有限生成自由R加群とする. F の部分R加群
N ⊂ Mについて, 次は同値である 5.

(1) NはMの節減である.

(2) 環拡大R(N) ⊂ R(M)は有限拡大である.

(3) イデアルFitt0(F/N)はFitt0(F/M)の節減である.

例 3.5. (R,m)は2次元正則局所環, x, yは正則パラメータ系, a ≥ 2は整数とし,

M :=

⟨(
xa−1 y 0

0 x ya

)⟩
⊂ F := R2 =

⟨(
1 0

0 1

)⟩
, I := Fitt0(F/M)

とおく. I = (xa, xa−1ya, ya+1)である. i = 1, 2, . . . , a − 1に対し, fi =
t(xi−1ya+1−i, 0)

とおくと, Fitt0(F/M + ⟨f1, . . . , fa−1⟩) = I故, MはM + ⟨f1, . . . , fa−1⟩の節減. よって,

M + ⟨f1, . . . , fa−1⟩ ⊂ Mである. （実際は, M = M + ⟨f1, . . . , fa−1⟩である. ）

前節で, Zariskiの定理 1.4(1)の高次元版について述べた. Kodiyalamは, これとは別
方向の拡張（高階数版）の可能性を洞察し, 次を明らかにした.

定理 3.6. (R,m)は 2次元正則局所環, 剰余体 R/mは無限体とし, M,N は有限生成
torsion-freeR加群とする. このとき, 次が成り立つ.

(1) (Kodiyalam [12]) 加群M,Nがともに整閉ならば, その積MNも整閉である. こ
こで, MN := M ⊗R N/tR(M ⊗R N)と定義する.

(2) (Katz-Kodiyalam [10]) 加群Mが整閉ならば, Mのある（全ての）極小節減Nに
対し, 等式M2 = NM が成り立つ.

これは, Zariskiの定理 1.4(1)および Lipman-Tessierの定理 1.4(3)の高階数版とみな
せる. さらに, Katz-Kodiyalamは, 上記 (2)の等式成立と, Rees環 R(M)が Cohen-

Macaulayであることの同値性を示した. これより, 次が従う.
4これは, Mが rankをもてば常に正しい.
5Rが quasi-unmixed局所環, ℓR(F/N) < ∞のとき, 「(4) 等式 e(F/N) = e(F/M)が成立」とも同値
（Kleiman-Thorup, Kirby-Reesの定理）. ここで, e(F/∗)はBuchsbaum-Rim重複度を表す.



定理 3.7. (Katz-Kodiyalam [10]) (R,m)は2次元正則局所環, Mは有限生成 torsion-free

整閉R加群とする. このとき, MのRees環R(M)はCohen-Macaulay整閉整域である.

これは, 定理 1.5の高階数版とみなせる. 定理 1.5は（第 1節で述べた通り）Rが 2次
元有理特異点の場合に拡張されたが, 高階数版でも類似の拡張が可能だろうか? 6

4. Kodiyalamの問題と具体的反例の構成
Kodiyalamは, 定理 3.6(1)が「非自明な」拡張であることを強調するため, 任意階数の
直既約整閉加群の存在を示した. これを説明するため, 記号を準備する. M は 2次元
正則局所環上の有限生成 torsion-freeR加群とする. M∗でM のR-dualを表す. この
とき, M∗∗は有限生成自由R加群で, M ⊂ M∗∗かつM∗∗/M は長さ有限加群である.

I(M) := Fitt0(M
∗∗/M)とおく.

定理 4.1. (Kodiyalam [12]) (R,m)は2次元正則局所環, 剰余体R/mは無限体とし, M

は有限生成 torsion-freeR加群とする. このとき,

(1) イデアルの等式 I(M) = I(M)が成り立つ. 特に, I(M)は整閉である.

(2) さらに, Mは自由因子をもたないと仮定する. このとき, イデアルI(M)が simple

ならば, Mは直既約R加群である.

ここで, 整閉単項式イデアルの simple factorに関する事実を思い出そう.

定理 4.2. (R,m)は 2次元正則局所環, x, yは Rの正則パラメータ系, aは Rのm-準
素整閉（x, yに関する）単項式イデアルとする. aの simple整閉イデアルへの分解を
a = a1 · · · anとすると, 各aiは,

ai = (xp, yq) (p, qは互いに素な自然数)

の形で表せる.

例 4.3. x, yはRの正則パラメータ系, a ≥ 2は整数とする.

(1) 例 3.5の加群M =

⟨(
xa−1 y 0

0 x ya

)⟩
について, I(M) = I(M) = (xa, ya+1)は

simple. よって, M = M + ⟨f1, . . . , fa−1⟩は階数2の直既約整閉加群である.

(2) I = (xa, ya+1)とおく. 0 → Ra φ→ Ra+1 → I → 0は Iの極小自由分解とする. φ

のR-dual Ra+1
tφ→ Ra をとって, M := Im tφとおく. このとき, Mは自由因子を

もたず, I(M) = Ia(
tφ) = Ia(φ) = Iだから, I(M) = I = Iは simple. よって, M

は階数aの直既約整閉加群である.

Kodiyalamは次の疑問を提起した.

疑問 4.4. (Kodiyalam [12]) Mは 2次元正則局所環上の階数 2以上の有限生成 torsion-

freeR加群で, 自由因子をもたないものとする. このとき, Mが直既約ならば, イデアル
I(M)は simpleか ?

6 2次元有理特異点上の整閉加群のRees環はCohen-Macaulay整閉整域か? 最近, この問題（予想）に
肯定的方向での進展があったとの情報がある. もし肯定的なら, ここでもイデアルの場合の類似が成
立しているようで興味深い.



この問題は否定的に考えられていたが, これまで反例は知られていなかった. 次の結
果は, この問題に体系的な反例のクラスを与えるとともに, 直既約整閉加群の遍在性を
示唆するものである.

定理 4.5. ([5]) (R,m)は 2次元正則局所環, x, yはRの正則パラメータ系, IはRのm-

準素整閉（x, yに関する）単項式イデアルとする. ord(I) = max{n | I ⊂ mn} ≥ 3と仮
定する. このとき, 階数2の有限生成 torsion-free直既約整閉R加群Mで, I(M) = Iを
みたすものが少なくともひとつ存在する.

定理 4.5のMは, 与えられた単項式イデアルから具体的に構成できる. 以下, IはR

の（x, yに関する）単項式イデアルで, 整閉かつ r := ord(I) ≥ 3とする.

I = (xa0 , xa1yb1 , . . . , xybr−1 , ybr), a0 ≤ br

としてよい. 自然数k ≤ br − 1と Iに付随する階数2の加群Mkを次で定める.

Mk :=

⟨(
xa0−1 · · · xai−1ybi · · · ybr−1 yk 0

0 · · · 0 · · · 0 x ybr−k

)⟩
⊂ F :=

⟨(
1 0

0 1

)⟩
.

各 kについて, 等式 I(Mk) = Iは明らかである. 定理 4.5は, これら加群M1, . . . ,Mbr−1

の中に少なくともひとつ直既約整閉となるMkがあることを示すことによって証明され
る. このkは, 単項式イデアル Iの simple factorに応じて具体的に与えることができる.

以下, 具体例を通してこれを説明する.

例 4.6. I = (x5, x4y2, x3y3, x2y4, xy6, y7)とする. I の simple factorへの分解は, I =

(x2, y3) · (x3, y4)で, order 1の simple factorをもたない. これより, M1,M2,M3,M4は
直既約整閉である.

一般に, Iがorder 1の simple factorをもたないとき, M1,M2, . . . ,Mr−1は直既約整閉
となる.

例 4.7. I = (x7, x5y, x3y2, x2y3, xy5, y9)とする. I の simple factorへの分解は, I =

(x, y)(x, y2)(x, y4)(x2, y)2で, (x, y), (x, y2)を simple factorにもつが, (x, y3)をもたない.

これより, M3は直既約整閉である.

一般に, ある自然数 ℓ ≤ r − 1で, Iが (x, yℓ)を simple factorにもたないとき, ある
自然数 k ≤ r − 1でMkは直既約整閉となる. この kは, r ≤ 4の場合の数例を除いて,

k = min{ℓ | (x, yℓ)は Iの simple factorでない} にとれる.

例 4.8. a = (x, y)(x, y2)(x, y3)(x, y4)とする.

(1) I = a(x2, y)ならば, M5は直既約整閉である.

(2) I = a(x, y3)ならば, M6は直既約整閉である.

(3) I = a(x, y5)ならば, M6は直既約整閉である.

一般に, I = (x, y)(x, y2) · · · (x, yr−1)b（bは order 1単項式イデアル）のとき, b =

(xα, y) (α ≥ 1)の場合は, r ≤ 5ならMr−1が, r ≥ 5ならMr が直既約整閉となる.

b = (x, yβ) (β ≥ 2)の場合は, r = 3ならM2が, r ≥ 4で β ̸= rならMrが, r ≥ 4で
β = rならMr+1が, 直既約整閉となる.



疑問 4.9. 任意に与えられた（単項式イデアルとは限らない）ord(I) ≥ 3の整閉m-準
素イデアル Iに対し, I(M) = Iなる階数2の直既約整閉加群Mが存在するか ?

より一般に, 次が成り立つのではないかと予想している.

予想 4.10. 任意に与えられた r := ord(I) ≥ 3の整閉m-準素イデアル Iと, 任意の自然
数 e ≤ r − 1に対し, 階数 eの直既約整閉加群Mで I(M) = Iをみたすものが存在する.
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