
Jacquet加群と局所Langlands対応
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概 要

Jacquet関手とは p-進群の表現論において, 最も基本的かつ重要な関手の一
つである. これは Siegelモジュラー形式における, カスプ形式を定義すると
きに使う Siegelの Φ作用素の局所類似である. この講演では, シンプレク
ティック群の既約緩増加表現のJacquet関手を計算する. そのためには, この
群の既約表現の分類が必要となるが, それにはArthurにより証明された局所
Langlands対応を使う.

1. モジュラー形式と表現論
この説では, Siegelモジュラー形式の理論を振り返り, 表現論と対比する. Siegelモジュ
ラー形式の文献としては, [3]などを参照すると良い.

複素上半平面H1 = {z ∈ C | Im(z) > 0}上の正則関数f : H1 → Cが重さ2kの楕円モ
ジュラー形式とは, 次の2つの条件を満たすときに言う.

1. 全ての z ∈ H1と

(
a b

c d

)
∈ SL2(Z)に対して,

f

(
az + b

cz + d

)
= (cz + d)−2kf(z)

が成り立つ.

2. fは次の形のFourier展開を持つ.

f(z) =
∞∑
n=0

an(f)e
2π

√
−1nz.

重さ 2k の楕円モジュラー形式全体のなすベクトル空間を M2k(SL2(Z)) で表す. ま
た, a0(f) = 0となるモジュラー形式 f をカスプ形式といい, それらのなす部分空間
をS2k(SL2(Z))と書く. 具体例としては, k ≥ 2の時, Eisenstein級数

E2k(z) =
1

2ζ(2k)

∑
(m,n)∈Z2

(m,n)̸=(0,0)

1

(mz + n)2k

= 1 +
2

ζ(1− 2k)

∞∑
n=1

∑
0<d|n

d2k−1

 e2π
√
−1nz ∈ M2k(SL2(Z))
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が挙げられる. 特に, 直和分解M2k(SL2(Z)) = S2k(SL2(Z))⊕CE2kがある. 定数項を見
ることで, 射影M2k(SL2(Z)) → CE2kが得られる.

Siegelモジュラー形式とは, 楕円モジュラー形式の一般化の一つであり, ある複素構
造を持つ領域Hn上の正則関数であって, シンプレクティック群

Sp2n(Z) =

{
g ∈ GL2n(Z)

∣∣∣∣∣ tg
(

0 −1n

1n 0

)
g =

(
0 −1n

1n 0

)}

に関する対称性と, 増大度に関する条件を満たすものである. 重さ 2kの Siegelモジュ
ラー形式全体のなすベクトル空間をM2k(Sp2n(Z))で表す. n = 1の場合の定数項を見
ることで得られる射影M2k(SL2(Z)) → CE2kは, Φ作用素と呼ばれる線形写像

Φ: M2k(Sp2n(Z)) → M2k(Sp2(n−1)(Z))

に一般化される. モジュラー形式F ∈ M2k(Sp2n(Z))がカスプ形式であるとは, Φ(F ) = 0

を満たす時に言い, それらのなす部分空間をS2k(Sp2n(Z))で表す. k > nの時には, Φは
全射, つまり,

1 −−−→ S2k(Sp2n(Z)) −−−→ M2k(Sp2n(Z))
Φ−−−→ M2k(Sp2(n−1)(Z)) −−−→ 1

は完全列となる. 実際,この時にはΦは切断En,n−1,2k : M2k(Sp2(n−1)(Z)) → M2k(Sp2n(Z))
を持つ. En,n−1,2k(f)をKlingen Eisenstein級数という.

モジュラー形式の局所版として, Sp2n(Qp)の表現論が考えられる.

モジュラー形式 表現論

M2k(Sp2n(Z)) Rep(Sp2n(Qp))

Hecke同時固有形式 既約表現
Eisenstein級数 放物型誘導表現
カスプ形式 超カスプ表現

SiegelのΦ作用素 Jacquet加群

本講演の目的は, 既約緩増加表現に関するJacquet加群を計算することである.

2. シンプレクティック群の表現論
Gn = Sp2n(Qp)とおく. これは完全不連結な局所コンパクト群である. 即ち, コンパ
クト開部分群から成る単位元の基本近傍系を持つ. 一つのコンパクト開部分群として,

Sp2n(Zp)が挙げられる.

Gnのスムース表現とは, C-ベクトル空間 V と準同型 π : Gn → GL(V ) の組み π =

(π, V )であって, 任意のv ∈ V の固定化部分群StabGn(v) = {g ∈ Gn | π(g)v = v} がGn

の開部分群になるものを言う. スムース表現のなす圏をRep(Gn)で表す. また, Gnの
既約スムース表現のなす集合を Irr(Gn)により表す.

表現論において,どのように（既約）表現を構成するか,という重大な問題がある. 一つ
の重要な方法として,放物型誘導が挙げられる. 標準的な極大放物型部分群Pm = MmNm



であって, Levi部分群がMm = GLm(Qp)×Gn−mとなるものをとる. つまり,

Pm =




a ∗ ∗ ∗
0 A ∗ B

0 0 ta−1 0

0 C ∗ D


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a ∈ GLm(Qp),

(
A B

C D

)
∈ Gn−m

 .

そのモジュラス指標を δPm で表す. この時, σ = (σ,W ) ∈ Rep(Mm)に対して, Gnは
空間

IndGn
Pm

(σ) = {f : Gn → W局所定数関数 | f(mng) = δ
1
2
Pm

(m)σ(m)f(g)}

へ右移動で作用する. これは完全関手

IndGn
Pm

: Rep(Mm) → Rep(Gn)

を与える. これを放物型誘導関手といい, IndGn
Pm

(σ)を放物型誘導表現という.

一方で, (π, V ) ∈ Rep(Gn)に対して, V (Nm)により, {π(n)v − v | v ∈ V, n ∈ Nm}で
張られる部分空間を表し, VNm = V/V (Nm)と書く. MmのVNmへの作用

m · (v mod V (Nm)) := δ
− 1

2
Pm

(m)π(m)v mod V (Nm)

をJacPm(π)と書くと, これは完全関手

JacPm : Rep(Gn) → Rep(Mm)

を与える. これをJacquet関手といい, JacPm(π)をπのJacquet加群という.

放物型誘導関手とJacquet関手はFrobenius相互律

HomGn(π, Ind
Gn
Pm

(σ)) ∼= HomM(JacPm(π), σ), π ∈ Rep(Gn), σ ∈ Rep(Mm)

で結ばれる. 特に, 与えられたGnの既約表現がどのような放物型誘導表現の部分表現
となっているかは, それの Jacquet加群を計算できれば分かることになる. 既約表現
π ∈ Irr(Gn)が超カスプ表現とは, JacPm(π) = 0が全ての 1 ≤ m ≤ nについて成り立つ
時にいう. 言い換えれば, 超カスプ表現とは, どんな 1 ≤ m ≤ nに対しても, 放物型誘
導表現 IndGn

Pm
(σ)の部分表現にはならないような既約表現である.

Mm
∼= GLm(Qp)×Gn−mなので, その既約表現はテンソル積 τ ⊗π0という形で書ける

が, その放物型誘導を τ ⋊ π0 = IndGn
Pm

(τ ⊗ π0)と表すことにする. Tadićの公式 [4]によ
り, τ ⋊ π0のJacqeut加群JacPm′ (τ ⋊ π0)の半単純化の計算は, π0のそれに帰着される.

Gnの既約表現はパラメトライズは局所Langlands対応で与えられる. GnのL-パラ
メーターとは, Weil–Deligne群の直交表現

ϕ : WQp × SL2(C) → SO2n+1(C)

の（同型類の）ことである. これらのなす集合を Φ(Gn)で表す. Arthur[1, Theorem

1.5.1]は, 自然な有限対1の全射

Irr(Gn) → Φ(Gn)



があることを示した. ϕ ∈ Φ(Gn)のファイバーをΠϕと書き, ϕに伴うL-パケットとい
う. さらに, Πϕはある基本アーベル 2-群 Sϕの双対群でパラメトライズされる. 対応
π ↔ (ϕ, η), ϕ ∈ Φ(Gn), η ∈ Ŝϕ を局所Langlands対応という.

本講演では, ϕ|WQpが自明であり,

ϕ =
t⊕

i=1

S2xi+1, xi ∈ Z≥0

という形のL-パラメーターのみを考える. 但し, SdでSL2(C)の唯一の代数的なd-次元
既約表現を表すことにする. このようなL-パラメーターの集合をΦ1,gp(Gn)と書く. ϕ

が上のような分解を持つ時,

Aϕ =
t⊕

i=1

(Z/2Z)αi

とおく. つまり, Aϕは基本アーベル 2-群であって, αiはS2xi+1に付随する基底である.

この時, SϕはAϕの商であり, 故に, 双対群 Ŝϕは Âϕの部分群とみなせる. この考察
の下, η ∈ Âϕに対して, π(ϕ, η) ∈ Rep(Gn)を次のように定める. η ∈ Ŝϕであれば,

π(ϕ, η)はΠϕに属する既約表現で ηに対応するものとし, そうでなければ, π(ϕ, η) = 0

とする. この時, π(ϕ, η) ̸= 0であるための必要十分条件は, η(α1 + · · · + αt) = 1かつ
xi = xj =⇒ η(αi) = η(αj)である. また,

π(ϕ, η) = π((2x1 + 1)η(α1), . . . , (2xt + 1)η(αt))

とも書く.

3. 主定理と具体例
表現Πの半単純化をs.s.Πで表す. 実数x ∈ RとGnの既約表現πについて, s.s.JacP1(π) =⊕

i∈I χi ⊠ πiという形の時,

Jac|·|x(π) =
⊕
i∈I

χi=|·|x

πi

とおき, これをπの部分Jacquet加群という. ここで, | · |はGL1(Qp) = Q×
p の p-進絶対

値である.

補題 3.1 ([2, Lemma 4.1]). ϕ ∈ Φ1,gp(Gn)とし, あるη ∈ Âϕについて, Jac|·|x(π(ϕ, η)) ̸=
0とする. この時, x ∈ Z≥0であり, S2x+1 ⊂ ϕが成り立つ.

最初の主定理は, 部分Jacquet加群の計算である.

定理 3.2 ([2, Theorem 4.2]). ϕ ∈ Φ1,gp(Gn)とし, ϕにおけるS2x+1の重複度がm ≥ 1

であると仮定する. ϕ0 = ϕ− S⊕m
2x+1とおく. また, η ∈ Âϕであって, π(ϕ, η) ̸= 0となる

ものを取る.

1. m ≥ 3の時, δ ∈ {1, 2}でm ≡ δ mod 2となるものを取ると,

Jac|·|x(π(ϕ, η)) = (m− δ) · ⟨x, x− 1, . . . ,−(x− 1)⟩⋊ π(ϕ− S⊕2
2x+1, η)

+ St2x+1 × · · · × St2x+1︸ ︷︷ ︸
(m−δ)/2

⋊π(ϕ0 ⊕ S⊕δ
2x+1, η).



但し, x, y ∈ Z, x ≥ yに対して, ⟨x, . . . , y⟩で, 上三角行列から成るBorel部分群か
らの放物型誘導表現

| · |x × · · · × | · |y ∈ Rep(GLx−y+1(Qp))

の唯一の既約部分表現を表し, St2x+1 = ⟨x, . . . ,−x⟩ ∈ Irr(GL2x+1(Qp))とおいた.

2. x > 0かつm = 1の時,

ϕ′ = ϕ− S2x+1 + S2x−1

とおく. この時, 自然な全単射 Âϕ′ ∋ η′ ↔ η ∈ Âϕがあり,

Jac|·|x(π(ϕ, η)) = π(ϕ′, η′)

が成り立つ. 特に, Jac|·|x(π(ϕ, η))は既約または0である.

3. x > 0かつm = 2の時, η+ = ηとおき,

π(ϕ, η+)⊕ π(ϕ, η−) = St2x+1 ⋊ π(ϕ0, η|Aϕ0)

となる唯一の η− ∈ Âϕ を取る. また, 上と同じ ϕ′ を取り, ηϵ に対応する指標
η′ϵ ∈ Âϕ′を考える. この時,

Jac|·|x(π(ϕ, η)) = ⟨x, x− 1, . . . ,−(x− 1)⟩⋊ π(ϕ0, η|Aϕ0) + π(ϕ′, η′+)− π(ϕ′, η′−)

が成り立つ. これは, 長さが3または1である.

4. x = 0かつm = 1の時, Jac|·|x(π(ϕ, η)) = 0である. また, x = 0かつm = 2の時,

Jac|·|x(π(ϕ, η)) = π(ϕ0, η|Aϕ0)である.

第二の主定理により, Jacquet加群（の半単純化）が計算できる.

定理 3.3 ([2, Theorem 4.3]). ϕ = ⊕t
i=1S2xi+1 ∈ Φ1,gp(Gn), x1 ≤ · · · ≤ xtとする. K

(m)
ϕ

を整数の組みk = (k1, . . . , kt) ∈ Ztであって, 次を満たすものなす有限集合とする.

• 0 ≤ ki ≤ 2xi + 1 for i = 1, . . . , t;

• xi−1 = xi =⇒ ki−1 ≥ ki;

• k1 + · · ·+ kt = m.

k, l ∈ K
(m)
ϕ に対して,

∆k = ⟨x1, . . . , x1 − k1 + 1⟩ × · · · × ⟨xt, . . . , xt − kt + 1⟩ ∈ Rep(GLm(Qp)),

Jl(π) =
(
Jac|·|xt−lt+1 ◦ · · · ◦ Jac|·|xt

)
◦ · · · ◦

(
Jac|·|x1−l1+1 ◦ · · · ◦ Jac|·|x1

)
(π) ∈ Rep(Gn−m),

mk,l = dimC Jk(∆l) ∈ Z≥0

とおく. 形式的に, (∆k)k∈K(m)
ϕ
と (⊗Jl(π))l∈K(m)

ϕ
を縦ベクトルとみなし, (mk,l)k,l∈K(m)

ϕ

を行列と見る. この時, 任意のπ ∈ Πϕに対して,

s.s.JacPm(π) =
t(∆k) · (mk,l)

−1 · (⊗Jl(π))

が成り立つ.



注 3.4. 1. K
(m)
ϕ に辞書式順序を入れると, 行列 (mk,l)は正則な下三角行列になる. ま

た, この成分の計算は容易である.

2. 定理 3.2, 3.3は共に, 係数体をQpの有限次拡大体に取り替えても良い. また, こ
れらは任意の緩増加な表現に延長できる.

3. Xu [5]は, 定理3.2を離散系列表現に対して示し, それを用いて, 離散系列表現の
超カスプ台を局所Langlands対応の言葉で記述した. 定理 3.2を緩増加表現に拡
張するためには, Mœglinによる緩増加L-パケットの構成 ([6] 参照)を用いる. 定
理3.3は形式的な議論から従う.

最後に具体例を与える.

例 3.5. ϕ = S3 ⊕ S3 ⊕ S5 ∈ Φ(Sp10(Qp))を考える. この時, Πϕ = {π+, π−}であり, こ
れら2つの既約表現は,

π+ ⊕ π− = St3 ⋊ π(5+)

かつ, π+ = π(3+, 3+, 5+)が genericで, π− = π(3−, 3−, 5+)がnon-genericである, とい
う性質で特徴付けられる. ここで, m = 4, 即ち, s.s.JacP4(πϵ)を計算しよう. 今,

K
(4)
ϕ = {(3, 1, 0) > (3, 0, 1) > (2, 2, 0) > (2, 1, 1) > (2, 0, 2) > (1, 1, 2) > (1, 0, 3) > (0, 0, 4)}

である. よって,

(∆k) =



⟨1, 0,−1⟩ × | · |1

⟨1, 0,−1⟩ × | · |2

⟨1, 0⟩ × ⟨1, 0⟩
⟨1, 0⟩ × | · |1 × | · |2

⟨1, 0⟩ × ⟨2, 1⟩
| · |1 × | · |1 × ⟨2, 1⟩
| · |1 × ⟨2, 1, 0⟩
⟨2, 1, 0,−1⟩


, (Jl(πϵ)) =



0

π(3+)

0

π(3+)

π(3+) + | · |1 ⋊ π(1+)

(1 + ϵ)π(1+, 1+, 1+)

(1 + ϵ)| · |1 ⋊ π(1+) + (2 + ϵ)π(3+)

(1 + ϵ)π(3+)


,

(mk,l)
−1 =


1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 2 0 0
0 0 0 2 1 0 1 0
0 1 0 0 0 0 0 1


−1

=


1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 −1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 −1 0 1 0
0 −1 0 0 0 0 0 1




1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 2−1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 2−1 0 0
0 0 0 −1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1

 .

従って,

s.s.JacP4(πϵ) =

t

L(⟨1, 0,−1⟩ × | · |2)
⟨1, 0⟩ × |det2|

3
2

L(⟨1, 0⟩ × ⟨2, 1⟩)
| · |1 × | · |1 × ⟨2, 1⟩
| · |1 × ⟨2, 1, 0⟩
⟨2, 1, 0,−1⟩


⊗



π(3+)

π(3+)

π(3+) + | · |1 ⋊ π(1+)
1+ϵ
2
π(1+, 1+, 1+)

(1 + ϵ)(| · |1 ⋊ π(1+) + π(3+))

(1 + ϵ)π(3+)


を得る. 但し, L(⟨1, 0,−1⟩ × | · |2)とL(⟨1, 0⟩ × ⟨2, 1⟩)はそれぞれ, ⟨1, 0,−1⟩ × | · |2と
⟨1, 0⟩ × ⟨2, 1⟩の唯一の既約部分表現である. また, det2はGL2(Qp)の行列式である.
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