
Gauss map of real hypersurfaces in non-flat

complex space forms and twistor space of

complex 2-plane Grassmannian

木村真琴 (茨城大学) ∗

日本数学会秋季総合分科会特別講演

1 Introduction

幾何学において、様々なGauss 写像がある。本講演では、複素射影空間 CPn および複素双曲
空間 CHn 内の実超曲面M2n−1 に対して、Cn+1 (あるいは Cn+1

1 ) 内の (不定値)2次元複素部分

空間のなす複素 Grassmann 多様体への Gauss 写像 γ を定義し、特に CPn のHopf 超曲面とよ

ばれる実超曲面については、(1) その Gauss imageである Kähler 多様体 γ(M) 上の S1-束の全
空間とみなせること、(2) 逆に γ(M) から、四元数 Kähler 多様体 G2(Cn+1) の twistor 空間を

用いて CPn の Hopf 超曲面 (の平行族)を構成できること、(3) 複素双曲空間 CHn の Hopf 超曲

面についても同様の結果が成り立つことを述べる。

2 Gauss map of hypersurfaces in sphere to compex quadric

まず単位球面 Sn+1(1) 内の向き付けられた超曲面 Mn に対して、B. Palmer [27] は次のように

Gauss 写像を定義した: M の各点 p ∈ Mn に対して、x(p) を Rn+2 における位置ベクトル、Np

を Sn+1 内の Mn の p ∈M における単位法ベクトルとする。このとき、

γ(p) := x(p) ∧Np (1)

を Rn+2 内の x(p) と Np で張られる向き付けられた 2 次元部分空間とすると、Mn から

(Rn+2 内の向きつけられた 2 次元線形部分空間全体がつくる) 実 Grassmann 多様体への写

像 γ : Mn → G̃2(Rn+2) が定義される。γ を Sn+1 の超曲面 Mn の Gauss 写像という。

e1 ∧ e2 ∈ G̃2(Rn+2) (e1, e2 ∈ Rn+2, ∥e1∥ = ∥e2∥ = 1, ⟨e1, e2⟩ = 0) に対して、π(e1 + ie2)/
√
2

(π : S2n+1 → CPn は Hopf fibration)を対応させると、̃G2(Rn+2)は CPn 内の z21+· · ·+z2n+2 = 0

で定義される複素 2次曲面 Qn と同一視できる。

∗ 本研究は JSPS科研費 JP 16K05119 の助成を受けたものです。
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Theorem 2.1 (B. Palmer [27]) Sn+1 内の向き付けられた超曲面 Mn に対して、Gauss 写像の

像 γ(Mn) は Qn の Lagrange 部分多様体である。さらに、Mn が Sn+1 の等径 (§3) あるいは
austere 超曲面 (cf. [16])ならば、γ(Mn) は Qn の極小 Lagrange 部分多様体である。

Remark 2.2 Sn+1 の超曲面 Mn に対する Gauss 写像の像 γ(Mn) と、Mn の平行超曲面 Mn
r :=

{cos rx(p) + sin rNp| p ∈ Mn} (r ∈ R) に対する Gauss 写像の像 γ(Mn
r ) は一致する: γ(M) =

γ(Mr). ゆえに、この Gauss 写像は (向きつけられた)超曲面の平行族 [M ] = {Mr| r ∈ R} に対
して定義されていると考えられる。

Remark 2.3 実双曲空間 Hn および不定値の擬 Riemann 実空間型内の超曲面に対しても、同様の

結果が Anciaux [4] によって得られている。

逆に、Qn の Lagrange 部分多様体 Σn に対して、Sn+1 の「超曲面の平行族」[M ] = {Mr} が
以下のように (局所的に)構成できる: 実 Stiefel 多様体

V2(Rn+2) = {(e1, e2) ∈ Rn+2 × Rn+2| ∥e1∥ = ∥e2∥ = 1, ⟨e1, e2⟩ = 0}

は実 2n+1 次元接触多様体であって、射影 π : V2(Rn+2) → G̃2(Rn+2), (e1, e2) 7→ e1∧e2 につい

て Qn 上の S1-bundle の全空間である。このとき、Lagrangian immersion x : Σn → Qn に対し
て、Σn から V2(Rn+2)への (local) Legendrian liftが構成できて、第一成分への射影 (e1, e2) 7→ e1

を合成すると、Σn の regular points のなす開集合においては Sn+1 への immersion を与えて、求

める「超曲面の平行族」が得られる。

3 Isoparametric hypersurfaces in sphere

実空間形 M̃ 内の超曲面 M について、以下の 3条件は同値である: (a) M は M̃ 上のある等径

函数 F の level set, (b) M の平行超曲面の族 Mt (−ε < t < ε) はすべて平均曲率が一定, (c) M

の主曲率が一定。ここで、M̃ 上の定数でない実数値可微分函数 F は、| gradF |2 と ∆F が F の

各 level set において一定であるとき等径であるという。一般の Riemann 多様体内の超曲面につ

いても (a)と (b)の同値性は成り立つが、その場合でも (c)が成り立つとは限らない。

等径超曲面は 100年前に Somigliana [29] が研究を初め、Segre や Levi-Civita が続いたが、Élie

Cartan は断面曲率が定数 c である実空間形 M̃(c) の等径超曲面 M について、「Cartan の恒等

式」を見出した: λ1, · · · , λg を異なる (一定の)主曲率、m1, · · · ,mg をそれらの重複度で、g を異

なる主曲率の個数で g > 1 とするとき、
∑
j ̸=i

mj
c+ λiλj
λi − λj

= 0. これを用いて、実空間形が Euclid

空間 Rn+1 (および実双曲空間 Hn+1 ) のとき、g ≤ 2 であって M は超平面 Rn, 超球面 Sn か

Sk ×Rn−k の一部であることが示される (Hn+1 の場合も同様)。しかしながら、実空間形が球面

Sn+1 の場合には Cartan の恒等式から g ≤ 2 は結論されず、Cartan は g = 1, 2, 3, 4 の例を構

成し、g ≤ 3 の場合の等径超曲面を分類した: g = 1 のときは超球面 Sn, g = 2 のときは球面の

積 Sp × Sn−p, 1 ≤ p ≤ n− 1 であって、g = 3 のときは斜体 F = R,C,H,O に関する射影平面
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FP2 を球面 Sn+1 (n = 3, 6, 12, 24) に標準的に埋め込んだ部分多様体上の tube である (Cartan

超曲面ともよばれる)。また、g = 4 のときに、Cartan はすべての主曲率の重複度が 1 と 2 であ

る S5 と S9 の等径超曲面も構成した。さらに Cartan は、自身が得た等径超曲面の例はすべて等

質であって、SO(n+ 2) の閉部分群の軌道になっていることも述べている。

球面 Sn+1 内の等径超曲面 Mn の研究は、70年台に入って野水が Mn の focal 部分多様体は極

小であることなど示した後、 Münzner [25] によって大きく進展した。(i) Mn を Sn+1 内の連結

等径超曲面で g 個の主曲率 λi = cot θi, 0 < θ1 < · · · < θg < π, を持ち、それらの重複度を mi と

すると、
θi = θ1 + (i− 1)

π

g
(1 ≤ i ≤ g), mi ≡ mi+2 (mod g). (2)

(ii) 球面 Sn+1 内の等径超曲面 Mn は Rn+2 上の次数 g の斉次多項式 F (Cartan-Münzner 多

項式という) で、以下の微分方程式をみたすものを Sn+1 に制限した函数の level set (の open

subset)である:
| gradF |2 = g2r2g−2, ∆F = crg−2, (3)

ここで r = |x|, c = g2(m2 −m1)/2。(iii) さらに、Sn+1 内の compact 等径超曲面 Mn につい

て、Sn+1 がその 2つの focal 部分多様体 M+ と M− 上の ball bundle に分解することから、微

分トポロジーを用いて、g の取りうる値は 1, 2, 3, 4 または 6 であることを示した。

一方で Sn+1 内の等質超曲面はすべて等径超曲面であるが、それらはすべて階数 2 の Riemann

対称空間の isotropy 表現の軌道として得られることが Hsiang-Lawson および高木-高橋によって

示された。そして、驚くべきことに Sn+1 の「非等質」な g = 4 の等径超曲面が、Münzner の

結果を用いて尾関-竹内 [26] によって構成された。これらは、後に Ferus-Karcher-Münzner [14]

によって Clifford 代数の表現を用いて一般化されていて、「FKM-type」の等径超曲面とよばれ

ているが、最近では先駆者にちなんで「OT-FKM type」とよばれるようになっている。その後、

Abresch, Stolz, Dorfmeister-Neher に加えて、Chi-Cecil-Jensen [8] や Immervoll, 宮岡礼子氏達

によって g = 4, 6 の等径超曲面の研究が進み、Q.-S. Chi によって球面内の等径超曲面の分類:

Sn+1内の等径超曲面は等質超曲面か OT-FKM type の非等質超曲面に限る

が完成した旨の announce がなされた. 微分幾何に加えて微分トポロジー、K-理論、表現論、可換

環論、代数幾何などを駆使して研究されてきた球面内の等径超曲面は、極めて興味深い研究対象と

言えよう。

2019年 6月に北京師範大学で「Workshop on the isoparametric theory」が開催された：

http://math0.bnu.edu.cn/~yanwenjiao/wit/

そこでは「異種球面」への応用など、様々な結果が報告された。一部講演のスライドもダウンロー

ドできるようなので、参考にされたい。
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4 Hopf hypersurfaces in complex projective space

本講演の結果において重要な役割を果たしている、複素射影空間 CPn のHopf 超曲面について

述べる。まず M̃n を複素 n 次元の Kähler 多様体、J をその複素構造とする。M2n−1 を M̃ の

(実余次元 1 の) 実超曲面、N を M̃ における M の (局所的に定義された) 単位法ベクトル場とす

る。このとき、ξ := −JN は M の各点で単位接ベクトルである。ξ を実超曲面 M の構造ベクト

ル場という。そして、ξ が M の各点で shape operator A (実超曲面 M の各点の接空間における

対称線形変換)の固有ベクトルであるとき、すなわち Aξ = µξ をみたすとき、M を M̃ のHopf

超曲面という (このとき µ を Hopf 主曲率という)。

Remark 4.1 特に外の Kähler 多様体 M̃ が「非平坦複素空間型」、すなわち複素射影空間 CPn ま
たは複素双曲空間 CHn のとき、Hopf 曲率 µ は M 上定数である [19],[23], さらに µ = 0 のとき、

ξ の積分曲線は M̃ の測地線であり、M̃ = CPn かつ µ ̸= 0 のとき、ξ の積分曲線は CPn 内の全
測地的複素射影直線 CP1 = S2 上の「小円」である。

Example 4.2 CPn の等質実超曲面 CPn の等長変換群 PU(n+ 1) の部分群の軌道となっている

等質実超曲面は、高木 [30] によって分類されていて、階数が 2 の Hermite 対称空間の isotropy

表現から得られることが分かっている。そして [31] において、それらは全て Hopf 超曲面である

ことが知られている。一方 [20] において、CPn の Hopf 超曲面 M2n−1 が主曲率一定であること

と、等質実超曲面 (の一部)であることが同値であることが示されている。それらは等径超曲面で

もあって、以下の CPn 内の Kähler 部分多様体上の半径 r の tube であることがわかっている (g

は M の異なる (一定な)主曲率の個数)：

(i) (g = 2, 測地的超球面) 1点、および全測地的複素射影超平面 CPn−1 (0 < r < π/2),

(ii) (g = 3) 全測地的複素射影空間 CPn−1 (1 ≤ k ≤ n− 2) (0 < r < π/2),

(iii) (g = 3) 複素 2次超曲面 Qn−1 (0 < r < π/4),

(iv) (g = 5) Segre 埋め込み CP1 × CPk, n = 2k + 1, (0 < r < π/4),

(v) (g = 5) Plücker 埋め込み G2(C5), n = 9, (0 < r < π/4),

(vi) (g = 5) Half spin 埋め込み SO(10)/U(5), n = 15, (0 < r < π/4).

Remark 4.3 CPn において、等径であるが、非 Hopf かつ主曲率が一定でない実超曲面が存在す

る [13], [34]。

以下、特に注意しない限り CPn は正則断面曲率が 4 である Fubini-Study 計量をもつものと

する。

Theorem 4.4 (Cecil-Ryan [9])

(i) CPn の実超曲面 M2n−1 が、ある複素部分多様体 Σ 上の半径一定の tube の一部であると
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き、M は CPn の Hopf 超曲面である。

(ii) 逆に、M2n−1 を CPn 内の Hopf超曲面とする。Hopf主曲率を µ = 2 cot 2r (0 < r < π/2)

と表した時に、focal map ϕr : M → CPn, ϕr(p) = expCP
n

p (rNp) の階数が M 上一定なら

ば、ϕr(M) は CPn の複素部分多様体であって、M は ϕr(M) 上半径 r の tube (の一部)

である。

(iii) また、CPn の Hopf 超曲面の「平行超曲面」は Hopf 超曲面である。

Remark 4.5 CPn の Hopf 超曲面について、focal map の階数に関する仮定を省くと Cecil-Ryan

の定理は一般に成り立たない。Borisenko [7] はその場合の結果をいくつか得ている。その一つと

して: CPn 内の compact embedded Hopf 超曲面は、CPn 内のある algebraic variery 上の半径

一定の tube である。

次節で “Gauss 写像”を用いて、CPn の Hopf 超曲面の特徴づけを与える。

5 Gauss map of real hypersurfaces in complex projective space to

compex 2-plane Grassmannian

Sn+1 内の超曲面 Mn に関する Palmer の Gauss map にならって、CPn の実超曲面 M2n−1

に対して、Gauss 写像を定義する。

x :M2n−1 → CPn を immersion とし、p ∈M における CPn 内の M の単位法ベクトルを Np

とする。このとき、x(p) ∈ CPn が定める Cn+1 内の複素直線と、Np が定める Cn+1 内の複素

直線の直和を γ(p) とすると、γ は M2n−1 から複素 2-平面 Grassmann 多様体 G2(Cn+1) への

(well-defined な)写像である。γ :M2n−1 → G2(Cn+1) を CPn の実超曲面 M2n−1 のGauss 写

像という。この Gauss 写像も、実超曲面の「平行族」に対して定義される。

最初の結果を述べるために、四元数 Kähler 多様体の全複素部分多様体について述べる。

(M̃4m, g,Q) を実 4m 次元四元数 Kähler 多様体とする。すなわち、(M, g) は Riemann 多様体

で、Q は EndTM の階数 3 の部分束で、以下の条件をみたす: (i)M の各点 p に対してM 内の近

傍 U と U 上定義された Qの切断 I1, I2, I3 が存在して I2j = −1 (j = 1, 2, 3), I1I2 = −I2I1 = I3,

I2I3 = −I3I2 = I1, I3I1 = −I1I3 = I2 が成り立つ。(ii) 任意の L ∈ Qp について gp は L で不

変である。(iii) ベクトル束 Q は g から定まる Levi-Civita 接続に関して、EndTM 内で平行で

ある。Cn+1 内の複素 2-平面のなす複素 Grassmann 多様体 G2(Cn+1) は、Hermite 対称空間で

あって、かつ四元数 Kähler 多様体の構造ももっている (cf. [35])。

M̃ の部分多様体 Σ2m は、Q|Σ の切断 I が存在して (1) I2 = −1, (2) ITΣ = TΣ をみたすと

き almost Hermitian であるという。I から誘導される Σ 上の概複素構造を IΣ と書くことにす

ると、(Σ, IΣ) は誘導計量 gΣ について almost Hermitian 多様体になる。さらに (Σ, gΣ, IΣ) が

Kähler のとき、Σ は四元数 Kähler 多様体 M̃ の Kähler 部分多様体であるという。また、M̃

の almost Hermitian 部分多様体 (Σ, IΣ) は、任意の p ∈ Σ と IpL + LIp = 0 をみたす任意の
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L ∈ Qp について LTpΣ ⊥ TpΣ が成り立つとき全複素部分多様体であるという。M̃ の almost

hermitian 部分多様体について、Kähler であることと全複素部分多様体であることは同値である

[2]. また、全複素部分多様体は極小になる [15].

Theorem 5.1 [21]M2n−1 を複素射影空間 CPn 内の実超曲面、γ :M → G2(Cn+1)をその Gauss

写像とする。(i)M が非 Hopf のとき、γ は immersionである。(ii)M が Hopf のとき、γ(M)

は G2(Cn+1) の半分次元の全複素部分多様体である。さらに、Gauss 写像 γ :M → γ(M) によっ

て、CPn の Hopf 超曲面M2n−1 は Kähler 多様体 γ(M) 上の S1-束の全空間になっている。

Example 5.2 M2n−1 を CPn 内の全測地的複素射影部分空間 CPk (0 ≤ k ≤ n − 1) 上の半径 r

(0 < r < π/2) の等質実超曲面とすると、その Gauss image γ(M) は G2(Cn+1) 内の全複素全測

地的部分多様体 CPk × CPn−k−1 である (cf. [10], [32]).

Example 5.3 M2n−1 を CPn 内の複素 2次超曲面 Qn 上の半径 r (0 < r < π/4) の等質実超曲

面とすると、その Gauss image γ(M) は G2(Cn+1) 内の全複素全測地的部分多様体 G2(Rn+1) で

ある (cf. [10], [32]).

次節で、G2(Cn+1) の twistor 空間を用いた、CPn の Hopf 超曲面の逆構成を与える。

6 Twistor space of G2(Cn+1) and converse construction of Hopf

hypersurfaces in CPn

四元数 Kähler 多様体 (M̃4m, g,Q) について、M̃ 上の単位球面束 Z = {Ĩ ∈ Q| Ĩ2 = −1}
を M̃ の twistor 空間という (cf. [28], [35]) このとき、次が成り立つ：(i) M̃ の Ricci 曲率

が 0 でないならば、Z は複素接触構造をもつ。(ii) M̃ の Ricci 曲率が正ならば、Z は twistor

fibration π : Z → M̃ が全測地的 fiber をもつ Riemannian submersion となるような、Ricci 正

の Einstein-Kähler 計量をもつ。

塚田 [33] は、G2(Cn+1) の twistor 空間は CPn の射影余接束 P (T ∗CPn) であることと、複
素等質空間として U(n + 1)/U(n − 1) × U(1) × U(1) と表示されることを示した。一方で、

G2(Cn+1) は CPn 内の複素射影直線 CP1 の集合 {CP1 ⊂ CPn} と同一視できて、CPn 内の測地
線 RP1 ⊂ CP1 ⊂ CPn と G2(Cn+1) の twistor 空間 Z の切断 I (I2 = −1) が対応することがわ

かる。さらに、S2 ∼= CP1 内の測地線を一つ与えると、その同心円の族も一つ定まることに注意

する。

φ : Σn−1 → G2(Cn+1) を複素 n − 1 次元 Kähler 多様体から Cn+1 の複素 2-平面のなす

Grassmann 多様体への全複素 immersion とする。このとき、Σ の各点 p に対して、G2(Cn+1)

の (四元数 Kähler 構造に関する)概複素構造 Ĩp ∈ Qφ(p) を対応させると、twistor 空間 Z の部分
多様体 Ĩ(Σ) が得られる (natural lift という)。そして、Σ が G2(Cn+1) の全複素部分多様体であ

ることから、Ĩ(Σ) は Z の複素接触構造に関して複素 Legendre 部分多様体であることがわかる
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[3]. E を Z 上の S1-束で、その各 fiber が base point に対応する CPn 内の測地線であるものと
する。このとき、次の図式:

Ĩ∗E −−−−→
η

E −−−−→
ψ

CPny y ,

Σn−1 −−−−→
Ĩ

Z

(ψ は「射影」、η は Ĩ から誘導される束写像で Ĩ∗E は引き戻し束)に関して、写像 Φ := ψ ◦ η :

Ĩ∗E → CPn は (M = Ĩ∗E の正則点において) Aξ = 0 をみたす Hopf 超曲面を与えて、その平行

超曲面の族も、すべて Hopf である [22]。

7 Hopf hypersurfaces in complex hyperbolic space

M2n−1 を (正則断面曲率が −4 の) 複素双曲空間 CHn の Hopf 超曲面とし、µ (定数) をその

Hopf 主曲率 (Aξ = µξ)とする。(i) |µ| > 2 のとき: 定理 4.4 と同様に CHn の複素部分多様体と
関連付けられることが Montiel [24] によって示されている。(ii) |µ| < 2 のとき: S2n−1 内の 2つ

の Legendre 部分多様体の組から、この場合の Hopf 超曲面が構成できることが、微分式系の議論

を用いて Ivey [18] によって示された。(iii) |µ| = 2 のときの Hopf 超曲面の構成法はわかってい

なかった。

Example 7.1 CHn 内の主曲率が一定な Hopf 超曲面は Montiel [24] によって構成され、Berndt

[5] によって分類されている:

(i) (g = 2, |µ| > 2) 測地的超球面,

(ii) (g = 2, |µ| > 2) 全測地的複素双曲超平面 CHn−1 上の tube,

(iii) (g = 3, |µ| > 2) 全測地的複素双曲部分空間 CHk (1 ≤ k ≤ n− 2) 上の tube,

(iv) (g = 2, |µ| = 2) ホロ球面,

(v) (g = 2, 3, |µ| < 2) 全測地的 Lagrange 実双曲空間 RHn 上の tube.

Remark 7.2 CHn の等質超曲面は Berndt-Tamaru [6] によって分類されていて、CPn の場合と
は異なり非 Hopf であるものが存在する。また、CPn および CHn の実超曲面で (誘導計量が)

Einstein であるものは存在しないが、CHn のホロ球面は Ricci soliton である [17] (cf. [11]).

8 Gauss map of real hypersurfaces in complex hyperbolic space to

indefinite compex 2-plane Grassmannian

複素双曲空間 CHn の一つのモデルとして、指数 1 の不定値複素数空間 Cn+1
1 内の (実 2 次

超曲面として定義される) anti de-Sitter 空間 H2n+1
1 を単位複素数 S1 の作用で割った空間を

考える。このとき、CHn の実超曲面 M2n−1 に対して、§5 と同様に Gauss 写像が定義できる:
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x :M2n−1 → CHn を immersion とし、p ∈M における CHn 内のM の単位法ベクトルを Np と

する。このとき、x(p) ∈ CHn が定める Cn+1
1 内の時間的複素直線と、Np が定める Cn+1

1 内の空

間的複素直線の直和を γ(p) とすると、γ はM2n−1 から不定値複素 2-平面のなす複素 Grassmann

多様体 G1,1(Cn+1
1 ) への (well-defined な) 写像である。γ : M2n−1 → G1,1(Cn+1

1 ) を CHn の実
超曲面 M2n−1 のGauss 写像という。

M̃ := G1,1(Cn+1
1 ) は、四元数 Kähler 構造の「dual」と考えられるパラ四元数 Kähler 構造をも

つ: すなわち、(M̃, g) は neutral 計量をもった擬 Riemann 多様体で、Q は EndTM̃ の階数 3 の

部分束で、以下の条件をみたす: (i) M̃ の各点 p に対して M̃ 内の近傍 U と U 上定義された Q の

切断 I1, I2, I3 が存在して I21 = −1, I2j = 1 (j = 2, 3), I1I2 = −I2I1 = −I3, I2I3 = −I3I2 = I1,

I3I1 = −I1I3 = −I2 が成り立つ。(ii) 任意の L ∈ Qp について gp は L で不変である。(iii) ベク

トル束 Q は g から定まる Levi-Civita 接続に関して、EndTM̃ 内で平行である。

このとき、Qp (p ∈ M̃) は自然に Lie 代数 su(1, 1) および Minkowski 空間 R3
1 と同一視できる:

Q̃p = {aI1 + bI2 + cI3| a, b, c ∈ R} ∼= su(1, 1) ∼= R3
1.

さらに、Q̃p の 3種類の切断 Ĩ2 = 1, Ĩ2 = −1, Ĩ2 = 0 の集合はそれぞれ R3
1 の部分集合として以

下のようにみなせる:

(S+)p := {Ĩ ∈ Q̃p| Ĩ2 = 1} ∼= S2
1 : (de-Sitter 2-space), (4)

(S−)p := {Ĩ ∈ Q̃p| Ĩ2 = −1} ∼= H2 : (hyperbolic 2-space), (5)

(S0)p := {Ĩ ∈ Q̃p| Ĩ2 = 0} ∼= L2 : (light cone). (6)

このとき、Theorem 5.1 と同様の結果が得られる:

Theorem 8.1 [12] M2n−1 を複素双曲空間 CHn(−4) の Hopf 超曲面とし、µ をその Hopf 主曲

率とする。このとき、(i) Gauss 写像 γ : M2n−1 → CHn に関して γ(M) は CHn の半分次元の
部分多様体である。(ii) CHn の Hopf 超曲面 M2n−1 は |µ| > 2 (resp. |µ| ≤ 2) のとき、γ(M)

上の S1-束 (resp. R-束) の全空間になっている。(iii) γ(M) の G1,1(Cn+1
1 ) からの誘導計量の符

号は、M の {ξ}⊥ における主曲率の値から定まる。(iv) 特に |µ| > 2 (resp. |µ| < 2) で、M の

{ξ}⊥ における主曲率の値が ±1 でないとき、γ(M) の誘導計量は非退化で 擬 Kähler (resp. パ

ラ Kähler)となる。

Remark 8.2 この定理で、|µ| = 2 のとき M がホロ球面 ⇔ γ(M) が lightlike もわかる。

さらに、G1,1(Cn+1
1 ) の切断 Ĩ の集合で、それぞれ (4), (5), (6) をみたす twistor 空間 を、そ

れぞれ Z+, Z−, Z0 (cf. [1]) とすると、G1,1(Cn+1
1 ) への fibration について水平な twistor 空間

Z+ (resp. Z−, Z0) の 2n− 2 次元部分多様体 Σ2n−2 に対して、§6 と同様に CHn の Hopf 超曲

面 M2n−1 で |µ| < 2 (resp. |µ| > 2, |µ| = 2) をみたすものを構成できる (準備中)。
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