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1. 序
Kolmogorov [Ko59]は1950年代後半に，Shannon [Sha48]のエントロピーをエルゴード
理論に移植した．これは，エルゴード理論における，それまでの関数解析的な研究ス
タイルから，符号理論・情報理論的なスタイルへの転換を促し，エルゴード理論に革
命をもたらした．この最初期の研究の一つの到達点は，エントロピーによってベルヌ
イ過程が測度力学系として完全に分類できることを示したOrnstein [Or70]の定理であ
る．その後も力学系の研究と情報理論との間の相互作用は豊かに発展し続けている．
最近になって，私と共同研究者たちは，上記の相互作用にいくつかの新しい要素を付

け加えることに成功した．我々は平均次元と呼ばれる力学系の位相不変量を研究してい
たのだが，この不変量と情報理論との間の予期せぬ関連を発見した [GT, LT18, LT19]．
平均次元はGromov [Gro99]が 20世紀末に導入したもので，力学系が単位時間あたり
に持つ自由度を表す．我々が見つけたことは次の二つである．

1. 力学系を「帯域制限された信号（例えば電話）として送信する」際に，平均次元は
本質的なパラメータになる．これはShannon [Sha48]による帯域制限されたチャ
ンネルにおける通信の理論の位相力学系への移植である．この発見を利用するこ
とで，我々はLindenstrauss [Lin99]が1999年に提案した問題を解決した．

2. 平均次元はレート歪み理論 [Sha48, Sha59]の位相力学系版だとみなせる．エン
トロピーは情報を損失ゼロで符号化する際の情報圧縮の限界値を表すが，これは
連続的な信号（音声や画像）を圧縮する際には意味を持たない．そのような場合
（すなわちエントロピー無限大の信号の符号化）においては情報の損失を許した
情報圧縮を考える必要があり，それを研究するのがレート歪み理論である．我々
は，極小力学系の平均次元がレート歪み次元 [KD94]と呼ばれる量に関するミニ
マックス問題の解として特徴づけられることを示した．これはエントロピー理論
において知られていた変分原理 [Goodw69, Din70, Goodm71]の平均次元理論版
になっている．

2. 帯域制限されたチャンネルにおける通信
周波数が [−W,W ]に制限された信号（例えば電話）を用いて情報を送信したいとする．
使える信号のパワーをPとし，ノイズは密度Nの白色ガウシアンであるとしよう．こ
の時，基本的な問題は，

送信可能な情報量の毎秒あたりの上限値はいくらか？

Shannon [Sha48]はこの問題（を含む一般のチャンネルにおける通信の問題）に対す
る答えが，チャンネルの容量（capacity) という概念で与えられることを発見した．さ
らに彼は上記の帯域制限されたチャンネルに対して次の美しい公式を示した：

容量 = W log

(
1 +

P

2NW

)
ビット/秒.
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情報理論の概念になじみがない読者は，（この講演を理解する上で）この公式の細部を
理解していただく必要はまったくない．ただここで強調したいのは，帯域制限された通
信において，帯域幅Wが決定的に重要なパラメータ―になるということである．我々
[GT]はこのShannonの理論の位相力学系版を発見した．

3. ヒルベルト立方体上のシフトに力学系を埋め込む
前節のテーマと一見無関係の話題から始める．(X , T )が力学系であるとは，X がコン
パクト距離化可能空間 1であって，T : X → X が同相写像であることとする．基本的
な重要性を持つ力学系の例として，次のヒルベルト立方体上のシフトがある．単位区
間 [0, 1]の両側無限直積（位相は直積位相）

[0, 1]Z = · · · × [0, 1]× [0, 1]× [0, 1]× · · ·

を考えて，その上のシフト写像σ : [0, 1]Z → [0, 1]Zを

σ ((xn)n∈Z) = (xn+1)n∈Z

と定める．この時，
(
[0, 1]Z, σ

)
は力学系になる．

一般の力学系 (X , T )が与えられたとして，次の質問を考えよう．

　 (X , T )は
(
[0, 1]Z, σ

)
に埋め込めるか？

　ここで，f : X → [0, 1]Zが力学系の埋め込みであるとは，fが位相的な埋め込み（つ
まり単射連続写像）であって，f ◦ T = σ ◦ fを満たすこととする．注意として，これ
は力学的（dynamical）な問題であるということを指摘しておく．すなわち，任意の
コンパクト距離化可能空間は [0, 1]Zに位相的に埋め込める．従って，単なる空間の埋
め込みに関しては埋め込みの障害は存在しない．
力学系の埋め込みに対する明らかな障害として周期点 2がある．力学系 (X , T )が周

期点をたくさん持つと [0, 1]Z上のシフトには埋め込めない．例えば，正方形 [0, 1]2の両
側無限直積 (

[0, 1]2
)Z

= · · · × [0, 1]2 × [0, 1]2 × [0, 1]2 × · · ·

とその上のシフトを考えよう．この力学系の不動点集合は自然に [0, 1]2と同一視される
が，これは

(
[0, 1]Z, σ

)
の不動点集合（単位区間 [0, 1]と同一視される）に位相的に埋め

込めない．従って，([0, 1]2)
Z上のシフトは

(
[0, 1]Z, σ

)
には力学系として埋め込めない．

驚くべきことに，Jaworski [Jaw74]は，有限次元力学系に対しては，周期点だけが埋
め込みに対する障害であることを発見した：

定理 1 (Jaworski, 1974). 周期点を持たない有限次元力学系 (X , T )は，[0, 1]Z上のシフ
トに埋め込める．ここで「有限次元」とは，X の位相次元が有限であることとする．

Jaworskiの研究の後，「有限次元」という仮定がどれだけ本質的なのかが問題となっ
た．Auslander [Aus88, p. 193]は次を問うた：

　任意の極小力学系は [0, 1]Z上のシフトに埋め込めるか？
1この節の話題においては，距離を 1つ固定して，X をコンパクト距離空間としてもよいが，後の節で
変分原理について論じる際には，距離を動かして考えることが本質的な意味を持つ．

2Tnx = x (n ≥ 1)の時，xを周期nの周期点という．



ここで，(X , T )が極小であるとは，任意の点x ∈ X の軌道 {T nx}n∈ZがX 内で稠密で
あることとする．極小力学系は，X が有限集合でない限り，周期点を持たない．（有限
集合の場合は，当然，[0, 1]Z上のシフトに埋め込めるので，今の状況では自明なつまら
ない場合である．）従ってAuslanderの質問は，有限次元という仮定を外したうえで周
期点を持たない一番単純な状況を考えて，[0, 1]Zに埋め込めるかどうかを問うている．
Auslanderの問題の解決には 10年以上の時間が必要だったが，Lindenstrauss–Weiss

[LW00]が見つけた答えは単純であった．平均次元という力学系の不変量があり，これ
から答えは直ちに「No」であることが分かる．

4. 平均次元と力学系の埋め込み
(X , d)をコンパクト距離空間とする．位相空間 Y と連続写像 f : X → Y が与えられ
たとする．正数 εに対して，f が ε-埋め込みであるとは，任意の点 y ∈ Y に対して
diamf−1(y) < εが成り立つこととする．(X , d)の ε-幅次元Widimε(X , d)を次を満たす
整数n ≥ 0の最小値として定める 3：n次元単体複体Pと ε-埋め込みf : X → Pが存在
する．
同相写像T : X → X が与えられたとする．各自然数Nに対して，X 上の距離dNを

dN(x, y) = max
0≤n<N

d(T nx, T ny)

で定める．そして平均次元mdim(X , T )を次で定義する [Gro99]．

mdim(X , T ) = lim
ε→0

(
lim

N→∞

Widimε(X , dN)
N

)
.

ただし，Widimε(X , dN)はNについて劣化法的であり，εについては単調なので，この
極限は存在する．この定義は距離dを明示的に利用しているが，実際にはmdim(X , T )
は位相不変量である．すなわち，同じ位相を与える別の距離 d′を使用しても，平均次
元の値は変わらない．
[0, 1]Z上のシフトの平均次元は 1である．これは直観的には [0, 1]Zが毎秒あたり 1自

由度を持つことを意味する．前節の埋め込み問題に対して，平均次元が果たす役割は
非常に直接的である．力学系 (X , T )が別の力学系 (Y , S)に埋め込めたとすると，定義
から直ちにmdim(X , T ) ≤ mdim(Y , S) が得られる．特に，(X , T )が [0, 1]Z上のシフト
に埋め込まれたならば，mdim(X , T ) ≤ 1となる．対偶を取ると，mdim(X , T ) > 1な
らば，(X , T )は [0, 1]Z上のシフトには埋め込めない．つまり平均次元は埋め込みに対
する障害となる．これを踏まえて，Lindenstrauss–Weiss [LW00]は次を示した．

定理 2 (Lindenstrauss–Weiss, 2000). 任意の実数 c ≥ 0に対して，平均次元の値が cに
等しい極小力学系が存在する．特に（c > 1とすることで），[0, 1]Z上のシフトに埋め
込めない極小力学系が存在する．

すなわち，平均次元という適切な概念が得られた後では，前節に述べたAuslanderの
問題の答えが「No」であることは，ほとんど当たり前なのであった 4．一方で，驚くべ
3X の位相次元が dimX = limε→0 Widimε(X , d)として定まることが知られている．
4だからといって，Lindenstrauss–Weissの定理の価値を低く見積もるつもりは全くない．例えば，冒頭
で述べたKolmogorovによる測度論的エントロピーの導入によって，エントロピーの値が異なるベル
ヌイ過程は同型でないことが直ちに分かる．特にこれから (1/2, 1/2)-ベルヌイ過程と (1/3, 1/3, 1/3)-
ベルヌイ過程は同型でないことが従うが，これは当時の重要な未解決問題に対する解答であった．真
に大きな発見はしばしば，自然な視点が得られた後から見れば自明に見えるということであろう．



きことに，Lindenstrauss [Lin99]は部分的な逆が成立することを示した：

定理 3 (Lindenstrauss, 1999). 平均次元が 1/36未満の極小力学系は [0, 1]Z上のシフト
に埋め込める．

これは素晴らしい定理であるが，明らかな問題は1/36という数字が人工的に見える
点である．当然，Lindenstrauss自身も1/36を単に証明の技術的な必要性から生じた数
と考えて，最適な値を求めることを問題とした．彼の論文 [Lin99, p.229]5から引用す
る（記号をここでの説明に合わせて変更している）：

Another nice question that remains open is what is the largest constant

c such that mdim(X , T ) < cN implies that (X , T ) can be embedded in((
[0, 1]N

)Z
, shift

)
? The bound we get is that c ≥ 1/36.

我々[GT]は次の定理を示して，この問題を解決した．

定理 4 (Gutman-T.). 平均次元が 1/2未満の極小力学系は [0, 1]Z上のシフトに埋め込
める．

この定理の主張は最善である．実際，Lindenstraussと私の論文 [LT14]において，平
均次元がちょうど1/2であって，[0, 1]Zに埋め込めない極小力学系の例が構成されてい
る．従って，上記のLindenstraussの問題の答えは c = 1/2であることが分かった．

注意 5. 定理4はZ作用の力学系に関する主張だが，論文 [GLT16]のテクニックと [GT]

のテクニックとを組み合わせることで，現在ではZk作用の場合にも同様の主張が示さ
れている [GQT19]. 一方で，非可換群作用の場合に主張を拡張できるかどうかは重要
な未解決問題である．特に，次節で説明する信号解析（signal analysis）のテクニッ
クが非可換群の場合にどうなるのかは非常に興味がある．

5. 力学系を電話で送信する
定理4の証明はShannonの通信理論を位相力学系に移植するというアイデアに基づく．
ヒルベルト立方体 [0, 1]Zの点x = (xn)n∈Zは，単位区間 [0, 1]に値を取る離散信号

· · · , x−2, x−1, x0, x1, x2, · · · , (xn ∈ [0, 1])

だとみなせる．（「離散」というのは時間方向が離散化されているという意味である．）
従って，力学系を [0, 1]Zに埋め込む問題は，力学系の軌道を離散信号として符号化する
問題であると見ることができる．このような符号化の観点にたてば，離散信号だけで
なく，別の信号として符号化することも当然考えられる．以下では，力学系を帯域制
限されたアナログ信号（例えば電話）として符号化することを考える．すなわち，我々
の定理4に対するアプローチは次である：

力学系 −→帯域制限されたアナログ信号 −→離散信号.

まず力学系の軌道を帯域制限されたアナログ信号に符号化する．（つまり，「力学系を電
話で送信する」．）次にサンプリングによって，アナログ信号を離散信号に変換する．ア

5Lindenstraussのこの質問では，[0, 1]Zへの埋め込みだけでなく，
(
[0, 1]N

)Z
への埋め込みが問題とさ

れている．実のところ，この節の議論はそのまま
(
[0, 1]N

)Z
の場合にも適用できる．ただ記号の単純

化のために，以下でもN = 1の場合だけ考える．



ナログ信号は離散信号にはない柔軟性を持っているため，力学系を離散信号に直接符
号化する時よりも良い結果が得られる．
厳密に説明するために，信号解析の用語を準備する．有界連続関数φ : R → Cに対

して，フーリエ変換を次で定める：

φ̂(ξ) =

∫ ∞

−∞
φ(t)e−2π

√
−1tξ dt.

一般にはこの積分は収束しないので，超関数の意味で φ̂を定める．実数 a < bに対し
て，supp φ̂ ⊂ [a, b]の時，φは [a, b]に帯域制限されているという 6．例えば，次の関数
は [−1, 1]に帯域制限されている：

sin(2πt), cos(2πt),
sin(2πt)

2πt
. (1)

[a, b]に帯域制限された有界連続関数φ : R → Cで，||φ||L∞(R) ≤ 1を満たすもの全体を
B[a, b]とおく．例えば，上記の (1)はB[−1, 1]の元である．二つの元φ, ψ ∈ B[a, b]に対
して，距離を

d(φ, ψ) =
∞∑
n=1

2−n ||φ− ψ||L∞[−n,n]

と定めると，B[a, b]はコンパクト距離空間になる．シフトσ : B[a, b] → B[a, b]を

σ(φ)(t) = φ(t+ 1)

とおく．これによって (B[a, b], σ)は力学系になる（B[a, b]上のシフトと呼ぶ）．この力
学系の平均次元は2(b− a)である．ここで b− aは帯域幅であることに注意しよう．す
なわち，帯域制限された信号の成す力学系の大きさ（平均次元）は帯域幅で決まる．
次の定理が，定理 4のアナログ信号版である．（ここで，極小力学系 (X , T )が非自明

とは，X が無限集合であることとする．）

定理 6. 平均次元が b− a未満の非自明な極小力学系はB[a, b]上のシフトに埋め込める．

この定理に，次の古典的なサンプリング定理を組み合わせることで，前節の定理4が
得られる．

補題 7 (サンプリング定理). b− a < 1なら

B[a, b] → ℓ∞(Z), φ 7→ (φ(n))n∈Z

は埋め込みになる．

定理 6の証明に，どのようにアナログ信号の持つ長所が活かされているかは，講演
時に（時間が許せば）説明する．
定理 4と定理 6 は極小力学系に対する主張だが，より一般の力学系の埋め込みに関

しては次の予想が指針となる [LT14]．これはまだ未解決である．

予想 8 (Lindenstrauss–T.). 力学系 (X , T )が

mdim(X , T ) < 1

2
, ∀n ≥ 1 :

dim{x ∈ X |T nx = x}
n

<
1

2

を満たすなら，[0, 1]Z上のシフトに埋め込める．

埋め込み問題に関する議論はここで終わりにし，次節からは別のテーマを論じる．
6例えば，日本の標準的な電話の信号は [−3400Hz, 3400Hz]に帯域制限されている．



6. エントロピーに対する変分原理
前節において，力学系の埋め込みの問題を経由して，平均次元と通信理論がつながる
ことを見た．次は，二つの理論のより直接的な関係として，

平均次元が情報理論の量を用いて表現できる

ということを説明したい．この節では，その前にまず，力学系のエントロピーに対す
る変分原理というものを解説する．
(X , d)をコンパクト距離空間とする．正数εに対して，次を満たす自然数nの最小値を

#(X , d, ε)と書くことにする：開被覆X = U1∪U2∪ . . .∪UnでdiamUi < ε (∀1 ≤ i ≤ n)

を満たすものがある．
同相写像T : X → Xが与えられたとする．平均次元の定義の時と同様に，dN(x, y) =

max0≤n<N d(T
nx, T ny)によって，X上の距離の列dN (N ≥ 1)が定まる．力学系 (X , T )

の位相的エントロピーを次で定義する．

htop(T ) = lim
ε→0

(
lim

N→∞

log# (X , dN , ε)
N

)
.

これは力学系の位相不変量になる．
今，一般にXが有限集合Aに値を取る確率変数の時，Shannonエントロピーを

H(X) = −
∑
a∈A

P(X = a) logP(X = a) (2)

と定める．
力学系 (X , T )上に不変ボレル確率測度µを一つとる 7．有限集合に値を取る可測写像

X : X → Aに対して．確率過程{X ◦ T n}∞n=0を考え，そのエントロピーを

H ({X ◦ T n}∞n=0) = lim
N→∞

H
(
X,X ◦ T,X ◦ T 2, . . . , X ◦ TN−1

)
N

と定める 8．(X , T, µ)の測度論的エントロピーを次で定義する．

hµ(T ) = sup
X
H ({X ◦ T n}∞n=0) .

ここで，XはX上で定義された確率変数であって，値域が有限集合のもの全体を動く．
力学系 (X , T )上の不変ボレル確率測度全体をM T (X )と書こう．70年代初頭に証明

されたエントロピーの変分原理とは，

htop(T ) = sup
µ∈MT (X )

hµ(T ) (3)

なる主張である [Goodw69, Din70, Goodm71].

上記の定義から分かるように，測度論的エントロピー hµ(T )は直接的に情報理論に
基づいて定義されている．従って，変分原理 (3)は位相的エントロピーhtop(T )という
力学系の位相不変量を情報理論を用いて表現していると考えることができる．以下で
我々が目指すのは，同様にして情報理論を用いて平均次元を表現することである．
7「不変」とはµ(T−1E) = µ(E)という意味．
8 (X,X ◦T,X ◦T 2, . . . , X ◦TN−1)はX 上で定義され，有限集合ANに値を取る確率変数である．従っ
て，その Shannonエントロピーが (2)で定まる．



7. レート歪み理論
Shannonエントロピーは情報の損失の無い情報圧縮における圧縮の限界値を表す．す
なわち，{Xn}∞n=0を定常確率過程としたとき，これを記述するのに必要な毎秒あたり
のビット数の下限はエントロピー

H ({Xn}∞n=0) = lim
n→∞

H(X0, X1, . . . , Xn−1)

n

によって与えられる．しかし，もし各Xnが連続的な値を取る確率変数の場合（例：音
声や画像），エントロピーは無限大になり，意味のある圧縮は（情報の損失を許さなけ
れば）不可能になる．従ってこの場合，情報の損失を許した情報圧縮 9を考えなければ
ならない．Shannon [Sha48, Sha59]はこのためにレート歪み理論を導入した．レート
歪み理論とは，

情報の損失に伴って生じる「歪み」を制御しながらの情報圧縮

を研究するものである．歪みを ε未満に抑えたときの情報圧縮の限界値をレート歪み
関数と呼ぶ．
レート歪み理論を述べる準備として，まず相互情報量というものを定義する．(Ω, P )

を確率空間，X : Ω → XとY : Ω → Yを共にΩ上で定義された確率変数とする．（Xと
Yはなんらかの可測空間．）この二つの確率変数が共有する情報の量をはかるものとし
て相互情報量 I(X;Y )を定義したい．二つの場合に分けて定義する．

• X とYが有限集合の場合：この時は

I(X;Y ) = H(X) +H(Y )−H(X,Y ) (4)

と定める．

• 一般の場合： XやYが無限集合の場合，式 (4)の右辺のShannonエントロピーが
一般には無限大になるので，このままでは定義が意味を持たない．そこで，以下
のようにする．fとgをそれぞれXおよびY上で定義された可測関数で，取り得
る値の可能性が有限個のものとする．f ◦Xと g ◦ Y とは有限個の値しかとらな
いので，相互情報量 I(f ◦X; g ◦ Y )が (4)によって定義できる．そこでfとgが有
限個の値しかとらないXおよびY上の可測関数全体を動くときの I(f ◦X; g ◦ Y )

の上限値を I(X;Y )として定める．もしX とYが有限集合なら，この定義は (4)

の定義と一致することが知られている．

例 9. XとZを互いに独立なガウシアン確率変数とし，

X ∼ N(a, v), Z ∼ N(b, w)

とする．Y = X + Z ∼ N(a+ b, v + w)とおく時，

I(X;Y ) =
1

2
log
(
1 +

v

w

)
.

9例えば，音声をウェーブレットで展開して，ゼロに近い係数を捨て，残りの係数を量子化する．



以上で相互情報量という概念が定義された．次にレート歪み関数を導入する．(X , T )
を力学系とし，dをX上の距離関数，µをX上のT不変ボレル確率測度とする．正数 ε

に対して，レート歪み関数R(d, µ, ε)を

R(d, µ, ε) = inf
I(X;Y )

N

で定める．ただし，N , X, Y は以下の三つの条件を満たすもの全体を動くとする：

1. Nは自然数．

2. Xはある確率空間 (Ω, P )上で定義され，µにしたがってX に値を取る確率変数．

3. Y = (Y0, Y1, . . . , YN−1)は (Ω, P )上で定義された確率変数．各YnはXに値をとり，
次を満たす．

E

(
1

N

N−1∑
n=0

d(T nX, Yn)

)
< ε. (5)

条件 (5)は，Y = (Y0, Y1, . . . , YN−1)が確率過程 (X,TX, . . . , TN−1X)を平均的な誤差
ε未満で近似していることを意味する．レート歪み関数R(d, µ, ε)は確率過程{T nX}∞n=0

を平均的な誤差を ε未満に抑えて記述する際に必要な毎秒あたりのビット数の下限値
であることが知られている [Gra90, ECG94, LDN79]．

8. 二重変分原理
(X , T )を力学系とする．X 上の（位相とコンパティブルな）距離関数全体をD(X )と
書こう．また， X 上のT不変ボレル確率測度全体をM T (X )と書いていたことを思い
だそう．
距離d ∈ D(X )と測度µ ∈ M T (X )を取る．Kawabata–Dembo [KD94]にしたがって，

レート歪み次元 rdim(X , T, d, µ)を

rdim(X , T, d, µ) = lim sup
ε→0

R(d, µ, ε)

log(1/ε)

と定める．ただし，R(d, µ, ε)（ε > 0）は前節で定義したレート歪み関数である．以上
の準備のもとで，[LT19]の主結果を述べる：

定理 10 (二重変分原理，Lindenstrauss–T.). 極小力学系 (X , T )に対して

mdim(X , T ) = min
d∈D(X )

sup
µ∈MT (X )

rdim(X , T, d, µ). (6)

ここで，minは最小値を達成するd ∈ D(X )が存在することを意味する．

エントロピーに対する変分原理 (3)と，我々の新しい変分原理 (6)との本質的な違い
は，エントロピーの変分原理 htop(T ) = supµ∈MT (X ) hµ(T )は測度 µという一つの変数
に関する最大化問題であるのに対して，上記の (6)は

二つの変数dとµに関するミニマックス問題



であるという点である．変数が二つあるという点を強調して二重変分原理と呼ぶこと
にした．
定理10の証明は幾何学的測度論の力学系版を作るというアイデアに基づく．より詳

しくは（時間が許せば）講演時に説明したい．

注意 11. (1) 定理 10は極小力学系に対してのみの主張だが，実のところ，二重変分
原理 (6)は全ての力学系に対して正しいだろうと予想している．定理10 の証明中
で，一方向きの不等式

mdim(X , T ) ≤ inf
d∈D(X )

sup
µ∈MT (X )

rdim(X , T, d, µ)

は全ての力学系 (X , T )に対して成立することが示されている． 従って残る問題
は逆向きの不等式を一般の力学系に対して証明することである．この問題を解こ
うとする際の主要な困難は，実は予想8 にアプローチする際に遭遇する困難と非
常に近い．

(2) エントロピーに対する変分原理には，その一般化として圧力に対する変分原理が
知られている．力学系 (X , T )上に連続関数φ : X → Rが与えられたとき，(X , T )
とφの組に対する不変量として圧力PT (φ)というものが定義される．（φ = 0の時
は位相的エントロピーに一致する．）これに対して，Walter [Wa75]は

PT (φ) = sup
µ∈MT (X )

(
hµ(T ) +

∫
X
φdµ

)
(7)

なる等式が成り立つことを示した．最近，私はこれの平均次元理論版を発見した
[Tsu19]．力学系 (X , T )と連続関数φ : X → Rに対してポテンシャル付き平均次
元mdim(X , T, φ) というものを定義し（φ = 0の時は通常の平均次元になる），
特に (X , T )が極小力学系ならば

mdim(X , T, φ) = min
d∈D(X )

sup
µ∈MT (X )

(
rdim(X , T, d, µ) +

∫
X
φdµ

)
が成立することを示した．

圧力に対する変分原理 (7)は双曲力学系の理論において本質的な役割を果たして
いる [Bow75]．私はポテンシャル付き平均次元も同様に，具体例を解析する際に
大きな力を発揮すると期待している．特に，論文 [Gro99, MaT15, Tsu18]等にお
ける幾何学的な例を，ポテンシャル付き平均次元に対する二重変分原理の観点か
ら研究したいと考えている．
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