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1 漸近的（複素）双曲空間とは何か
漸近的双曲空間（asymptotically hyperbolic spaces，以下「AH空間」）とは，コンパク

トでない完備 Riemann多様体 (Xn+1,g)であって，その計量が遠方において

g ∼ dx2

x2 +
h
x2 (1.1)

という漸近挙動をもつようなものである．ここで h はある閉多様体 Mn の Riemann 計
量．x = 0が無限遠境界に対応する．
漸近挙動 (1.1)の意味は個別の問題に応じて定めるのだが，本稿では，「左辺と右辺の

差 R が k 階連続微分可能，さらにある τ > 0が存在し，x−τR の x−2(dx2 + h)に関する
Ck ,α ノルムが有限」という条件がみたされるとき (X,g)は「Ck ,α 級 AH空間」であると
いうことにする．とくに何も書かなければ「C∞ 級 AH空間」，すなわち任意の k，α に
対し Ck ,α 級 AH空間であるものを考える．
漸近的複素双曲空間（asymptotically complex hyperbolic spaces，以下「ACH空間」）と

は，コンパクトでない完備 Riemann多様体 (X2n+2,g)であって，その計量が遠方において

g ∼ 4
dx2

x2 +
θ2

x4 +
h
x2 (1.2)

という漸近挙動をもつものである．ここで θ は閉接触多様体 (M2n+1,H) の接触形式
で（H⊥ にあらかじめ向きを与えておき，θ はその向きについて正となるようとる），h
は接触分布 H の dθ と両立するファイバー計量．ただし「h が dθ と両立する」とは，
h(v,w) = dθ(v, Jw)なる J ∈ Γ(End(H))，J2 = −idが存在するという意味である．逆に，
dθ と組み合わせると H のファイバー計量が得られるような J を，接触多様体 (M,H)の
整合的な概 CR構造 (compatible almost CR structure)，または日本語としてこなれていな
いが「整合概 CR構造」ということにしよう∗．J の「整合性」は，接触形式 θ の選び方
にはよらない概念である．

AH空間のときと同様に「Ck ,α 級 ACH空間」「C∞ 級 ACH空間」という表現を用いる．
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∗この整合性 (compatibility) をさして，一部の文献では「partial integrability」という用語が使われてきた

（正確にいうと，本稿の語法では，「compatible」とは「strictly pseudoconvex partially integrable」のこと）．松本
も [35, 36, 38, 37]でこれを使ってきたが，しばしば誤解を生む．そこで [40, 39]では呼称を変えることにした．
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(1.1)や (1.2)によると，無限遠境界 ∂X = { x = 0 } = M において，一見，AH空間では
Riemann計量 h が，ACH空間では接触形式 θ と接触分布 H のファイバー計量 h が，そ
れぞれ定まっているようにみえる．しかしこれらは，実際には X のエンドをどのように
(0,1) × M と同一視するかに依存しており，同一視に依存せず定まっているものは，AH
空間では h の属する共形類 [h]，ACH 空間では整合概 CR 構造 J である．これらの [h]
や J を備えた境界 ∂X，または [h]や J そのもののことを，AH空間ないし ACH空間の
共形無限遠 (conformal infinity)という．

AH 空間や ACH 空間についてとくに興味深いのは Einstein 方程式をめぐる問題であ
る．よく行われる問題設定は「与えられた共形無限遠をもつ AH (ACH)-Einstein空間に
ついて調べよ」（構成せよ／一意性の有無を調べよ／……）というものである∗．本講演
は，この AH-Einstein充塡，ACH-Einstein充塡の問題の諸側面を，AH空間や ACH空
間における線型微分方程式の基礎理論を紹介しつつ論じることを目的とする．またその
中で，松本による [41, 37, 39]の位置づけを説明する．
なお，AH-Einstein充塡の問題は，物理学における AdS/CFT対応（ゲージ・重力対応）

の基礎としても知られている．ただしその場合は不定値計量を考える．

2 例
まず，AH (ACH)-Einstein充塡の問題については，さまざまな興味深い例があり，繊細

な現象がみられることを紹介したい．

2.1 双曲空間の凸ココンパクト商
実双曲空間 Hn+1 はもちろん AH 空間である．Hn+1 の計量 g が (1.1) の形をしている

ことは，測地的極座標系によって g = dr2+ (sinh r)2gSn だから，x = e−r とおけばわかる．
Klein群 Γ ⊂ PO(n + 1,1)の作用による商空間 X = Γ\Hn+1 も AH空間になる場合があ

る．Γ\Hn+1 にはカスプがあってはならない．凸ココンパクト商のとき，すなわち極限集
合 Λ(Γ)の凸包の商がコンパクトであるとき，Γ\Hn+1 は AH空間となる．

AH空間における解析とは，Hn+1 やその凸ココンパクト商，あるいはそれらにコンパ
クト部分集合だけで変更を加えて得られる空間における解析の一般化なのだと考えるこ
とができる．たとえば AH 空間のラプラシアンのスペクトルに関する Mazzeo–Melrose
[42]の結果は，Lax–Phillips [28]の一部を一般的見地から説明したものになっている．
同じように，複素双曲空間の離散群による商を考えることにより，ACH空間のさまざ

まな例が得られる．

2.2 AdS Schwarzschild空間
定曲率をもたないが Einstein方程式をみたす AH空間の代表的な例は，Hawking–Page

[25]の AdS Schwarzschild空間である．本来の AdS Schwarzschild空間は Lorentz計量

∗AH-Einstein 空間は「Poincaré–Einstein 多様体」とか「共形コンパクト Einstein 多様体」(conformally
compact Einstein manifolds)とよばれることも多い．



をもつが，Wick回転を施すことにより，

gm = V(r)dt2 + V(r)−1dr2 + r2gSn−1, V(r) = 1 + r2 − 2m
rn−2 (2.1)

という Riemann計量が得られる．ただし n ≧ 3．定数 m > 0は任意に選んでよい．
この gm は，まずは Rn+1 の領域 {V(r) > 0 } で定義されるものと理解される．この領

域は R× (r+,∞)× Sn−1 という形をしている（r+ > 0は Schwarzschild半径の AdS版）．こ
こで gm を (R/2πβZ) × (r+,∞) × Sn−1 の計量とみなす．すると，β > 0を適切に定めてお
けば，r = r+ において Sn−1 という部分多様体をつけ加えることで，gm を X = R2 × Sn−1

のなめらかな Riemann計量と解釈することができる．具体的には β = 2r+/(nr2
+ + n − 2)

がそのための条件となる．こうして得られた (X,gm)は AH-Einstein空間であって，その
共形無限遠は S1(β) × Sn−1 である（S1(β)は半径 βの円周）．
さらに Anderson [3]は，AdS Schwarzschild計量 gm が，AH-Einstein充塡の一意性の

反例を与えていることを指摘した．それを確認するためには，m が変わると β はどのよ
うに変化するかみればよい．写像 m 7→ β は単射ではなく，β > β0 = 1/

√
n(n − 2) のと

き，対応する m は 2個ずつある．一方で，異なる m に対する gm は互いに等⻑でない．
したがって共形無限遠 S1(β) × Sn−1 を与える AH-Einstein充塡が 2個ずつあることがわ
かる．
同様の例は ACH-Einstein空間については知られていない．

2.3 B2m のユニタリ不変 AH-Einstein計量
今度は無限遠境界が非自明な S1 束であるケースである．m を 2 以上の整数とすると

き，S2m−1 の Berger計量 hc について，(S2m−1, [hc])は AH-Einstein充塡をもつ．これは
m = 2のとき Pedersen [46]がツイスター理論の手法で構成したもので，一般の次元では
Page–Pope [45]の構成の特別な場合としてつくれる（松本 [41]）．

Berger計量 hc とは，Hopfファイブレーション S2m−1 → CPm−1 のファイバー S1 の大
きさを拡大・縮小して得られる計量である．つまり，まず，S2m−1 の標準的な Riemann
計量 hを，ファイバー方向とそれに直交する方向に分けて h = h1 = θ

2 + gFS とあらわす．
gFS は CPm−1 の Fubini–Study計量を Ker θ へと持ち上げたものになっている．そして一
般に c > 0に対し hc = cθ2 + gFS とおく．
われわれの AH-Einstein充塡は B2m において与えられる．hc はユニタリ群 U(m)の作
用で不変だから，AH-Einstein計量も U(m)不変なものを考えるのが自然だろう．実際に
それで構成できる．定理として述べれば次のとおりである．

定理 2.1 (Pedersen [46],松本 [41]). 任意の c > 0に対し，B2mのU(m)不変なAH-Einstein
計量 gc であって，共形無限遠が Berger球面 (S2m−1, [hc])であるようなものが存在する．

[41]の構成法は論理的には容易である．
gc = (r2 − 1)m−1V(r)−1dr2 + c2(r2 − 1)−m+1V(r)θ2 + c(r2 − 1)gFS

とおいて，Einstein方程式が導く V(r)の常微分方程式を考えればよい．明らかでないの
は，常微分方程式の解がもつ任意定数の値をうまく決めれば r → ∞でない側の特異性を
取り除けること，またそうして得られる gc が AH計量になることである．
今度もまた，同様の例は ACH-Einstein空間については知られていない．



2.4 Cheng–Yauの Kähler-Einstein計量
2.2節や 2.3節とは逆に，ACH-Einstein空間の場合にしかないような，非常に一般的な

存在定理もある．それは Kähler幾何にもとづく．

定理 2.2 (Cheng–Yau [16]). n ≧ 1 とする．なめらかな境界をもつ有界強擬凸領域 Ω ⋐
Cn+1 には，負スカラー曲率をもつ完備 Kähler-Einstein計量 gが，定数倍の自由度を除い
てただ一つ存在する．

この Cheng–Yauの計量 g は ACH計量にもなっているのである（そうみるとき，定数
倍の自由度は要請 (1.2) により失われる）．共形無限遠 ∂Ω の整合概 CR 構造 (H, J) は，
Cn+1 の複素構造が誘導する ∂Ωの自然な CR構造に一致する．
なお，J による CH の固有分解を CH = T1,0∂Ω ⊕ T0,1∂Ωとすれば，Γ(T1,0∂Ω)は Lie

括弧積について閉じていることを注意しておく．この可積分条件をみたす概 CR 構造を
ふつう単に「CR構造」という．CR幾何の従来の研究対象はこの意味での CR構造にほ
ぼ集中している∗．この意味での CR 構造を扱うだけなら基本的には Cheng–Yau 計量が
あればよく，ACH-Einstein計量が力を発揮することはあまりない（2n + 2 = 4次元のと
きは例外的 [6, 10,34]）．6次元以上の空間では，境界で一般の整合概 CR構造を扱いたい
からこそ，ACH-Einstein計量を考えるのである．

2.5 Gursky–Hanの非存在定理
Gursky–Han [23] による AH-Einstein 充塡に関するある非存在定理に触れたい．球面

S4m−1 の正スカラー曲率をもつ計量のなす空間を R+(S4m−1) とし，h ∈ R+(S4m−1) が定
める共形類の B4m における AH-Einstein 充塡について考える．Gromov–Lawson [22]，
Rosenberg [48]によれば，m ≧ 2のとき，R+(S4m−1)には無限に多くの連結成分がある．

定理 2.3 (Gursky–Han [23]). m ≧ 2 とする．そのとき，R+(S4m−1) の連結成分 C であっ
て以下の性質 (∗)をもつものが無限に多く存在する．

(∗) 任意の h ∈ Cに対し，(S4m−1, [h])は開球 B4m のいかなる AH-Einstein計量の共形
無限遠にもならない．

これは，Gursky–Han–Stolz [24]の説明のしかたによれば次のような事情による．一般
に X をスピン構造を許す 4m 次元境界つきコンパクト多様体とし，h ∈ Y+(∂X) とする
（Y+ は R+ の元に共形同値な計量のなす空間）．これらに対し不変量 I(X, h) ∈ Zを，hの

X への全測地的な拡張 gを任意にとって，I(X, h) = index D+(X,g)とおくことで定義する
（D+ は Atiyah–Patodi–Singer境界条件に関する Dirac作用素の S+ → S− 成分）．指数定
理から，右辺は gに依存しないし，また I(X, h)は Y+(∂X)の連結成分では一定値をとる．
ここで Qingによる以下の観察 [47, 15]が重大な意味をもつ．かりに X に AH-Einstein

計量 g があって，その共形無限遠が h ∈ Y+(∂X)の定める共形類 [h]だとすると，g に共
形同値な Riemann計量であって，（必要ならあらかじめ X の微分同相で g を引き戻して
おけば）X = X ∪∂X までなめらかに拡張され，正スカラー曲率をもち，さらに ∂X が全測

∗これは偏った見方かもしれない．接触 Riemann多様体 (contact Riemannian manifolds)に関する，丹野に
よる [51]などの一連の仕事があるが，接触 Riemann構造とは，整合概 CR構造と接触形式の組にほかならない．



地的となるようなものが存在する．このことから，[h]を共形無限遠とする AH-Einstein
計量 g が存在するためには，I(X, h) = 0の成立が必要であることが従う．
ところで不変量 I(X, h)は，X = B4m で hが [22]や [48]にあらわれる計量であるとき

は，それらが R+(S4m−1)の異なる連結成分に属することを証明するために用いられた不
変量と本質的に同じものである．したがって [22]と [48]の議論は，I(X, h) , 0をみたす
hを元としてもつような R+(S4m−1)の連結成分が（より強く，Y+(S4m−1)の連結成分がと
いってもよい）無限に多く存在することを示している．

ACH-Einstein 空間について似たような議論が可能だとはまったく思われない．「共形
コンパクト化」，すなわち共形同値な計量を X 全体で定義されるようにとる操作が重要
なのだが，ACH空間では (1.2)からわかるようにそれはできないのである．この困難は，
AH空間で行われる構成を ACH空間にも持ち込もうとするとき，しばしば顔を出す．

3 線型 PDEに対する Fredholm型定理と Einstein変形
2 節では AH-Einstein 空間，ACH-Einstein 空間が各々の個別事情をもつことに焦点が

あたった．一方，本節では，AH空間や ACH空間の（幾何学的な）線型微分方程式につ
いて，RHn+1，CHn+1 の対応する微分方程式の性質が適度に遺伝してよい結論が得られ
ること，また AH空間と ACH空間の両者について統一的な扱いができることを述べる．
また応用として，ある種の AH (ACH)-Einstein空間については，もとの共形無限遠に十
分近い共形無限遠も AH (ACH)-Einstein充塡をもつことが示せることを説明する．この
タイプの結果をはじめに与えたのは Graham–Lee [21]だった．
われわれは楕円型線型微分作用素 P を考える．簡単のため 2 階としておく．Einstein

方程式に応用するためには，関数だけでなく，一般のテンソルに作用する微分作用素を扱
う必要がある．われわれの仮定は以下のとおり．Rと Cをまとめて Kと書く．

(i) P : Γ(E) → Γ(E)である．ここで E は，テンソル束
⊗r T X ⊗

⊗s T∗X の，直交
群の作用で不変な部分束，または有限個のそのようなベクトル束の直和．

(ii) P は Levi-Civita接続による共変微分 ∇i，および計量テンソル gi j，gi j，曲率テン
ソル R k

i j l
，それと定数だけを用いてあらわされる．

(iii) Pは 2階線型微分作用素で，楕円型，形式的自己共役である．
(iv) 同じ表示によって与えられる KHn+1 の微分作用素 P0 を考えると，

∥u∥ ≦ C∥P0u∥ (3.1)

という L2 評価式がなりたつ．ここで u ∈ C∞
c (KHn+1,E)，C は正定数．

関数に作用するラプラシアンは仮定をみたす（条件 (iv)だけは非自明．もちろん難し
くはない．[43] の冒頭の計算）．微分 k 形式に作用する Hodge ラプラシアンは，k が取
りうる値の範囲（K = Rのとき 0 ≦ k ≦ n + 1，K = Cのとき 0 ≦ k ≦ 2n + 2）の中央付
近にある場合を除けば大丈夫である [17, 19]．あとで出てくるゲージ固定条件つき線型化
Einstein作用素 (3.4)は，対称 2テンソルに作用する微分作用素で，やはり仮定をみたす．
条件 (iv)からの帰結として，L2-Sobolev空間を Hk であらわすと，KHn+1 では，P0 の

定める有界作用素 Hk+2(E) → Hk(E)が可逆であることがわかる．
ここで重みつきの関数空間 Hk

δ (E)および Ck ,α
δ (E)を考える．これらの空間は，一般に

AH空間，ACH空間において，計量を (1.1)や (1.2)のようにあらわしたときの x を用い



て，∥u∥Hk
δ
= ∥x−δu∥Hk，∥u∥

Ck ,α
δ
= ∥x−δu∥Ck ,α として定義する（δ が大きいほど，その

空間に属する切断の無限遠方における減衰が速い）．
するとまず，KHn+1 の重みつきの関数空間についても，重みが適切な範囲に入ってい

るかぎり，P0 の可逆性がなりたっていることが証明できる．さらにそれは，一般の AH
空間，ACH空間における Pu = f でもおおむねそうなっているのである．
重みの「適切な範囲」は，微分作用素 P の「特性半径」で記述される．だがその説明

をする前に定理を述べてしまおう．

定理 3.1 (Roth [49], Biquard [5], Lee [29]). AH空間または ACH空間において，上記の条
件をみたす微分作用素 P : Γ(E) → Γ(E) を考え，その特性半径を R とする．そのとき，
任意の k ≧ 0，0 < α < 1について，−R < δ < Rに対して

(i) 重みつき Sobolev空間のあいだの作用素 P : Hk+2
δ (E) → Hk

δ (E)は Fredholm．
(ii) 重みつき Hölder空間のあいだの作用素 P : Ck+2,α

µK+δ
(E) → Ck ,α

µK+δ
(E)も Fredholm．

ここで µR = n/2，µC = n + 1．
さらに KHn+1 ではこれらの作用素はすべて可逆である．一般にも，これらの Fredholm

作用素はすべて指数 0 をもち，またその核は，k，α，δ によらず，すべて Ker(2) P =
Ker(P : H2(E) → L2(E))に一致する．

「特性半径」の説明を，AH空間の関数に作用するラプラシアン ∆ = d∗d を例にとって
試みる．この場合，RHn+1 において ∆が同型 Hk+2

δ → Hk
δ を定めることは，初等的にも

議論できる．上半空間モデルを用いると
∆ = −x2∂2

x + (n − 1)x∂x + x2
∆Rn (3.2)

で，条件 (iv)を確かめる計算を ∆のかわりに x−δ ◦∆ ◦ xδ について行えば，ある範囲の δ
については，x−δ で重みをつけたノルムに関する L2 評価が得られる．（最終的には上半空
間モデルの x ∈ R+ を使ったままではいけないのだが，上半空間モデルとの同一視を二通
りの方法で行えばこの問題点は解消する．）これが許される δの範囲をみるには，(3.2)を

∆ = −(x∂x)2 + nx∂x + x2
∆Rn (3.3)

と書きかえるとよい．x∂x の多項式 −(x∂x)2+nx∂x の根は 0，nであり，これらは µR = n/2
を挟んで左右に n/2 ずつ離れた位置にある．このことに対応して，上記の議論は δ が
−n/2 < δ < n/2の範囲にあるときに可能であることが確かめられる．
根 0，nは AH空間における ∆の特性根とよばれる．一般に，本節の仮定をみたす任意

の線型微分作用素について，それを KHn+1 においてテンソルの成分ごとに (3.3)のよう
に書きあらわすことで，やはり特性根を定義することができる．特性根が µK に関して対
称にあらわれるのは，形式的自己共役性に起因する一般的事実である．特性根の実部の
うち µK にもっとも近いものをとり，その µK までの距離を特性半径とよぶ．
定理 3.1の KHn+1 の場合の証明は，微分作用素 P の O(n + 1)対称性ないし U(n + 1)

対称性を利用し，Fuchs 型常微分方程式の理論によって Green 核の減衰度を結論するこ
とでなされる．一般の AH空間や ACH空間では，KHn+1 で構成した逆作用素を 1の分
割で貼り合わせてパラメトリクスをつくり，Fredholm性を結論する．
定理 3.1 の応用について述べよう．本節の仮定をみたすある P : Γ(E) → Γ(E) につい

て，微分方程式 Pu = f を考える．定理 3.1 は，Ker(2) P = 0 ならばある範囲の重みつ



き関数空間では方程式が一意的に解けることをいっている．これを用いると，たとえば
Anderson [2]，Sullivan [50]が扱っている Laplace方程式の漸近的 Dirichlet問題を，任意
の AH 空間や ACH 空間で解くこともできる．与えられた境界値 φ ∈ C∞(∂X) に対しそ
の任意の延⻑ u0 ∈ C∞(X)は ∆u0 ∈ C∞

1 (X)をみたす（0が特性根であることによる）．す
ると ∆u0 = ∆v をみたす v ∈ C∞

1 (X)があり，u = u0 − v が求める解になる．
同じことが，非線型微分方程式である Einstein 方程式にゲージ固定条件をつけ加えて

線型化した

P : Γ(S2T∗X) → Γ(S2T∗X), Pui j =
1
2
(∇∗∇ui j − 2R k l

i j ukl) (3.4)

についてもいえる．特性半径がたまたま ∆と同じ（K = Rでは n/2，K = Cでは n + 1）
で，0 が特性根であることから，ある種の境界データを任意に与えて Pu = 0 が解ける．
ここで指定することができる境界データは，まさに，共形無限遠の無限小変化に対応す
る，漸近挙動 (1.1)，(1.2)の主要部の無限小変化に相当するものである．
もとの非線型微分方程式についてこれと似た議論を行うと，次の定理が得られる（陰関

数定理を用いる）．

定理 3.2 (Graham–Lee [21], Roth [49], Biquard [5], Lee [29]). k ≧ 2，0 < α < 1 とす
る．(X,g)を AH-Einstein空間または ACH-Einstein空間とし，ゲージ固定条件つき線型
化 Einstein作用素 (3.4)について Ker(2) P = 0であるとする．(M, [h])または (M,H, J)を
その共形無限遠とする．そのとき，[h]に Ck ,α 位相に関し十分に近い共形類 [ĥ]，ないし
J に Ck ,α 位相に関し十分に近い整合概 CR構造 Ĵ について，(M, [ĥ])を共形無限遠とす
る Ck ,α 級 AH-Einstein計量，ないし (M,H, Ĵ)を共形無限遠とする Ck ,α 級 ACH-Einstein
計量が X 上に存在する．

ここで (3.4)について Ker(2) P = 0がみたされるための条件が問題となる．たとえば X
が非正曲率をもつ空間であれば十分．AH-Einstein空間の場合は，(M, [h])の山辺共形不
変量の条件をつけ加え，かわりに X の曲率の条件を緩めた十分条件も知られている [29]．
松本 [37]は，有界強擬凸領域Ω ⋐ Cn+1の Cheng–Yau計量（2.4節）について，n+1 ≧ 3

ならば必ず Ker(2) P = 0がなりたつことを示した．証明は，Ker(2) P の消滅を境界近傍に
おける (0,1) 次 T1,0Ω 値 L2 Dolbeault コホモロジー群の消滅へと帰着することで行われ
る．その過程で小磯 [27]，大沢 [44]の議論を利用する．
本節では定理 3.1の応用例として Einstein方程式の解の変形を述べたが，たとえば，調

和写像の方程式についても同じように解の変形を議論することができる．しかしその場
合は，Li–Tam [30,31,32]，芥川–松本 [1]，Donnelly [18]などで変形にとどまらない存在
定理が議論されている．今のところ，本節の議論が調和写像の存在に関して新たなイン
パクトのある結論をもたらすということはないように思う．

4 ACH-Einstein空間の概複素構造
ACH-Einstein空間 (X,g)の幾何を強化する目的で，松本 [39]は，空間 X に g と両立

する概複素構造を導入するための標準的な方法を考察した．これはたとえば次の二通り
の応用を見据えたものである．

1. 境界不変量の構成．Burns–Epstein [12,11]，Biquard–Herzlich [10]，丸⻲ [33]の構



成を，整合概 CR構造へと一般化する．
2. 境界の正規 Cartan接続の記述．より直接的には，共形多様体の正規 Cartan接続と
等価な標準トラクター接続 [4]の，Čap–Gover [13]で行われているような記述を，
CR幾何においても整備したい．可積分 CR構造については [14]などがあるが，正
規 Cartan接続の観点からは整合概 CR構造のほうが「自然」なクラスである．

ACH-Einstein 空間 (X,g) の g と両立する概複素構造 J について，Nijenhuis テンソル
を N とする．また [20, 26, 52]などにならって，ω = g(J·, ·)の外微分 dω の (2,1)成分を
T とおき，そのトレースを τ とおく．

Eg[J] =
∫
X

(
|N |2 + 1

2
|τ |2

)
dVg

と定め，その臨界点を考察する―――もっとも右辺の積分は一般には収束しないので，コン
パクト台をもつ摂動に関する相対的な値の変化を問題とする．Euler–Lagrange方程式は，
Ehresmann–Libermann接続 ∇を用いて

(∇k + τk)N[i j]k +
1
2
∇[iτj] +

1
2

N[i |klT
kl

| j] − 1
4

Nki j τ
k +

1
4

Tk
i j τk = 0 (4.1)

となる．N，T は J の 1階微分のみを含むから，これは J の 2階偏微分方程式である．
与えられた整合概 CR構造 γ を充塡するにあたり（概複素構造に J を用いるので，こ

こでは概 CR構造に文字 γ をあてた），ACH-Einstein計量 gだけでなく，あわせてそれと
両立する (4.1)をみたす概複素構造 J をつくることにしてみよう．ここで J は概 CR構造
γ の延⻑となっていることを要請する．
つまり，ただの ACH-Einstein 充塡ではなく，「Einstein 方程式および (4.1) をみたす

ACH概 Hermite構造による充塡」を考えたいのである．Kählerならば (4.1)が自動的に
なりたつことに注意すれば，「ほぼ Kählerで，かつ Einsteinな ACH概 Hermite構造によ
る充塡」を構成したいのだ，と表現することも許されるだろう．
これで問題の定式化はできた．一般的な解の存在定理を確立するのはもちろん絶望的

に難しいが，定理 3.1を用いて解の変形を行うことはできる．Cheng–Yau計量について
[37]で行った線型解析の結果を利用することで，次のことがわかる（[37]を使えるよう
に Eg[J]を定義したのである）．

定理 4.1 (松本 [39]). k ≧ 2，0 < α < 1とする．Ω ⋐ Cn+1 をなめらかな境界をもつ有界
強擬凸領域とし，∂Ωの自然な CR構造を (H, γ)とする．そのとき，γに Ck ,α 位相に関し
十分に近い整合概 CR構造 γ̂ について，Ωには，(H, γ̂)を共形無限遠とする Ck ,α 級 ACH
概 Hermite構造であって，Einstein方程式および (4.1)をみたすようなものが存在する．

先ほど述べたような応用のためには，解の境界における漸近挙動を精密に決定するこ
とが必要だが，そのための手続きも [39]で与えられている．

5 再びいくつかの例―――AH-Einstein空間の退化
最後にもう一つ，興味深い方向性を指摘しておきたい．それは，AH-Einstein空間の極

限としてどのような空間があらわれうるかという問題である．



Anderson [3]は，トーラス T2 の任意の平坦計量 g0 と β > 0について，T3 = T2(g0) ×
S1(β)を共形無限遠とする T2 ×R2 の AH-Einstein計量の列であって，カスプ dr2+ e2rgT 3

へと収束するようなものが構成できることを紹介している（これは与えられた共形無限
遠の AH-Einstein充塡が無数にある例にもなっている）．そして，4次元 AH-Einstein計
量のある種の収束列については，その極限は必ずカスプをもつ双曲多様体になることを
示した．

Biquard [7, 8, 9]はオービフォールド特異性の解消を扱っている．[7]では，R4/Z2 型の
特異点を一つもつ 4次元 AH-Einstein空間 (X,g)について，Ker(2) P = 0（P はゲージ固
定条件つき線型化 Einstein 作用素）および曲率テンソルの特異点における値に関するあ
る条件がみたされているとき，(X,g)に収束する，なめらかな AH-Einstein空間の 1パラ
メタ族があることを証明している．
さらに，2.3節で紹介した，Berger球面 (S2m−1, [hc])を共形無限遠とする B2m の AH-

Einstein計量 gc を思い出そう．これは c → ∞とする極限において複素双曲計量に収束
し，また c → 0の極限では，CPm−1 を共形無限遠とする，コーン型特異点を（m = 2の
ときを除き）一つもつ 2m − 1次元 ACH-Einstein空間への収束（崩壊）がおこることが
確かめられる．この現象については，何らかの一般化された理解があるのだろうか．
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