
Caloric morphism — 熱方程式の解を保つ変換

下村勝孝 (茨城大学理学部 ∗)†

序. Kelvin変換とAppell変換
Kelvin変換 (1847)

nを自然数, Rn = {x = (x1, . . . , xn)}を n次元 Euclid空間とし, 内積とノルムを
(·, ·), | · |で, n次直交行列全体をO(n)で表す.

n ≥ 2の時, Rnの領域D上の調和関数u(x)

∆nu :=
n∑

k=1

∂2

∂x2k
u = 0

に対して, そのKelvin変換

Ku(x) :=
1

|x|n−2
u(

x

|x|2
),

はD∗ = {x/|x|2;x ∈ D}で調和になり, 調和関数を保つ変換になっている.

平面上の調和関数u(x, y)に正則関数f(z) (z = x+iy)を平面写像として合成したu◦f
は再び調和関数になることは良く知られているが, 3次元以上の場合は事情が異なり, n

変数調和関数u(x) に合成して再び調和関数になる写像は, 相似変換（拡大縮小u(x) 7→
u(λx), λ > 0, 直交変換u(x) 7→ u(Rx), R ∈ O(n), 平行移動u(x) 7→ u(x+ a), a ∈ Rn,

の合成）しか存在しない. しかし, 写像の合成に関数をかけたKelvin変換が調和関数を
保ち, 重要な役割を果たす. ここまでで現れた変換は次の形になっている:

Tu(x) = φ(x)(u ◦ f)(x), φ > 0, f : 写像.

n ≥ 3ならば, 調和関数を保つこの形の変換は, Kelvin変換と相似変換の合成に限る.

Appell変換 (1892 [1])

u(t, x)が領域D ⊂ (0,∞)× R1で熱方程式
∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0の解ならば,

Au(t, x) :=
1√
t
e−

x2

4t u(−1

t
,
x

t
)

はD∗ = {(−1

t
,
x

t
); (t, x) ∈ D} ⊂ (−∞, 0)×Rnで熱方程式の解となり, この変換は熱方

程式の解を保つ変換になっている. この変換をAppell変換という.

Kelvin変換が 0と∞を入れ替えるのに対応し, Appell変換は tについて 0と∞を入
れ替えるが, tの向きを保つため, 上半平面を下半平面に, +0を−∞に, ∞を−0に写す.

(t, x) 7−→ (−1

t
,
x

t
), {t > 0} −→ {t < 0}, +0 −→ −∞, ∞ −→ −0.
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1. 熱方程式の解を保つ変換 – caloric morphism

R1+n := {(t, x) ∈ R× Rn}をn+ 1次元Euclid空間とする. tをx0とも書く.

熱方程式 Hnu(t, x) :=
( ∂
∂t

−∆n

)
u(t, x) = 0 の解を caloric function と呼ぶ.

次の2種類の変換は, R1+nで熱方程式の解を保つ.

例 1 (n次元Appell 変換).

u(t, x) 7→ 1

t
n
2

e−
|x|2
4t u(−1

t
,
x

t
), (t, x) ∈ (0,∞)× Rn.

例 2 (放物型相似変換). (b, v) ∈ R1+n, λ > 0, R ∈ O(n)

u(t, x) 7→ u(λ2t+ b, λRx+ v), (t, x) ∈ R1+n.

この放物型相似変換は, 放物型拡大縮小 : u(t, x) 7→ u(λ2t, λx), 平行移動 : u(t, x) 7→
u(t+ b, x+ v), xに関する直交変換 : u(t, x) 7→ u(t, Rx), の合成.

これらの変換も, f : D ⊂ R1+n → R1+nをC2-写像, φ > 0をD上のC2-関数として,

Tu(t, x) = φ(t, x)(u ◦ f)(t, x)

の形であり, u が領域 E で熱方程式の解ならば φ · (u ◦ f) は f−1(E)で熱方程式の解,

という意味で熱方程式の解を保つ変換である.

熱方程式の解を保つこの形の変換 caloric morphism は, 上記 4種の変換 – Appell変
換, 平行移動, 拡大縮小, 直交変換 – の合成に限る (Leutwiler [7]). 具体的な形は

f(t, x) =

(
at+ b

ct+ d
,
Rx+ vt+ w

ct+ d

)
,

φ(t, x) =


C

|ct+ d|n/2
exp

(
− |cRx+ cw − dv|2

4c(ct+ d)

)
c ̸= 0,

C exp

(
|v|2

4
t+

1

2
(v,Rx)

)
c = 0,

(1)

但し
(
a b

c d

)
∈ SL(2,R), v, w ∈ Rn, R ∈ O(n), C > 0.

この Leutwiler の結果は, R1+n から R1+nという次元が等しい場合だが, 次元が等し
くない場合はどうなるか？ 一般に caloric morphism を次のように定義する.

定義 1. f(t, x) : D ⊂ R1+m → R1+nをC2-写像, φ > 0をD上のC2-関数とする.

組 (f, φ)が caloric morphismであるとは, f と φが次の条件を満たすことをいう.

(1) f(D) は R1+n 内の領域である.

(2) R1+nの開集合 E で定義された任意の caloric function u に対して, 関数
φ(t, x)(u ◦ f)(t, x) は f−1(E) 上の caloric function.

例 3 (R4の軸対称化). m = 4, n = 2, x = (x1, . . . , x4) に対し, x′ = (x1, x2, x3, 0)とし

f(t, x) =
(
− 1

t
,
|x′|
t
,
x4
t

)
, φ(t, x) =

1

|x′||t|m−2
2

exp
(
− |x|2

4t

)
とすると, (f, φ)はD = {(t, x); t > 0, |x′| > 0} ⊂ R1+4からR1+2への caloric morphism

で, f(D) = {(τ, y); τ < 0, y1 > 0}.



2. Caloric morphism の特徴付け
定理 1 (Caloric morphism の特徴付け). f = (f0, f1, . . . , fn) : D ⊂ R1+m → R1+nを
C2-写像, f(D)は領域, φ > 0をD上のC2-関数とすると, 以下は同値である

(i) (f, φ) は caloric morphism.

(ii) 4次以下の任意の caloric な多項式Pに対して, φ · (P ◦ f) は D上で caloric.

(iii) f と φ は次の各式を満たす :

Hφ = 0, (E-1)

φHfi = 2(gradxφ, gradxfi) (1 ≤ i ≤ n), (E-2)

gradxf0 = 0, (E-3)

(gradxfi(t, x), gradxfj(t, x)) = δijf
′
0(t) (1 ≤ i, j ≤ n). (E-4)

(iv) D上の連続関数 λ(t) ≥ 0 が存在して, 任意のu ∈ C2(f(D))に対し次が成り立つ :

H
(
φ · (u ◦ f)

)
(t, x) = λ(t)φ(t, x)

(
(Hu) ◦ f

)
(t, x).

注意 1. (1) (E-3)から, f0 は t のみの関数 (x によらない). f0(t)は「時間」同士の変換
なので時間変換と呼ぶことにする.

(2) (E-4)から, |gradxfi| も x によらない, |gradxfi|2 = f ′
0(t).

(3) f ′
0 = |gradxfi|2 > 0 なので f は時間の向きを保つ.

(4) (E-4)から, 各 gradxf1, . . . , gradxfn ∈ Rm は互いに直交して長さが等しい.

Corollary 1. n > m のときは, caloric morphism は存在しない.

3. 新しい caloric morphism の構成
(合成) m,n, k ∈ N, D ⊂ R1+m, E ⊂ R1+n 領域, (g, ψ) : D → R1+n，(f, φ) : E →

R1+k は caloric morphisms で g(D) ⊂ Eとすると, 合成 (f ◦ g, ψ · (φ ◦ g)) : D → R1+k

は caloric morphism,

例 4 (xに関する射影との合成). (f, φ)を D ⊂ R1+n → R1+n の caloric morphism,

h(t, x1, . . . , xm−n) > 0を I × V ⊂ R× Rm−n上の任意の caloric functionとし,

g(t, x) = (t, x1, . . . , xn), ψ(t, x) = h(t, xn+1, . . . , xm)

とすると, (g, ψ)は I×Rn×V ⊂ R1+m → R1+n のcaloric morphismで, (f, φ)との合成

h(t, xn+1, . . . , xm)
(
φ · (u ◦ f)

)
(t, x1, . . . , xn)

は, I ×D × V ⊂ R1+mからR1+nへの caloric morphism.

次の直積と直和が caloric morphismになることは定理1による.

(直積) I ⊂ R 開区間, m1,m2, n1, n2 ∈ N, mi ≥ ni, Vi ⊂ Rmi (i = 1, 2)を領域,

(f, φ) : I × V1 → R1+n1 , (g, ψ) : I × V2 → R1+n2 は時間変換が等しい (f0 = g0) caloric

morphismとする. その時, (t, x, y) ∈ I × V1 × V2に対してF , Φを次で定義した

F (t, x, y) =
(
f0(t), f1(t, x), . . . , fn1(t, x), g1(t, y), . . . , gn2(t, y)

)
,

Φ(t, x, y) = φ(t, x)ψ(t, y),



直積 (F, Φ)は I × V1 × V2 ⊂ R1+m1+m2 から R1+n1+n2 への caloric morphism.

(直和) I ⊂ R 開区間, m1,m2, n ∈ N, m1,m2 ≥ n, Vi ⊂ Rmi (i = 1, 2)を領域,

(f, φ) : I × V1 → R1+n, (g, ψ) : I × V2 → R1+n を caloric morphismとする. その時,

(t, x, y) ∈ I × V1 × V2に対して

F (t, x, y) =
(
f0(t) + g0(t), f1(t, x) + g1(t, y), . . . , fn(t, x) + gn(t, y)

)
,

Φ(t, x, y) = φ(t, x)ψ(t, y),

と定義した直和 (F,Φ)は I × V1 × V2 ⊂ R1+m1+m2から R1+n への caloric morphism.

例 5. m1 = m2 = n = 1, I = (0, 1), V1 = V2 = R,

f(t, x) =
(
− 1

t
,
x

t

)
, φ(t, x) =

1

t
1
2

e−
x2

4t ,

g(t, x) =
( 1

1− t
,

x

1− t

)
, ψ(t, x) =

1

(1− t)
1
2

e
x2

4(1−t) ,

F (t, x, y) =
(
− 1

t
+

1

1− t
,
x

t
+

y

1− t

)
, Φ(t, x, y) =

1

t
1
2 (1− t)

1
2

e−
x2

4t
+ y2

4(1−t) .

4. Caloric morphism の形の決定 : m > nの場合
少し条件を付けると, m > nの場合の caloric morphism の形が決定できる.

D ⊂ R1+mからR1+nへのcaloric morphism (f, φ)で,各 tに対してfi(t, x) (1 ≤ i ≤ n)

が x の多項式になっているものを, 一般Appell変換と呼ぶことにする.

定理 2. (f, φ)はD ⊂ R1+mからR1+nへの一般Appell変換で, かつf0(t)が実解析的, と
する. その時, k ∈ N (k ≤ m

n
)とRmの直交座標 (x1, . . . , xm)が存在して,

(I)


f0(t) =

k∑
j=1

α2
j

βj − t
+ d0, fi(t, x) =

k∑
j=1

αj(x(j−1)n+i + cij)

βj − t
+ di, (1 ≤ i ≤ n)

φ(t, x) = h(t, xkn+1, . . . , xm)
k∏

j=1

1

|βj − t|1/2
exp

(x(j−1)n+i + cj)
2

4(βj − t)
,

(II)



f0(t) = α2
1t+

∑
1<j≦k

α2
j

βj − t
+ d0,

fi(t, x) = α1(xi + ci1t) +
∑

1<j≦k

αj(x(j−1)n+i + cij)

βj − t
+ di, (1 ≤ i ≤ n)

φ(t, x) = h(t, xkn+1, . . . , xm) exp
[c2i1
4
t+

ci1
2
xi

] ∏
1<j≦k

1

|βj − t|1/2
exp

(x(j−1)n+i + cj)
2

4(βj − t)
,

但し αj > 0, βj ∈ R, βj ̸= βk (j ̸= k), cj, cij ∈ R.

(f, φ) は R1+n上の k 個の caloric morphism の直和に，射影を合成して得られる.

特に, f0(t)として, 一次分数関数の和が現れる.

f0(t) =
α2
1

β1 − t
+ · · ·+ α2

k

βk − t
+ c,

f0(t) = α2
1t+

α2
2

β2 − t
+ · · ·+ α2

k

βk − t
+ c.

(2)



5. 一次分数関数の和と一般Appell変換の時間変換とSchwarz微分
一般Appell変換の時間変換f0は (2)の形だが, これはk個の一次分数関数の和

f0(t) =
k∑

j=1

ajt+ bj
cjt+ dj

,

(
aj bj
cj dj

)
∈ SL(2,R), j = 1, . . . , k, (3)

（但し (c1, d1), . . . , (ck, dk)は一次独立）にすれば同じ形に表される. 定理2により, 一般
Appell変換の時間変換は, 方向を保つ一次分数関数の和である. 逆に, 方向を保つ任意
の一次分数関数は (1)によりR1+nの一般Appell変換の時間変換だから, 直和を取るこ
とにより, 方向を保つ一次分数関数の和は全て一般Appell変換の時間変換になる. 即ち
一般Appell変換の時間変換全体と, 方向を保つ一次分数関数の和全体とが一致する.

一方, 定理 2の証明には, 時間変換 f0の導関数列が現れ, 重要な役割を果たす. その
導関数列を利用して, (3)の形のf0に関する次の微分方程式を得る [15].

s0 = f ′
0,

p1 =
f ′′
0

2f ′
0

,

s1 = p′1 − p21,

pj =
s′j−1

2jsj−1

+
j − 2

j
pj−1, (2 ≤ j ≤ k),

sj = p′j − p2j +
2j − 3

2j − 1
sj−1, (2 ≤ j ≤ k),

sk = 0, s0 > 0, . . . , sk−1 > 0.

特に, この方程式にはSchwarz微分Sf0が現れる. 実際

s1 =
1

2

{
f ′′′
0

f ′
0

− 3

2

(f ′′
0

f ′
0

)2
}

=
1

2
Sf0

となっている.

6. リーマン多様体への拡張
caloric morphismを多様体へ拡張することを考える. 調和の場合には harmonic mor-

phism の概念があり (但し写像の合成のみで, 関数との積はない), それを参考にする.

harmonic morphismは [4], [6]から始まって多くの研究がある.

(M, g)を n次元（n ≥ 2）リーマン多様体とする. (M, g)の Laplace-Beltrami operator

を ∆g で表す. uを C∞-関数, (xi)
n
i=1 を局所座標系とすれば

∆gu =
n∑

i,j=1

1√
det g

∂

∂xi

(√
det g gij

∂u

∂xj

)
,

ここで (gij)は (gij)の逆行列. また, 勾配ベクトル場gradguおよびgradgvとの内積は

gradgu =
n∑

i,j=1

gij
∂u

∂xi

∂

∂xj
, g(gradgu, gradgv) =

n∑
i,j=1

gij
∂u

∂xi

∂v

∂xj

と表される.

リーマン多様体上の熱方程式を考える.



定義 2. 領域 D ⊂ R×M 上の C∞-関数 u(t, x) がD上で熱方程式

Hgu :=
( ∂
∂t

−∆g

)
u = 0

を満たす時, D 上で caloric であるといい, Hg を R×M 上の熱作用素と呼ぶ.

次に, 熱方程式の解を保つ変換 caloric morphism を定義する.

定義 3. M と N をリーマン多様体, f を 領域 D ⊂ R ×M から R × N への C∞-写
像, φ > 0 を D上のC∞-関数とする. 組 (f, φ) が caloric morphism であるとは, f と
φ が次の条件を満たすことをいう:

(1) f(D) は R×N 内の領域である.

(2) R×Nの開集合 E で定義された任意の caloric function u に対して, 関数
φ(t, x)(u ◦ f)(t, x) は f−1(E) 上の caloric function.

リーマン多様体の間の caloric morphismは, 次の定理で特徴付けられる.

定理 3 (Nishio-S.[8, Theorem 2.1]). (M, g)と (N, h)をそれぞれm次元とn次元のリー
マン多様体とする. 領域 D ⊂ R×M から R×N への C∞-写像 f と, D 上の正値 C∞-

関数 φ の組 (f, φ) に対して, 以下の3条件は同値である:

(1) (f, φ) は caloric morphism.

(2) (N, h) の局所座標 (yα)
n
α=1 による f の成分表示を f = (f0, f1, . . . , fn) とすると,

以下の等式が全ての α, β = 1, . . . , n に対して成立する.

Hgφ = 0, (e-1)

Hgfα = 2g(gradg logφ, gradgfα) +
n∑

β,γ=1

g(gradgfβ, gradgfγ)(
hΓα

βγ ◦ f), (e-2)

gradgf0 = 0, (e-3)

g(gradgfα, gradgfβ) = f ′
0(t)(h

αβ ◦ f), (e-4)

ここで

hΓα
βγ =

n∑
l=1

1

2
hαl

(∂hγl
∂yβ

+
∂hβl
∂yγ

− ∂hβγ
∂yl

)
, (α, β, γ = 1, . . . , n)

は (N, h) の Christoffel記号である.

(3) D上のC∞-関数λ > 0で, f(D)の任意の部分領域上の任意のC2-関数 u に対して

Hg(φ · u ◦ f)(t, x) = λ(t, x)φ(t, x)((Hhu) ◦ f)(t, x),

が成り立つものが存在する.

注意 2. 定理の (e-3)から, f0は tのみの関数になる. そこで, 写像fを

f(t, x) = (f0(t), f
t(x)), f0 : R → R, f t :M → N.

と書き, f0を時間変換, f tを空間写像と呼ぶ. 実は更にλ(x, t) = f ′
0(t)が成り立って, λ

も t のみの関数になる



定義と特徴付け定理から, 以下の方法により既知の caloric morphism から新たな
caloric morphismを作ることができる.

(合成) M , N , L は半リーマン多様体, D, E をそれぞれ R×M , R×N 内の領域と
する. (f, φ) が D から R×N への, (h, ψ) が E から R× L への caloric morphism で
f(D) ⊂ E を満たせば, 合成 (

h ◦ f, φ · (ψ ◦ f)
)

はD から R× L への caloric morphism である.

(直積) I を開区間, Dj (j = 1, 2) をリーマン多様体 Mj 内の領域とする. (f, φ) は
I×D1 から R×N1 への, (h, ψ)は I×D2 から R×N2 への,それぞれ caloric morphism

で, f0 = h0 を満たすとする. その時, f(t, x) = (f0(t), f
t(x)), h(t, y) = (f0(t), h

t(y)) と
おくと, 直積 (

(f0(t), f
t(x), ht(y)), φ(t, x)ψ(t, y)

)
は I ×D1 ×D2 から R×N1 ×N2 への caloric morphism となる.

(等長変換による共役) ι : M → N を半リーマン多様体 M から N への等長変換と
する. (f, φ) が R×N 上の caloric morphism ならば, f(t, x) = (f0(t), f

t(x)) とおくと

f ∗(t, x) =
(
f0(t), (ι

−1 ◦ f t ◦ ι)(x)
)
, φ∗(t, x) = φ(t, ι(x))

の組 (f ∗, φ∗) は R×M 上の caloric morphism になる.

(時間伸縮による共役) (f, φ)を, 計量 gに関する caloric morphismとする. p > 0に
対して時間変数 (f, φ)の tを1/p倍した

Apf(t, x) := (pf0(t/p), f
t/p(x)), Apφ(t, x) := φ(t/p, x).

の組 (Apf, Apφ)は, 計量 pg に関する caloric morphism になる.

ここで, 調和写像と caloric morphismとの関連について述べる. 後述の半リーマン多
様体の場合にも, 同じことが言える. (M, g)と (N, h)をリーマン多様体とする. 写像
f :M → Nのテンション場 τ(f)は, 局所座標を使えば次で定義される:

τα(f) = ∆gfα +
n∑

β,γ=1

g(gradgfβ, gradgfγ) · (hΓα
βγ ◦ f), α = 1, . . . , n.

次の方程式の解が調和写像である.

τ(f) = 0. (4)

テンション場を使うと, (e-2)は次の形に書ける.

∂fα
∂t

= τα(f) + 2g(gradg logφ, gradgfα), α = 1, . . . , n.

そこで新しいベクトル場 τφ(f)を次で定義すれば,

ταφ (f) := τα(f) + 2g(gradg logφ, gradgfα), α = 1, . . . , n.

(e-2)が次の形になる
∂f

∂t
= τφ(f).



調和写像の方程式 (4)がエネルギー汎関数

ED(f) =

∫
D

e(f)dµg,

（但し e(f) :=
1

2

n∑
α,β=1

g(gradgfα, gradgfβ) · (hαβ ◦ f), dµg(x) =
√
|g|dx, D ⊂ M :相対コ

ンパクト）のEuler-Lagrange 方程式であったように, 方程式

τφ(f) = 0

は重み付きのエネルギー汎関数

ED,φ(f) =

∫
D

e(f)φ2dµg,

の Euler-Lagrange 方程式である.

7. Rn \ {0} 上の回転不変計量
リーマン多様体の例として, ユークリッド空間に回転不変計量を入れたリーマン多様
体を考え, その上の caloric morphism について調べる.

M = Rn \ {0} とし, g0 をユークリッド計量, g をM上の回転不変計量, すなわち, 任
意の R ∈ O(n) に対して y = Rx とおくと

n∑
k,l=1

gkl(y)dykdyl =
n∑

i,j=1

gij(x)dxidxj

が成り立つ計量とする.

計量 gが回転不変であることと, (0,∞)の部分区間上の正値C∞-関数ρ0(r), ρ1(r) で

g = ρ0(r)
2σ + ρ1(r)

2(dr)2

（σは単位超球面の標準計量）を満たすものが存在することとは同値である. さらに, あ
る関数ρ(r)があって g = ρ(r)g0と書ける時, (ここでは) radial metric と呼ぶ.

変数変換 s(r) = exp
∫ r

1
ρ1(τ)/ρ0(τ)dτ により,回転不変計量 g = ρ0(r)

2σ+ρ1(r)
2(dr)2

は radial metric
ρ0(r(s))

2

s2
(s2σ+(ds)2) = ρ(s)g0と等長であるから, g は始めから radial

metric

g = ρ(r)g0

であると仮定して良いことになる.

gが回転不変ならば, 明らかに Laplacian ∆gも回転不変になる. よって任意のC >

0, t0 ∈ RとR0 ∈ O(n)に対して,

f(t, x) = (t+ t0, R0x), φ(t, x) = C

とすると (f, φ)は全ての回転不変計量に関する caloric morphismになる. これらを自明
な caloric morphismと呼ぶことにする.



以下では n ≥ 3 と仮定する. 定理7の (e-4)

g(gradgfα, gradgfβ) = f ′
0(t)(g

αβ ◦ f)

により (f, φ) が caloric morphism ならば, 各 t に対して空間写像

f t(x) = (f1(t, x), . . . , fn(t, x))

がユークリッド計量に関する等角写像であることがわかる. 等角写像に関するLiouville

の定理を適用すると, f tは相似変換か, 相似変換と反転の合成, すなわち

f t(x) = νR(x− a), λt(x) = ν, (5)

f t(x) = νR
( x− a

|x− a|2
+ b

)
, λt(x) =

ν

|x− a|2
, (6)

(ν = ν(t) > 0, R = R(t) ∈ O(n), a = a(t) ∈ Rn, b = b(t) ∈ Rn) になることがわかるが,

計量が回転不変であることと, 特徴付け定理から, f t(x)の形がかなり制限される. f tだ
けでなく, 同時に計量ρの形もかなり制限され, 次の命題を得る.

定理 4 ([9]). n ≥ 3 とし, g = ρ(r)g0 は M = Rn \ {0} 上の radial metric で ρ′ ̸≡ 0 を
満たすとする. (f, φ) が M の領域 D 上の自明でない caloric morphism ならば, ρ(r)

と f(x) は以下の (a), (b), (c) いずれかを満たす. 但し p > 0, q ∈ R, ν(t) > 0と
R(t) ∈ O(n)はC∞-関数.

ρ(ν(t)r) =
f ′
0(t)

ν(t)2
ρ(r), f t(x) = ν(t)R(t)x, (a)

ρ(
ν(t)

r
) =

f ′
0(t)r

4

ν(t)2
ρ(r), f t(x) = ν(t)R(t)

x

|x|2
, (b)

ρ(r) =
p

(r2 + q)2
, f t は各 t で等長変換 (q ̸= 0 の場合), (c)

3個の場合の内, (a)と (b)の場合は [6]で詳しく調べられている. (c)の場合は, q > 0

ならn次元球面と, q < 0ならn次元双曲面と, q = 0ならRnと等長になる.

8. Rn (n ≥ 3) の回転不変計量に関する caloric morphism の決定
以上のことから n ≥ 3 の場合は, 回転不変計量に関する caloric morphism の形が最
終的に次の様に決定される. 簡単のため, (f, φ)は等長変換で写した先での形で与える.

定理 5 ([9]). n ≥ 3とし, g をM = Rn \{0}上の回転不変計量とする. (f, φ)が R×M
内の領域上の caloric morphism ならば, 以下のいずれかが成り立つ:

(a-1). (Appell 型変換) g はprqg0 (p, q ∈ R, p > 0, q ̸= −2, 0) と等長.

f(t, x) =
(at+ b

ct+ d
,

R0x

|ct+ d|2/(q+2)

)
, φ(t, x) =

C

|ct+ d|n/2
exp

[
− p|x|q+2

(q + 2)2(t+ c−1d)

]
(a, b, c, d, C ∈ R, ad− bc = 1, C > 0, R0 ∈ O(n)) の形.

(b-1). g は
p

r2
g0 (p > 0) と等長.

f(t, x) = (t+ b, ceatR0x), φ(t, x) = C|x|ap/2e
1
4
pa2t



または

f(t, x) = (t+ d, ceat
R0x

|x|2
), φ(t, x) = C

1

|x|ap/2
e

1
4
pa2t

(a, c, d, C ∈ R, c, C > 0, R0 ∈ O(n)) の形.

(c-1). g は pg0 (p > 0) と等長.

f(t, x) =
(at+ b

ct+ d
,
R0(x+ tv + w)

ct+ d

)
,

φ(t, x) =


C

|ct+ d|n/2
exp

[
− p|x+ w − c−1dv|2

4(t+ c−1d)

]
, c ̸= 0,

C exp
[
p(
|v|2

4
t+

1

2
(v, x))

]
, c = 0

(a, b, c, d, C ∈ R, ad− bc = 1, C > 0, R0 ∈ O(n)) の形.

(a-2). g は ρ(r)g0 と等長で, ある λ, ν > 0, ν ̸= 1 が存在し ρ(νr) = λρ(r) が成立.

f(t, x) = (λν2t+ d, νR0x), φ(t, x) = C

(C > 0, d ∈ R, R0 ∈ O(n)) の形.

(b-2). g は ρ(r)g0 と等長で, ある λ, ν > 0 が存在し ρ(
ν

r
) = λr4ρ(r) が成立.

f(t, x) = (λν2t+ d,
νR0x

|x|2
), φ(t, x) = C

(C > 0, d ∈ R, R0 ∈ O(n)) の形.

(c-2). g は n次元球面x21 + · · ·+ x2n+1 = r20 の標準計量と等長.

f(t, x) = (t+ d,R0x), φ(t, x) = C

(C > 0, d ∈ R, R0 ∈ O(n+ 1)) の形.

(c-3). g は n次元双曲面−x21 − · · · − x2n + x2n+1 = r20, (xn+1 > 0) の標準計量と等長.

f(t, x) = (t+ d,R0x), φ(t, x) = C

(C > 0, d ∈ R, R0 ∈ O(n, 1)) の形.

自明でない caloric morphismが存在するのは, 上記の場合のみ.

9. 半リーマン多様体への拡張
caloric morphismを半リーマン多様体 (正定値とは限らない非退化計量の多様体)へ
拡張する. やはり調和の場合には harmonic morphism の概念 [5]があり, それを参考に
する. caloric morphism の性質の, どれが Laplace-Beltrami作用素の正値性, 言い換え
れば計量の正定値性に由来するのかを調べたい.

(M, g) を n次元（n ≥ 2）半リーマン多様体とする. (M, g) の Laplace-Beltrami

operator を ∆g で表す. uを C∞-関数, (xi)
n
i=1 を局所座標系とすれば

∆gu =
n∑

i,j=1

1√
| det g|

∂

∂xi

(√
| det g| gij ∂u

∂xj

)
,



ここで (gij) は (gij) の逆行列, また, 勾配ベクトル場gradguおよびgradgvとの内積は

gradgu =
n∑

i,j=1

gij
∂u

∂xi

∂

∂xj
, g(gradgu, gradgv) =

n∑
i,j=1

gij
∂u

∂xi

∂v

∂xj

と表される.

半リーマン多様体上の熱方程式と caloric morphism を考える. 熱作用素, 熱方程式
の定義は, リーマン多様体の場合と全く同じ.

定義 4. M と N を半リーマン多様体, f を 領域 D ⊂ R×M から R×N への C∞-写
像, φ > 0 を D上のC∞-関数とする. 組 (f, φ) が caloric morphism であるとは, f と
φ が次の条件を満たすことをいう:

(1) f(D) は R×N 内の領域である.

(2) R×Nの開集合 E で定義された任意の caloric function u に対して, 関数
φ(t, x)(u ◦ f)(t, x) は f−1(E) 上の caloric function.

定理 6 (Nishio-S.[8, Theorem 2.2]). (M, g)をm次元, (N, h)をn次元の半リーマン多
様体とする. 領域 D ⊂ R×M から R×N への C∞-写像 f と, D 上のC∞-関数 φ > 0

の組 (f, φ) に対して, 以下の3条件は同値である:

(1) (f, φ) は caloric morphism.

(2) (N, h) の局所座標 (yα)
n
α=1 による f の成分表示を f = (f0, f1, . . . , fn) とすると,

以下の等式が全てのα, β = 1, . . . , n, ν = 0, 1, . . . , nに対して成立する :

Hgφ = 0, (e-1)

Hgfα = 2g(gradg logφ, gradgfα) +
n∑

β,γ=1

g(gradgfβ, gradgfγ)(
hΓα

βγ ◦ f), (e-2)

g(gradg f0, gradg fν) = 0, (e-3’)

g(gradgfα, gradgfβ) = λ · (hαβ ◦ f), (e-4’)

ここで hΓα
βγ は (N, h) の Christoffel記号で, λは

λ = Hg f0 − 2 g(gradg logφ, gradgf0).

(3) D 上の正値 C∞-関数 λ で, f(D) の任意の部分領域及びその上の任意の C2-関数
u に対して

Hg(φ · u ◦ f)(t, x) = λ(t, x)φ(t, x)((Hhu) ◦ f)(t, x)

が成り立つものが存在する.

注意 3. この定理から, f0が tのみの関数になるのは,定値計量の場合のcaloric morphism

の特徴であることがわかる. 実際, 計量が非定値かつ, 定義域と値域の次元が異なる場
合には, (e-3’)から (e-3)は従わず, f0がxにも依存する反例がある（例6）.

次元が等しい半リーマン多様体の間の caloric morphismは, リーマン多様体の場合と
同じ形の, 次の定理で特徴付けられる.



定理 7 (Nishio-S.[8, Theorem 2.2]). (M, g) と (N, h) を n次元半リーマン多様体とす
る. 領域 D ⊂ R ×M から R × N への C∞-写像 f と, D 上の正値 C∞-関数 φ の組
(f, φ) に対して, 以下の3条件は同値である:

(1) (f, φ) は caloric morphism.

(2) (N, h) の局所座標 (yα)
n
α=1 による f の成分表示を f = (f0, f1, . . . , fn) とすると,

以下の等式が全ての α, β = 1, . . . , n に対して成立する :

Hgφ = 0, (e-1)

Hgfα = 2g(gradg logφ, gradgfα) +
n∑

β,γ=1

g(gradgfβ, gradgfγ)(
hΓα

βγ ◦ f), (e-2)

gradgf0 = 0, (e-3)

g(gradgfα, gradgfβ) = f ′
0(t)(h

αβ ◦ f), (e-4)

ここで hΓα
βγ は (N, h) の Christoffel記号.

(3) D上のC∞-関数λ > 0で, f(D)の任意の部分領域上の任意のC2-関数 u に対して

Hg(φ · u ◦ f)(t, x) = λ(t, x)φ(t, x)((Hhu) ◦ f)(t, x),

が成り立つものが存在する.

注意 4. (1)リーマン多様体の時と同じく, (e-3)からf0は tのみの関数になり, λ(x, t) =

f ′
0(t)となって, λも tのみの関数になる.

(2) 定理の (e-4)から, gとhが正定値ならばf ′
0(t) > 0でなければならない.

(3) 定理の (e-4)から, gの符号数とhの符号数は同じか, 反対でなければならない.

同じ場合はf ′
0(t) > 0, 反対の場合はf ′

0(t) < 0となる.

半リーマン多様体の場合にもリーマン多様体の時と同じく, 直積, 合成, 等長変換
による共役, 時間伸縮による共役, により既知の caloric morphismから新たな caloric

morphismを作ることが出来る. 半ユークリッド空間の場合には, 直和もできる.

半リーマン多様体の場合は, (M,−g)も半リーマン多様体になる. (M, g)から (M,−g)
への caloric morphismは, 時間の向きが反転する.

(時間反転) (f, φ)を, 計量 gに関する caloric morphismとし,

f̌(t, x) := (−f0(t), f t(x))

とすると, (f̌ , φ)は, 計量 gから−gへの caloric morphism になる.

例 6. M = R3 に計量 g = (dx1)
2 + (dx2)

2 − (dx3)
2を入れ, N = R1はユークリッド空

間とする. すると,

f(t, x) = (t+ x2 + x3, x1), φ(t, x) = 1

は (e-1),(e-2),(e-3’),(e-4’)を満たす. これはλ(t, x) = 1だが, Appell変換と合成すれば,

D = {t+ x2 + x3 > 0}から R1+1への caloric morphism

f(t, x) =
(
− 1

t+ x2 + x3
,

x1
t+ x2 + x3

)
, φ(t, x) =

1

(t+ x2 + x3)
1
2

e
− x21

4(t+x2+x3)

で, λ(t, x) =
1

(t+ x2 + x3)2
が t と x の両方に依存する例を得る.



例 7. M = R4 に計量 g = (dx1)
2 − (dx2)

2 + (dx3)
2 − (dx4)

2 を, N = R2 に計量
h = (dx1)

2 − (dx2)
2を入れる. すると, (0, 1)×MからR×Nへの caloric morphism

f(t, x) =
( 1

t(t− 1)
,
x1
t
+

x4
t− 1

,
x2
t
+

x3
t− 1

)
,

φ(t, x) =
1

t(t− 1)
exp

[
− x21 − x22

4t
− x23 − x24

4(t− 1)

]
は (e-1),(e-2),(e-3’),(e-4’)を満たし, f ′

0(t) = λ(t) =
1

t2
− 1

(t− 1)2
は t =

1

2
で符号が変

わる.
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