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1. はじめに
本講演では，ダイヤモンドアルファ差分方程式

♢αx(t)− λx(t) = 0, t ∈ Z (1)

を考える．ただし，α ∈ [0, 1], λ ∈ R かつ

♢αx(t) := α∆x(t) + (1− α)∇x(t)

である．ここで，∇x(t) := x(t) − x(t − 1) は後退差分，∆x(t) := x(t + 1) − x(t) は
前進差分を意味し，上記の差分 ♢αx(t) をダイヤモンドアルファ差分 (diamond-alpha

di�erence) と呼ぶ．特に，α = 0, α = 1/2 および α = 1 のとき，方程式 (1) はそれぞ
れ，後退差分 (backward di�erence) 方程式

∇x(t)− λx(t) = 0, t ∈ Z, (1b)

中心差分 (central di�erence) 方程式

x(t+ 1)− x(t− 1)

2
− λx(t) = 0, t ∈ Z, (1c)

前進差分 (forward di�erence) 方程式

∆x(t)− λx(t) = 0, t ∈ Z (1f )

であることに注意する．ダイヤモンドアルファ差分は，2007年頃から，Sheng [28],

Bohner & Duman [7] 等を中心に研究が開始され，近年注目を浴びつつある．微分に対
して，逆微分（不定積分）があるように，後退差分 ∇x(t) や前進差分 ∆x(t) に対して
も逆差分（不定和分）があるが，♢αx(t) に対しては，逆差分が存在しない難点がある．
一方，♢α-差分の優れた点として，微分を差分化した際の近似の有効性が挙げられる．
例えば，Rogers Jr. & Sheng [26] は，領域 {(x, y)| − a < x < a,−b < y < b} における
サイン�ゴルドン方程式

wrr = wxx + wyy − ϕ(x, y) sinw, r > 0

のソリトン解
u(x, y) := p tan−1

(
exp

(
q −

√
x2 + y2

))
に着目し，特に p = q = π, x = t, y ≡ 0の場合の解，すなわち，u(t) := π tan−1

(
eπ−|t|)

の導関数 u′(t) とその近似 ∇u(t), ∆u(t) および ♢αu(t) との絶対誤差や相対誤差につ
いて比較を行った．その結果，♢α-差分による近似が有効であることが判明している．
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本研究の目的は，ダイヤモンドアルファ差分方程式 (1) に対するウラム安定性を確
立することである．2 節では，常微分方程式に対するウラム安定性の定義と先行研究
および，差分方程式に対するウラム安定性の定義と先行研究を紹介する．3 節では，ダ
イヤモンドアルファ差分方程式 (1) に対するウラム安定性の定義と主結果を紹介する．

2. ウラム安定性
ウラム安定性は，1940年にウィスコンシン大学で開催された数学の未解決問題に関
する講話において，水爆の基本機構を創案した人物としても知られるUlam [30] が提
唱した関数方程式における安定性の一種である．彼が提起した問題は，「線形写像の近
似の写像の近くに厳密な線形写像が存在するか？」を問うものであった．この問題は，
翌年，Hyers [12] によって部分的に解かれることになる．以来，Hyers�Ulam安定性と
も呼ばれ，バナッハ空間上の関数方程式を主として，様々な関数方程式に対して研究
がなされてきた ([1, 8, 9, 13] を参照)．

2.1. 微分方程式のウラム安定性

微分方程式の分野においては，1998年に Alsina & Ger [2] が x′ − x = 0 に対するウ
ラム安定性を定義したことを皮切りに研究が進展した．ただし，彼らが与えた定義は，
「微分方程式の近似解の近くに厳密解が存在するか？」を問うという意味では，関数方
程式のそれと類似しているが，単に関数方程式の定義を微分方程式に適用したのでは
なく，微分方程式に対する新たな安定性の概念を導入したものである．その後，微分
方程式のウラム安定性と呼ばれるようになり，近年では，バナッハ空間上の微分方程
式や変数係数をもつ微分方程式など，様々な設定の下，線形微分方程式に対するウラ
ム安定性が盛んに研究されている ([10, 11, 14, 22, 23, 29, 31]を参照)．まず，λ を実数係
数とする常微分方程式

x′ − λx = 0 (2)

を考え，ウラム安定性の定義を紹介する．

定義 方程式 (2) が開区間 I 上でウラム安定性をもつとは，次を満たす定数 K > 0 が
存在するときを言う: ε > 0 を与えられた定数とする．もし，関数 ϕ : I → R が任意の
t ∈ I に対して，|ϕ′(t) − λϕ(t)| ≤ ε を満たすならば，方程式 (2) のある解 x : I → R
が存在し，任意の t ∈ I に対して，|ϕ(t)− x(t)| ≤ Kε が成り立つ．

ここで，定数 K は，I 上における方程式 (2) のウラム定数と呼ばれる．Alsina & Ger

が与えた結果は以下の通りである．

定理 A (Alsina & Ger [2]). 方程式 x′ − x = 0 は I 上でウラム安定性をもち，そのウ
ラム定数は3である．

上記の定義が示すように，厳密解 x(t) と，その近似解 ϕ(t) との差の大きさを表す
のがウラム定数 K である．例えば，ある現象を数理モデル化する際に生じる実モデル
（非摂動系）と数理モデル（摂動系）との誤差を ε とするとき，摂動系の解を近似解
ϕ(t)，非摂動系の解を厳密解 x(t) として捉えれば，近似解と厳密解に生じる誤差の精
度が，高々，方程式系の誤差 ε に比例することを保証するのが，ウラム安定性である．
また，このときの比例係数が，ウラム定数 K に対応する．講演者は，方程式 (2) を一
般化した物体の表面の温度変化を表す数理モデル（制御系）に対して，ウラム安定性
を応用した精度保証の提案を行ってきた ([18] を参照)．また，非摂動系に指数安定性



とウラム安定性を仮定すれば，摂動系の一様終局有界性が得られ，解の振幅の上極限
が（最良）ウラム定数を用いて表現されることも確立している ([20] を参照)．応用上，
厳密解 x(t) と ϕ(t) との差はできるだけ小さい方が良い．ここで次の疑問が生じる．

「ウラム安定であるとき，最小のウラム定数は存在するか？もし存在するのであれば，
それは何か？」

様々な関数方程式におけるウラム定数の最小値もしくは下限の研究は，2014年以降，
Popa & Ra³a [24, 25] によってなされており，特に，本講演では，ウラム定数の最小値
が存在すれば，それを最良ウラム定数または単に最良定数と呼ぶことにする．近年，方
程式 (2) に対して，以下の結果が得られている．

定理 B ([14, 18, 20, 29]). 方程式 (2) は I 上でウラム安定性をもち，そのウラム定数は
1/|λ| である．加えて，もし，I = R ならば，1/|λ| は最良ウラム定数である．

定理 B が示すように，Alsina & Ger が考察した方程式 x′ − x = 0 に対する R 上の
最良ウラム定数は1である．また，以下の事実も報告されている．

注意 2.1 ([18]). λ = 0 ならば，方程式 (2) は R 上でウラム安定性をもたない．よっ
て，方程式 (2) が R 上でウラム安定性をもつための必要十分条件は，λ ̸= 0 である．

2.2. 定数刻み幅をもつ前進差分方程式のウラム安定性

差分方程式におけるウラム安定性の研究は，2005年に Popa [21] によって開始され，
その後，微分方程式のウラム安定性と平行して注目を浴びてきた ([6, 9, 15, 27]を参照)．
その背景として，コンピュータサイエンスへの応用の期待が挙げられる．最近では，講
演者等を中心に，定数刻み幅 h > 0 をもつ前進差分方程式

∆hx(t)− λx(t) = 0, t ∈ hZ (3)

のウラム安定性に関する研究が進展している ([16, 17, 19] を参照)．ただし，

∆hx(t) =
x(t+ h)− x(t)

h
かつ hZ = {hk| k ∈ Z}

と定め，λ ∈ R かつ λ ̸= −1/h を仮定する．h = 1 のとき，方程式 (3) は，冒頭で紹介
した方程式 (1) の α = 1 の場合，すなわち，方程式 (1f ) と一致することに注意する．
また，以下の事実に注意しておく．

注意 2.2. λ = −1/h のとき，方程式 (3) の初期値に関する解の一意性が保証されない．

方程式 (3) に対するウラム安定性の定義は以下の通りである．

定義 方程式 (3) が hZ 上でウラム安定性をもつとは，次を満たす定数 K > 0 が存
在するときを言う: ε > 0 を与えられた定数とする．もし，関数 ϕ : hZ → R が任
意の t ∈ hZ に対して，|∆hϕ(t) − λϕ(t)| ≤ ε を満たすならば，方程式 (3) のある解
x : hZ → R が存在し，任意の t ∈ hZ に対して，|ϕ(t)− x(t)| ≤ Kε が成り立つ．

ここで，定数 K を，hZ 上における方程式 (3) のウラム定数と呼ぶ．講演者のこれま
での一連の研究では，ウラム安定性よりも精密な解の挙動について解析してきた．本
節では，それらを含め，定数刻み幅 h > 0 をもつ前進差分方程式 (3) に対するいくつ
かの結果を紹介する．



定理 2.1 (Onitsuka [16]). λ > −1/h かつ λ ̸= 0 とし，ε > 0 を任意定数とする．関数
ϕ : hZ → R がすべての t ∈ hZ に対して，|∆hϕ(t)− λϕ(t)| ≤ ε を満たすと仮定する．
このとき，以下が成立する:

(i) λ > 0 ならば，limt→∞ ϕ(t)(λh + 1)−t/h が存在し，すべての t ∈ hZ に対して，
|ϕ(t)− x(t)| ≤ ε/λ を満たす (3) の一意解

x(t) :=
{
lim
t→∞

ϕ(t)(λh+ 1)−t/h
}
(λh+ 1)t/h

が存在する;

(ii) −1/h < λ < 0 ならば，limt→−∞ ϕ(t)(λh+ 1)−t/h が存在し，すべての t ∈ hZ に
対して，|ϕ(t)− x(t)| ≤ ε/|λ| を満たす (3) の一意解

x(t) :=

{
lim

t→−∞
ϕ(t)(λh+ 1)−t/h

}
(λh+ 1)t/h

が存在する．

定理 2.2 (Onitsuka [16]). λ < −1/h かつ λ ̸= −2/h とし，ε > 0 を任意定数とする．
関数 ϕ : hZ → R がすべての t ∈ hZ に対して，|∆hϕ(t)− λϕ(t)| ≤ ε を満たすと仮定
する．このとき，以下が成立する:

(i) −2/h < λ < −1/h ならば，limt→−∞ ϕ(t)(λh+1)−t/h が存在し，すべての t ∈ hZ
に対して，|ϕ(t)− x(t)| ≤ ε/(λ+ 2/h) を満たす (3) の一意解

x(t) :=

{
lim

t→−∞
ϕ(t)(λh+ 1)−t/h

}
(λh+ 1)t/h

が存在する;

(ii) λ < −2/h ならば，limt→∞ ϕ(t)(λh + 1)−t/h が存在し，すべての t ∈ hZ に対し
て，|ϕ(t)− x(t)| ≤ ε/|λ+ 2/h| を満たす (3) の一意解

x(t) :=
{
lim
t→∞

ϕ(t)(λh+ 1)−t/h
}
(λh+ 1)t/h

が存在する．

注意 2.3. ウラム安定性は，単に hZ 上で |ϕ(t) − x(t)| ≤ Kε を満たす解 x(t) の存在
を保証するのみにとどまるが，定理 2.1 および 2.2 は，上記不等式を満たす解 x(t) が
具体的に求まり，しかもそれが唯一であることを主張している．

定理 2.1 および 2.2 を用いれば，次の結果が得られる．

系 2.3 ([16]). λ ̸= −2/h, −1/h, 0 とすると，方程式 (3) は hZ 上でウラム安定性をも
ち，そのウラム定数は λ > −1/h ならば 1/|λ|, λ < −1/h ならば 1/|λ+ 2/h| である．

また，以下の事実が分かる．

定理 2.4 ([16]). λ = −2/h または λ = 0 ならば，方程式 (3) は hZ 上でウラム安定性
をもたない．

注意 2.4. λ ̸= −1/h とする．このとき，系 2.3 と定理 2.4 より，方程式 (3) が hZ 上
でウラム安定性をもつための必要十分条件は，λ ̸= −2/h, 0 である．



さて，ここで「系 2.3 で登場したウラム定数 1/|λ| および 1/|λ+ 2/h| は最良ウラム
定数か？」という新たな疑問が生じる．この問いに答えるのが次の定理である．

定理 2.5 ([16]). λ ̸= −2/h, −1/h, 0 とする．方程式 (3) が hZ 上でウラム安定性をも
つとき，以下が成立する:

(i) λ > −1/h ならば，任意のウラム定数は 1/|λ| 以上である;

(ii) λ < −1/h ならば，任意のウラム定数は 1/|λ+ 2/h| 以上である．

注意 2.5. 系 2.3 と定理 2.5 より，系 2.3 におけるウラム定数 1/|λ| および 1/|λ+2/h|
はいずれも λ の各場合の最良ウラム定数である．

刻み幅が十分小さくなるとき，すなわち，h → 0 のとき，方程式 (3) は方程式 (2)

になる．この点に注意を払うと，以下の事実が明らかとなる．

注意 2.6. λ > 0 のとき，方程式 (3) に対する最良ウラム定数は 1/λ となり，微分方程
式 (2) に対する最良ウラム定数と一致する (定理 B を参照)．一方，λ < 0 のとき，方
程式 (3) に対する最良ウラム定数は刻み幅 h > 0 の関数

U(h) :=


1

|λ|
: 0 < h < −1

λ
,

1

|λ+ 2/h|
: −1

λ
< h かつ h ̸= −2

λ

として書き表すことができる．刻み幅 h > 0 が十分小さければ，微分方程式 (2) に対
する最良ウラム定数 1/|λ| と一致し，刻み幅 h > 0 が大きければ，刻み幅に依存して
最良ウラム定数が変化する．後者は，差分方程式特有の性質と言える．

2.3. 後退差分方程式のウラム安定性

ダイヤモンドアルファ差分方程式 (1) を考察する前に，方程式 (1) の α = 0 の場合，
すなわち，後退差分方程式 (1b) に対するウラム安定性を議論しておく．

注意 2.7. λ = 1 のとき，方程式 (1b) の初期値に関する解の一意性が保証されないた
め，λ ̸= 1 を仮定する．

先述の定理 2.1 および 2.2 と類似した具体的な一意解を与える定理も導出可能だが，
紙面の都合上割愛することにし，得られる系のみを以下に記載する．

系 2.6 (Anderson & Onitsuka [5]). λ ̸= 0, 1, 2 とするとき，以下が成立する:

(i) λ < 1 ならば，方程式 (1b) は Z 上でウラム安定性をもち，そのウラム定数は
1/|λ| である;

(ii) λ > 1 ならば，方程式 (1b) は Z 上でウラム安定性をもち，そのウラム定数は
1/|λ− 2| である．

注意 2.8. λ ̸= 1 とする．方程式 (1b) に対して，定理 2.4 と類似した不安定性定理が
得られることから，λ = 0 または λ = 2 ならば，方程式 (1b) は Z 上でウラム安定性
をもたないことが分かる．よって，方程式 (1b) が Z 上でウラム安定性をもつための必
要十分条件は，λ ̸= 0, 2 である．

注意 2.9. 方程式 (1b) に対して，定理 2.5 と類似した定理が得られることから，系 2.6

におけるウラム定数はいずれも λ の各場合の最良ウラム定数であることが分かる．



次に，非同次線形後退差分方程式

∇x(t)− λx(t) = f(t), t ∈ Z (4)

を考える．ただし，f(t) は Z 上の実数値関数とする．方程式 (4) に対するウラム安定
性の定義は割愛するが，系 2.6 と変数変換を用いて，以下の結果が得られる．

定理 2.7 ([5]). λ ̸= 0, 1, 2 とするとき，以下が成立する:

(i) λ < 1ならば，方程式 (4)は Z上でウラム安定性をもち，そのウラム定数は 1/|λ|
である;

(ii) λ > 1 ならば，方程式 (4) は Z 上でウラム安定性をもち，そのウラム定数は
1/|λ− 2| である．

注意 2.10. 系 2.6 と定理 2.7 の比較より，摂動 f(t) はウラム定数に影響を与えない．

3. 主結果
本節では，一般の α ∈ (0, 1) に対して，方程式 (1) を考える．初めに，ダイヤモン
ドアルファ差分方程式 (1) に対するウラム安定性の定義を紹介する．

定義 方程式 (1) が Z 上でウラム安定性をもつとは，次を満たす定数 K > 0 が存在す
るときを言う: ε > 0 を与えられた定数とする．もし，関数 ϕ : Z → R が任意の t ∈ Z
に対して，|♢αϕ(t)− λϕ(t)| ≤ ε を満たすならば，方程式 (1) のある解 x : Z → R が存
在し，任意の t ∈ Z に対して，|ϕ(t)− x(t)| ≤ Kε が成り立つ．

ここで，定数 K を，Z 上における方程式 (1) のウラム定数と呼ぶ．まず，方程式 (1)

に対する不安定性定理を紹介する．

定理 3.1 ([5]). α ∈ [0, 1] のとき，λ = 0 または λ = 2(1− 2α) ならば，方程式 (1) は
Z 上でウラム安定性をもたない．

この定理の証明は，α = 1, 0 のときはそれぞれ定理 2.4 および注意 2.8 より明らか
であるため，α ∈ (0, 1) の場合のみを考える．ここで，次を満たす関数 ϕ(t) が存在す
ることを示せばよい．ε > 0 を任意定数とする．ある関数 ϕ(t) がすべての t ∈ Z に対
して，|♢αϕ(t)− λϕ(t)| ≤ ε を満たし，方程式 (1) の任意の解 x(t) に対して，

lim sup
t→∞

|ϕ(t)− x(t)| = ∞

が成り立つ．すなわち，どんな厳密解 x(t) に対してもウラム定数を選べない近似解
ϕ(t) の存在を示すことが目標となる．
前節で紹介した系 2.3 および定理 2.7 を駆使することにより，以下の結果が得られ
たので報告する．

定理 3.2 ([5]). α ∈ (0, 1), λ ̸= 0, 2(1− 2α) とするとき，以下が成立する:

(i) 0 < λ < 2(1− 2α) または 2(1− 2α) < λ < 0 ならば，方程式 (1) は Z 上でウラ
ム安定性をもち，そのウラム定数は 1/

(
1−

√
1− 2λ+ 4αλ+ λ2

)
である;

(ii) 「λ > 0かつ λ > 2(1−2α)」または「λ < 0かつ λ < 2(1−2α)」ならば，方程式 (1)

は Z 上でウラム安定性をもち，そのウラム定数は 1/
(√

1− 2λ+ 4αλ+ λ2 − 1
)

である．



以後，α ∈ (0, 1) とし，定理 3.2 の証明の概略について述べる．方程式 (1) は方程式

αx(t+ 1) + (1− 2α− λ)x(t) + (α− 1)x(t− 1) = 0

に書き換えられるから，特性方程式 g(µ) := αµ2 − (λ + 2α − 1)µ + α − 1 = 0 の根を
用いて，方程式 (1) の一般解を表現可能である．実際，

Λ± :=
λ+ 2α− 1±

√
(λ+ 2α− 1)2 − 4α(α− 1)

2α

とおくと，方程式 (1)の一般解は x(t) = a1Λ
t
−+a2Λ

t
+と表される．加えて，α(α−1) < 0

から，Λ± ∈ R かつ Λ− < 0 < Λ+ が分かる．本研究では，この一般解を使用すること
なく，特性方程式 g(µ) = 0 の根 Λ+, Λ− の性質に着目し，以下の補題と系 2.3 および
定理 2.7 を組み合わせることにより，定理 3.2 の証明を完成させる．定理 3.2 の証明
の詳細については，講演中に紹介したい．

補題 3.1 ([5]). α ∈ (0, 1), λ ∈ R とする．Λ+ および Λ− を特性方程式 g(µ) = 0 の根
とするとき，以下が成立する:

(i) 0 < λ < 2(1− 2α) ならば，Λ+ − 1 > 0 かつ 1 < (Λ− − 1)/Λ− < 2 である;

(ii) λ > 0 かつ λ > 2(1− 2α) ならば，Λ+ − 1 > 0 かつ (Λ− − 1)/Λ− > 2 である;

(iii) λ < 0 かつ λ < 2(1− 2α) ならば，−1 < Λ+ − 1 < 0 かつ 1 < (Λ− − 1)/Λ− < 2

である;

(iv) 2(1− 2α) < λ < 0 ならば，−1 < Λ+ − 1 < 0 かつ (Λ− − 1)/Λ− > 2 である．

注意 3.1. 本講演で紹介した一連の研究成果は，微分と差分を総括的に扱った関数方程
式 (dynamic equations on time scales) に対する結果に拡張可能である ([3, 4] を参照)．
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