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エネルギー交差の上位準位におけるレゾナンスの
準古典分布

渡部 拓也 1（立命館大学）

1. 問題と結果
本講演は，2× 2行列値の 1次元Schrödinger作用素のレゾナンスに関する藤家雪朗 氏
（立命館大学），André MARTINEZ 氏（ボローニャ大学）との一連の共同研究 [7, 8, 9]

に基づくものである．ここでは特に，エネルギー交差の上位準位におけるレゾナンス
の準古典分布ついて考察した [9]に焦点を当てる．
以下，次の2× 2行列値の1次元Schrödinger作用素Pの固有値問題を考察する．

Pu = Eu, P =

(
P1 hW

hW ∗ P2

)
. (1)

各Pj = h2D2
x + Vj(x) (j = 1, 2)は，単独のSchrödinger作用素で，W = W (x, hDx)は

1階の微分作用素，W ∗はWの形式的な共役作用素とする．但しDx = 1
i

d
dx
とする．ま

た hは正の小さなパラメータで，準古典パラメータと呼ばれるものである．一連の研
究の目的は，ある固定された実のエネルギーE0の近くに存在するレゾナンス（量子共
鳴）の準古典極限 (h ↓ 0)における漸近分布を調べることである．
Klein-Martinez-Seiler-Wang [16]によれば，多原子分子を記述する多体Schrödinger方
程式において，原子核と電子の質量比を小さなパラメータとみなすBorn-Oppenheimer

近似の下，電子の 2準位エネルギーに着目しFeshbach簡約化を施すと，上記の方程式
(1)が導出される．この物理モデルにおいては，各ポテンシャルV1, V2は電子のエネル
ギー準位を表し，Wはその交差における相互作用を表す．ポテンシャルV1，V2，正の
エネルギーE0（図1参照）及び相互作用Wに対し，次を仮定する．

(A1) V1(x), V2(x)は，実軸上で実数値をとる滑らかな関数で，ある定数 δ0 > 0が存在
して，複素領域S := {x ∈ C ; |Imx| < δ0⟨Rex⟩} 上に解析的に拡張される．但し
⟨t⟩ := (1 + |t|2)1/2とする．

(A2) V1(x), V2(x)は，複素領域S内の遠方で極限をもち，以下の関係式を満たす．

lim
Re x→−∞

x∈S

V1(x) > E0 , lim
Re x→−∞

x∈S

V2(x) > E0 , lim
Re x→+∞

x∈S

V1(x) > E0 , lim
Re x→+∞

x∈S

V2(x) < E0.

(A3) a < b < 0 < cを満たす実数a, b, cが存在して，V1(x), V2(x)は，次を満たす．

V1(a) = V1(c) = V2(b) = E0, V ′
1(a) < 0, V ′

1(c) > 0, V ′
2(b) < 0.

V1 > E0 on (−∞, a) ∪ (c,+∞), V1 < E0 on (a, c),

V2 > E0 on (−∞, b), V2 < E0 on (b,+∞).
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(A4) V1(x), V2(x)がE0以下で交差するのは原点のみ，すなわち

{x ∈ R;V1(x) = V2(x) , V1(x) ≤ E0 , V2(x) ≤ E0} = {0},

であり，V1(x), V2(x)は原点でV1(0) = V2(0) = 0, V ′
1(0) > 0, V ′

2(0) < 0を満たす.

この仮定により，相空間上におけるPj−E0の特性集合Γj := {ξ2+Vj(x) = E0} (j = 1, 2)

は，点 (0,±
√
E0)において横断的に交わる（図2参照）．

(A5) Wは，W (x, hDx) = r0(x) + ir1(x)hDxで与えられ，r0及び r1はS上有界な解析
関数で，かつ実軸上の実数値関数である．さらに次を満たす．

(r0(0), r1(0)) ̸= (0, 0). (2)

条件 (2)は，WがΓjの交差点 (0,±
√
E0)において楕円型であることを意味する．

図 1: ポテンシャルV1(x), V2(x)及びE0. 図 2: 特性集合Γjと交差点 (0,±
√
E0).

定義 1 E ∈ CがPのレゾナンス（量子共鳴）あるとは，スペクトルパラメータをEと
する固有値問題 (1)が非自明な外向波解をもつことである．ここで，関数 u(x)が外向
波であるとは，十分小さな θ > 0に対し，u(xeiθ) ∈ L2(R) ⊕ L2(R)を満たすことをい
う．またレゾナンスの集合をRes (P )と記す．

注意 1 各レゾナンス自身は θに依存しない．またレゾナンスの定義については，レゾ
ルベントを複素下半平面へ有理型拡張した際に現れる極として定義するものや，作用
素を複素拡張して定義するものが存在するが，本稿では外向波解による定義を採用す
る．それらの同値性については，Helffer-Martinez[12]を参照されたい．

方程式 (1)において，相互作用WがW ≡ 0の場合を考えると，E = E0の近くに，単
独のSchrödinger作用素P1は，単井戸型ポテンシャルV1の生成する固有値をもち，も
う一方のSchrödinger作用素P2は，散逸ポテンシャルV2の生成する本質的スペクトル
をもつ．したがって，相互作用が存在しない場合，行列値の Schrödinger作用素P は，
埋蔵固有値をもつ．相互作用hW が存在する場合，その摂動を受け埋蔵固有値は，そ
の複素近傍（下半平面）にレゾナンスとして現れると期待される．この現象は，Fermi

黄金律 [23]として知られているように，物理的にも興味深い．実際，固有値が束縛状
態にある量子的粒子のエネルギーを表すのに対して，レゾナンスは半束縛状態にある
量子的粒子について，実部がそのエネルギーを表し，虚部がその生存時間に反比例す
ると考えられている．こういった物理的背景から，準古典極限 (h ↓ 0)の下で，レゾナ



ンスの虚部が準古典パラメータ hに関して，どの程度小さいかということが興味の対
象となる．
準古典解析の呼称の由来でもある量子力学におけるBohrの対応原理とは，“準古典
極限下において量子力学的描像が古典力学的描像を復元する”というものであるが，こ
の量子力学の原理は，本研究の問題意識のひとつで，例えば単独のSchrödinger作用素
のレゾナンスの準古典分布の豊富な先行研究 [3, 12, 13] などからも見てとれるように，
対応する古典軌道（特性集合）とレゾナンスの虚部には著しい関係ある．特に，行列
値のSchrödinger作用素については，単独の場合と異なり，２つの異なる古典軌道が交
わりをもつ場合が起こり得る．そのような場合を扱った先行研究はほとんど知られて
おらず，本研究は，その問題にアプローチするものである．
エネルギー準位E0の近くのE ∈ Cに対して，作用積分A(E)を次で定義する．

A(E) :=

∫ c(E)

a(E)

√
E − V1(t) dt.

但し，a(E)は aの近傍に存在するV1(x) = Eの唯一つの根であり，c(E)も同様に cの
近傍に存在する唯一つの根である．先述の仮定の下，A(E)はE0においてEの解析関
数であり，A′(E)はE0の近くで正である．さらに十分小さな δ0 > 0及び任意の大きな
C0 > 0を固定し，複素領域における集合Dh(δ0, C0)を次で定める．

Dh(δ0, C0) := [E0 − δ0, E0 + δ0]− i[0, C0h].

我々の目的は，hに依存するレゾナンスの漸近分布を，集合Dh(δ0, C0)の中に現れるも
のについて調べることである．先に述べた考察から，A([E0 − 2δ0, E0 + 2δ0])に存在す
るP1の固有値（摂動前のPの埋蔵固有値）

ek(h) := A−1

(
(k +

1

2
)πh

)
, (k ∈ Z) (3)

を用いて，Pのレゾナンスの準古典分布を以下のように記述できる．

定理 1 仮定 (A1)-(A5)の下, ある δ0 > 0が存在して，任意のC0 > 0に対して, 次の漸
近展開を満たす複素数列{Ek(h)}k∈Zが存在して，十分小さなh > 0に対して，

Res (P ) ∩ Dh(δ0, C0) = {Ek(h); k ∈ Z} ∩ Dh(δ0, C0)

が成り立つ．ここで複素数Ek(h)は，h ↓ 0のとき一様に

ReEk(h) = ek(h) +O(h2), (4)

ImEk(h) = −C(ek(h))h
2 +O(h7/3), (5)

を満たす．虚部の主要項の係数は，

C(E) =
π

γA′(E)

∣∣∣∣r0(0)E− 1
4 sin

(
B(E)

h
+

π

4

)
+ r1(0)E

1
4 cos

(
B(E)

h
+

π

4

)∣∣∣∣2
で与えられる．但しγ := V ′

1(0)− V ′
2(0) > 0であり，B(E)は次の作用積分である．

B(E) :=

∫ 0

b(E)

√
E − V2(x)dx+

∫ c(E)

0

√
E − V1(x)dx.

但し，b(E)は bの近傍に存在するV2(x) = Eの唯一つの根である．



注意 2 作用積分A(E)に関するBohr-Sommerfeldの量子化条件 (3)で定まる ek(h)が，
作用積分B(E)によって定まるある離散的な値をとるとき，虚部の係数C(ek(h))は消え
得る．このことは，量子的粒子の“より強い捕捉”の存在を示唆し，異なる古典軌道に
よって囲まれる面積が量子化される，すなわち作用積分B(E)に関するBohr-Sommerfeld

の量子化条件として捉えることができる．

2. 準古典解析におけるレゾナンスの先行研究
ここでは，準古典解析の数学的背景とともに古典軌道とレゾナンスとの関係について
述べ，これに着目して先行研究を紹介する．
一般に，質点の位置をx ∈ Rn，運動量を ξ ∈ Rn，質量をm = 1/2とした力学的エネ
ルギー保存則は，ポテンシャルをV (x)，全エネルギーをEとすると，|ξ|2+V (x) = Eと
表せる．左辺を古典ハミルトニアンと呼び，p(x, ξ) = |ξ|2+V (x)とかく．それに対して，
Schrödinger作用素P = −h2∆+ V を量子ハミルトニアンと呼び，それをP (x, hDx)と
かくと，量子ハミルトニアンP (x, hDx)は，古典ハミルトニアンp(x, ξ)の準古典Weyl

量子化：

P (x, hDx)u(x) =
1

(2πh)n

∫ ∫
R2

ei(x−y)·ξ/hp(
x+ y

2
, ξ)u(y)dydξ (6)

であり，力学的エネルギー保存則と Schrödinger方程式 (−h2∆ + V )u = Euが対応す
る．この事実は，先述のBohrの対応原理の数学的解釈を与えるものであり，量子力学
を古典力学と関係付けるものである．この準古典Weyl量子化（準古典擬微分作用素）
の理論については，教科書 [4, 19, 26]を参照されたい．また，与えられたエネルギー
E ∈ Rに対して，古典ハミルトニアンp(x, ξ)に付随するハミルトンベクトル場

Hp := ∂ξp · ∂x − ∂xp · ∂ξ = 2ξ · ∂x − ∂xV (x) · ∂ξ

の (x, ξ) ∈ p−1(E)を通る積分曲線 t 7→ exp tHp(x, ξ)を，Eに対応する古典軌道という．
任意の t ∈ Rに対して，exp tHp(x, ξ)が有界であるとき，古典軌道は捕捉的であるとい
い，非有界のとき，非捕捉的であるという．さらに特異性の伝播から，Eに対応する
古典軌道はP − Eの特性集合に含まれることも知られている．
Helffer-Sjöstrandによる “島の中の井戸”の生成するレゾナンスの準古典分布の研究

[13]から示唆されるように，『“捕捉が強い”ほど，レゾナンスの虚部は準古典パラメー
タhに関して小さい』と考えられている．例えば，捕捉軌道と非捕捉軌道が交わりをも
たない（“強い捕捉”が存在する）場合，レゾナンスの虚部は指数的に小さいことが知
られている．これに対して“弱い捕捉”の例としては，双曲型不動点やホモクリニック
軌道が挙げられるが，これらの生成するレゾナンスの準古典分布については，Gérard-

Sjöstrandによる研究 [10]や近年ではBony-藤家-Ramond-Zerzeriの一連の研究 [3]が詳
しい．また捕捉された軌道とレゾナンスの関係については，上記の他にも様々な文脈
で研究されており，井川による波動方程式の散乱極の研究 [15]や，田村による磁場付
き Schrödinger作用素のレゾナンスとAharonov-Bohm効果の研究 [24]，さらにはカオ
ティックな捕捉軌道について扱ったNonnenmacher-Zworski[22]やFaure-辻井 [5]の研究
が挙げられる．
以下，上記の視点に基づいて，2×2行列値のSchrödinger作用素のレゾナンスの先行
研究について述べる．捕捉軌道から成るP1の特性集合と非捕捉軌道から成るP2の特性
集合が交わらない場合について扱ったものとして，Martinez[18]，中村 [21]，Baklouti[2]



による研究が挙げられる．この場合，半束縛状態を表すレゾナンスは，トンネル効果
として捉えられ，レゾナンスの虚部は指数的に小さく，その減衰は捕捉軌道と非捕捉
軌道とのAgmon距離で特徴付けられる．さらに，Grigis-Martinez[11]や蘆田 [1]は，ポ
テンシャルが交差する場合について考察し，指数減衰するレゾナンスの虚部の漸近展
開を得ている．
一方，我々の一連の研究では，P1の特性集合（捕捉軌道）と P2の特性集合（非捕
捉軌道）が交わりをもつ場合を扱っている．先行研究 [7, 8]では，ポテンシャルの概
形は同一で，E0がエネルギー交差準位近く，すなわち E0 = 0とした問題を考察し，
D0

h(C0) := [−C0h
2/3, C0h

2/3]− i[0, C0h]に含まれるレゾナンスの準古典分布を調べてい
る．特性集合が交わりをもつ場合は，もはやトンネル効果による虚部の指数減衰は期
待できず，実際，D0

h(C0)に含まれるレゾナンスの虚部は，次の漸近展開を持つ [7]．

ImEk(h) = − π2r0(0)
2

22/3A′(0)

(
Ai (−22/3λk(h))

)2
h5/3 +O(h2). (7)

ここで，Ai はAiry関数を表し，λk(h)はD0
h(C0) ∩ Rに含まれる P1の固有値を表し，

λk(h) = A′(0)−1h−2/3((k + 1/2)πh − A(0))で与えられる．さらに，r0(x) ≡ 0の場合，
(7)の初項は消えるものの，r1(x)が実軸上で実数値のとき，次が成り立つ [8]．

ImEk(h) = − π2r1(0)
2

24/3A′(0)

(
Ai ′(−22/3λk(h))

)2
h7/3 +O(h8/3). (8)

注意 3 レゾナンスの虚部 (7)及び (8)の主要項において，λk(h)を形式的にλk(h) → ∞
とすることで，エネルギー交差の上位準位のレゾナンスについての主結果 (定理 1)と
比較することができる．実際，Airy関数の負の無限大における漸近公式を用いること
で，[7]，[8]の結果と本稿の主結果が整合することが確かめられる．また，エネルギー
交差の下位準位のレゾナンスについての蘆田の結果 [1]についても，同様の議論を通し
て，虚部の主要項が互いに一致することが確かめられる．

3. 証明の概略
定理の証明は２つの段階に分けられる．第１段階では，先行研究 [7]を踏襲して，単独の
Schrödinger作用素Pj−Eの基本解を拵え，それらを用いた逐次近似により，(1)の線形
独立な外向波解の組w1,L, w2,L ∈ L2(R−)⊕L2(R−)，w1,R, w2,R ∈ L2(R+e

iθ)⊕L2(R+e
iθ)

をそれぞれ構成することができる．この構成については，基本解の積分核を，単独の
Schrödinger方程式のWKB解やYafaevの構成法による解 [25]を用いて表すことで，そ
の大域的な評価が得られることが鍵となる．レゾナンスの量子化条件は，外向波解の
組のロンスキアンW(E, h)を用いてW(E, h) = cos A(E)

h
+O(h1/6) = 0で与えられ，レ

ゾナンスEk(h) ∈ Dh(δ0, C0)の粗い評価Ek(h) = ek(h) +O(h7/6)が得られる．先行研
究 [7]と異なる点は，交差付近において各Pj − Eの楕円性がともに失われるところで
あり，これが粗い評価しか得られない要因である．
第２段階は，超局所解析的なアプローチである．これは，第１段階で存在が保証さ
れた外向波解を，相空間上の特性集合に沿って超局所的に接続することにより，精密
な評価を得るものである．本稿では，第2段階について焦点を当てて述べる．



3.1. 超局所解の接続

超局所解を接続する上で，いくつか準備する．相空間上の点 (x0, ξ0) ∈ Rx ×Rξで，関
数 u ∈ L2が超局所的に 0に同値であるとは，ある δ > 0が存在して， h ↓ 0のとき，
(x0, ξ0)の近傍で一様に

(Tu)(x, ξ;h) :=

∫
ei(x−y)ξ/h−(x−y)2/(2h)u(y)dy = O(e−δ/h),

が成り立つことをいい，u ∼ 0とかく．このような点から成る集合の補集合を超局所台
と呼ぶ．また，関数uが領域Ω ⊂ Rx ×Rξにおける (P −E)u = 0の超局所解であると
は，Ω上で (P − E)uが超局所的に 0に同値であることをいう．ここで，TはFBI変換
と呼ばれるもので，その性質などは，[19]，[26]を参照されたい．
単独の Schrödinger作用素 Pj − Eの特性集合 Γj = {(x, ξ); ξ2 + Vj(x) = E}を，さ
らに３つの変わり点 (a(E), 0)，(b(E), 0)，(c(E), 0)及び２つの特性集合の交差点ρ± :=

(0,±
√
E)によって，８つの部分集合Γ±

j,S (j = 1, 2, S = L,R)に分割する（図3参照）．
この８つの特性集合上に超局所台をもつ 2元連立の Schrödinger方程式 (1)のWKB解

図 3: 変わり点と交差点による特性集合の分割

を次のように定める．

f±
1,S ∼

(
a±1
ha±2

)
e±iν1(x)/h on Γ±

1,S(E), f±
2,S ∼

(
hb±1
b±2

)
e±iν2(x)/h on Γ±

2,S(E).

但し，相関数νj(x)はνj(x) :=
∫ x

0

√
E − Vj(t) dtであり，ベクトル値の振幅関数はhに

関する漸近展開

a±j (x;h) ∼
∑
k≥0

hka−j,k(x), b±j (x;h) ∼
∑
k≥0

hkb−j,k(x)

をもつ．これらの超局所的なWKB解f±
j,Sは，分割されたそれぞれの特性集合Γ±

j,S上に
超局所台をもつ．さらに，それら主要項は以下で与えられ，その支配的な成分は単独
のSchrödinger方程式のWKB解の主要項と一致し，変わり点に特異性をもつ．もう一
方の成分は変わり点だけでなく特性集合の交差点にも特異性をもつことに注意する．

a1,0 =
1

(E − V1)
1
4

, a2,0 =
r0 + ir1

√
E − V1

(V1 − V2)(E − V1)
1
4

,

b2,0 =
1

(E − V2)
1
4

, b1,0 =
r0 − ir1

√
E − V2

(V2 − V1)(E − V2)
1
4

.



以上の準備の下，超局所的なWKB解を基底として，レゾナンスを実現するSchrödinger

方程式の外向波解を特性集合上に沿って接続するというのが証明の第２段階である．以
下，uを外向波解とする．レゾナンスの定義である外向波解の性質から，uは相空間上
の内向波の軌道Γ−

2,Rに超局所台をもたない [17]．そこで，まずはΓ−
1,L上で正規化した

u ∼

{
f−
1,L on Γ−

1,L,

0 on Γ−
2,R,

を，特性集合に沿って接続していく．後に与える命題 1により，交差点ρ−を越えた特
性集合Γ−

2,L,Γ
−
1,R上の超局所WKB解f−

2,L, f
−
1,Rの係数が決まる．さらにそれぞれは，後

に与える命題 2により，前者は変わり点 (b(E), 0)，後者は変わり点 (c(E), 0)を越えた
特性集合Γ+

2,L,Γ
+
1,R上に台をもつ超局所WKB解f+

2,L, f
+
1,Rに接続され，その係数が決ま

る．先と同様に交差点ρ+の接続を考察すれば，Γ+
1,L,Γ

+
2,R上の超局所WKB解f+

1,L, f
+
2,R

が決まる．
これら２つの超局所WKB解f+

1,L, f
+
2,Rから，それぞれレゾナンスの実部，虚部につい

ての詳しい漸近挙動を得ることができる．まずf+
1,LをΓ+

1,Lからさらに変わり点 (a(E), 0)

を越えて Γ−
1,L まで接続すると，外向波解は，Γ−

1,L 上で u ∼ t−1,Lf
−
1,L と表せる．但し，

t−1,L = −e2iA(E)/h +O(h)を満たす．特性集合に沿って接続しΓ−
1,Lに戻ってきても，外

向波解は初めに正規化したものに一致しなければならない．したがって，第１段階よ
り精密なBohr-Sommerfeldの量子化条件

−e2iA(E)/h = 1 +O(h)

を得ることができ，この条件式から定理の実部の結果が得られる．
一方，x0をx0 > cとなるようにとり，外向波解をx = x0に制限すると，外向波解が

Γ+
2,R上にしか超局所台をもたないことから，Im ⟨(P = E)u, u⟩L2((−∞,x0]) = 0，すなわち

−ImE =
h2

∥u∥2L2((−∞,x0])

Im (u′
1u1 + u′

2u2 − r1u2u1)
∣∣∣
x=x0

を計算することで，虚部の漸近展開が得られる．実際，超局所WKB解の形から，右
辺の第 2 項が主要項となることが分かり，さらに，E ∈ Dh(δ0, C0) ∩ R に対して，
∥u∥2L2((−∞,x0])

= 2A′(E)1/2+O(h1/3)が計算できるので，定理の虚部の結果が得られる．
超局所的な外向波解の接続については，特性集合がホモクリニック軌道をなす単独

Schrödinger作用素のレゾナンスについて調べたBony-藤家-Ramond-Zerzeri[3]が詳し
い．また，その概説を行った藤家 [6]も参照されたい．

3.2. 交差点及び変わり点での接続公式

最後に，証明で用いた交差点及び変わり点での超局所WKB解の接続公式を記す．

命題 1 (交差点ρ−での接続) 関数uを ρ−(E)近傍における超局所解とし，E及びhに
依存する定数 t−j,S(E, h) (j = 1, 2, S = L,R)を用いて，

u ∼ t−j,Sf
−
j,S on Γ−

j,S(E)

と表せると仮定する．このとき，E ∈ Dh(δ0, C0)に対して， t−1,R

t−2,L

 =

 τ−1,1(E, h) τ−1,2(E, h)

τ−2,1(E, h) τ−2,2(E, h)

 t−1,L

t−2,R

 ,



τ−1,1 = 1 +O(h), τ−1,2 = ei
π
4 τ−h

1
2
+iµh +O(h

3
2 ),

τ−2,1 = e−iπ
4 τ+h

1
2
−iµh +O(h

3
2 ), τ−2,2 = 1 +O(h),

が成り立つ．ただし，τ±は以下で与えられる．

τ± =

√
π

V ′
1(0)− V ′

2(0)

(
r0(0)E

− 1
4 ± ir1(0)E

1
4

)
.

同様に交差点ρ+での接続公式も得られるが，その表示はここでは省略する．命題1の
証明は，方程式 (1)をWの楕円性の仮定(A5)に基づいて単独の方程式に直し，Helffer-

Sjöstrand[14]で導入された超局所的な標準形に帰着させることが鍵となる．

命題 2 (変わり点での接続) 変わり点近傍における超局所解の係数 t±1,L, t
±
1,R, t

±
2,Lを命

題1と同様に定めるものとする．このとき

t+1,S = σ1,St
−
1,S (S = L,R), t+2,L = σ2,Lt

−
2,L

が成り立ち，h ↓ 0のとき，次の漸近展開をみたす．

σ1,L = −ie2iS1,L/h +O(h), σ1,R = ie−2iS1,R/h +O(h), σ2,L = −ie2iS2,L/h +O(h).

但し，作用積分S1,L(E)，S1,R(E)及びS2,L(E)は以下で与えられるものである．

S1,L(E) =

∫ 0

a(E)

√
E − V1(t)dt, S1,R(E) =

∫ c(E)

0

√
E − V1(t)dt,

S2,L(E) =

∫ 0

b(E)

√
E − V2(t)dt.

ここで，主結果に現れる作用積分A(E), B(E)は，A(E) = S1,L(E)+S1,R(E)，B(E) =

S2,L(E) + S1,R(E)であることに注意する．命題 2の証明は，変わり点近傍で超局所解
を，双対変数に関する擬微分方程式のWKB解とみること（Maslovの理論 [20]）によ
り，その接続係数を調べることで達成される．
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microlocal. Ann. Inst. H. Poincare Phys. Theor., 68 (1998); no. 2, 179-228.
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