
特別講演
消散型波動方程式に対するLp-Lq評価と非線形問題への応用

若杉　勇太 (愛媛大学)∗

1. 線形消散型波動方程式に対するLp-Lq評価
消散型波動方程式

∂2
t u−∆u+ ∂tu = 0 (1)

は空気抵抗や摩擦などの効果による減衰を伴う波の伝播を記述する偏微分方程式であ
り，通常の波動方程式の導出の際に，速度に比例する抵抗の効果を加えることで導か
れる．またHeavisideにより導出された，自己誘導と漏洩コンダクタンスを伴うケーブ
ル中の電圧と電流を記述する電信方程式としても知られる．Cattaneo [1]とVernotte

[33]は，熱伝導現象が有限伝播性をもつようにモデル化するために，通常のFourierの
法則の代わりに時間遅れのFourierの法則を導入することで方程式 (1)を導いた（詳細
は [25]を参照）．
消散型波動方程式の初期値問題{

∂2
t u−∆u+ ∂tu = 0, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = u0(x), ∂tu(0, x) = u1(x), x ∈ Rn
(2)

の解の長時間挙動については，Matsumura [17]の先駆的な研究以降，多くの結果があ
る．Matsumura [17]はFourier変換を用いた解表示

u(t, x) = D(t)(u0 + u1)(x) + ∂tD(t)u0(x)

を与えた．ここで

D(t) = e−t/2F−1L(t, ξ)F , (3)

L(t, ξ) =


sinh(t

√
1/4− |ξ|2)√

1/4− |ξ|2
(|ξ| < 1/2),

sin(t
√
|ξ|2 − 1/4)√

|ξ|2 − 1/4
(|ξ| > 1/2),

であり，F ,F−1は空間変数に関するFourier変換および逆変換を表す．さらに [17]では
上の表示を用いて解のLp-Lq評価

∥u(t)∥L2 ≤ C⟨t⟩−(n/2)(1/q−1/2)(∥u0∥Lq + ∥u1∥Lq) + Ce−t/4(∥u0∥L2 + ∥u1∥H−1),

∥u(t)∥L∞ ≤ C⟨t⟩−n/(2q)(∥u0∥Lq + ∥u1∥Lq) + Ce−t/4(∥u0∥H[n/2]+1 + ∥u1∥H[n/2])

が示された．ここで，1 ≤ q ≤ 2，[n/2] = max{k ∈ Z; k ≤ n/2}，⟨t⟩ = (1 + |t|2)1/2 で
ある．右辺第一項は低周波成分に対応し，第二項は高周波成分に対応している．
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この評価はNishihara [23]により精密化され，n = 3のときに

∥D(t)f − G(t)f − e−t/2W(t)f∥Lp ≤ Ct−(3/2)(1/q−1/p)−1∥f∥Lq (4)

という評価が示された．ここで1 ≤ q ≤ p ≤ ∞，

G(t) = F−1e−t|ξ|2F , W(t) = F−1 sin(t|ξ|)
|ξ|

F

である．上式は特に，D(t)fが漸近的に，熱部分と波動部分の和に分解できて

D(t)f ∼ G(t)f + e−t/2W(t)f

のように表されることを示している．他の空間次元については，Marcati–Nishihara [16]，
Hosono–Ogawa [3]，Narazaki [21]および [28]を参照．また高次の漸近展開については
Takeda [31]，Michihisa [18]を参照．
上記の評価 (4)より，D(t)に対し，低周波成分は熱方程式の解と同じ減衰評価，高周

波成分は波動方程式と同じ微分の損失をもつ形のLp-Lq型評価の成立が期待できる．本
稿ではまず，非線形問題への応用に適した形でD(t)の低周波・高周波成分それぞれに
シャープな評価を与えた論文 [4]の結果について述べる（池田正弘氏（理化学研究所・
慶應義塾大学），戍亥隆恭氏（大阪大学），岡本葵氏（信州大学）との共同研究）．
以下，関数 m(ξ)に対し，Fourier multiplier m(∇)を m(∇) = F−1m(ξ)F で定め

る．χ ∈ C∞
0 (R)を χ(r) = 1 (|r| ≤ 1)，χ(r) = 0 (|r| > 2) をみたすものとし，周

波数に関する cut-off multiplierを χ≤1(∇) = χ(|∇|)，χ>1(∇) = 1 − χ(|∇|) で定める．
また，Hs

p(Rn) = {f ∈ S ′(Rn); ∥f∥Hs
p
= ∥⟨∇⟩sf∥Lp < ∞} とおき，p = 2の場合は

Hs
2(Rn) = Hs(Rn)と表す．

定理 1. [4, Theorem 1.1] 1 ≤ q ≤ p < ∞，p ̸= 1とする．s1 ≥ s2，β = (n−1)|1/2−1/p|
とおく．このとき，ある δp > 0が存在して，任意の t > 0に対し

∥|∇|s1D(t)f∥Lp ≤ C⟨t⟩−(n/2)(1/q−1/p)−(s1−s2)/2∥|∇|s2χ≤1(∇)f∥Lq

+ Ce−t/2⟨t⟩δp∥|∇|s1χ>1(∇)f∥Hβ−1
p

,

∥|∇|s1∂tD(t)f∥Lp ≤ C⟨t⟩−(n/2)(1/q−1/p)−(s1−s2)/2−1∥|∇|s2χ≤1(∇)f∥Lq

+ Ce−t/2⟨t⟩δp∥|∇|s1χ>1(∇)f∥Hβ
p

が成立する．

注意 2. 高周波成分はSjöstrand [29]，Miyachi [19]，Peral [27] による波動方程式に対
する評価

∥W(t)f∥Lp ≤ C⟨t⟩δ̃p∥f∥Hβ−1
p

(5)

と同じ微分の損失をもつ．
注意 3. Inui [9, Lemma 2.5]および [10, Corollary 2.3]により，高周波成分をLp-Lp′型
の評価にした

∥|∇|s1D(t)f∥Lp ≤ C⟨t⟩−(n/2)(1/q−1/p)−(s1−s2)/2∥|∇|s2χ≤1(∇)f∥Lq

+ Ce−t/2t−
n−1
2

(1−2/p)∥|∇|s1χ>1(∇)f∥
Hβ̃−1

p′



も得られている．ただし，2 ≤ p < ∞，p′ = p/(p− 1)，β̃ = n+1
2
(1− 2

p
) である．p = ∞

の場合は，左辺と右辺第二項のノルムをそれぞれBesov空間B0
∞,2(Rn)，Bβ̃−1

1,2 (Rn) の
ものに変更（ただし β̃ = n+1

2
）すれば成立する（[10, Lemma 2.2]を参照）．

定理 1 の証明の概略について述べる．まずD(t)を低周波成分と高周波成分に分解し，

D(t) = D1(t) +D2(t) := D(t)χ≤1(∇) +D(t)χ>1(∇)

と表す．
低周波成分D1(t)に対しては，その核

d(t, x) := F−1
[
χ≤1(ξ)e

−t/2L(t, ξ)
]
(x)

の各点評価：s ≥ 0，j ∈ Nに対し

||∇|sd(t, x)| ≤ Cmin{|x|−1, ⟨t⟩−1/2}s+n,

|d(t, x)| ≤ C⟨t⟩−n/2 min{⟨t⟩1/2|x|−1, 1}j,

を示すことが鍵となる．実際この評価が得られれば，Youngの不等式により定理 1の
低周波成分の評価を示せる．上の各点評価は，Fourier逆変換の表示

|∇|sd(t, x) = (2π)−n/2

∫
Rn

eixξχ≤1(ξ)|ξ|se−t/2L(t, ξ) dξ

から積分領域をさらに |ξ| < 1/|x|と |ξ| ≥ 1/|x|の範囲に分けて，部分積分を行うこと
により示される．
高周波成分D2(t)に対しては，sin(t

√
|ξ|2 − 1/4) = 1

2i
(eit

√
|ξ|2−1/4 − e−it

√
|ξ|2−1/4) と

表して，

eit
√

|ξ|2−1/4 = eit|ξ|eit(
√

|ξ|2−1/4−|ξ|)

のように波動方程式の解の部分 eit|ξ|と残りの部分 eit(
√

|ξ|2−1/4−|ξ|)に分ける．eit|ξ|の部
分についてはSjöstrand [29]，Miyachi [19]，Peral [27] による波動方程式のLp評価 (5)

を適用し，残りの部分 eit(
√

|ξ|2−1/4−|ξ|)に対してはMikhlinのmultiplier定理を用いるこ
とで，高周波成分に対する評価を得る．

2. 非線形消散型波動方程式の初期値問題
次の非線形消散型波動方程式の初期値問題を考察する．{

∂2
t u−∆u+ ∂tu = N (u), t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = εu0(x), ∂tu(0, x) = εu1(x), x ∈ Rn.
(6)

ここで，N (u)は非線形項を表し，簡単のため N (u) = |u|p または N (u) = |u|p−1u，
p > 1とする．また ε > 0は十分小さいパラメータとする．前節のLp-Lq評価を応用し
て，空間遠方で初期値が緩やかに減衰する場合の時間大域的可解性について議論する．
解の時間大域的存在および非存在については多くの研究があり（[2, 3, 6, 8, 11, 13,

15, 16, 20, 21, 23, 32, 35]），特に臨界指数 pcを決定する問題が考察されている．ここ



で，臨界指数とは，小さい初期値に対する時間大域解の存在・非存在の閾値となる非
線形項の指数のことをいう．より正確には，pcが臨界指数であるとは次の (i), (ii)をみ
たすときをいう．(i) p > pcならば，（考えている関数空間内の）任意の初期値 (u0, u1)

に対し，ε > 0を十分小さく取れば (6)の時間大域解が一意的に存在する；(ii) p < pcな
らば，（考えている関数空間内の）ある初期値 (u0, u1)が存在して，任意の ε > 0に対し
て (6)の時間局所解は有限時間で爆発する（時間大域的に延長できない）．
あとで述べるように，臨界指数pcの値は，初期値の属する関数空間をどのように設

定するかによって変化し，特に初期値の空間遠方での減衰の速さが大きく影響する．ま
た臨界の場合 p = pcが時間大域解の存在・非存在のどちらのケースになるかという点
も，関数空間の設定により異なる．
非線形項がN (u) = |u|pの形で，初期値が (u0, u1) ∈ H1(Rn) × L2(Rn)かつコンパ

クトな台をもつ場合，Todorova–Yordanov [32]により，p > 1 + 2/nならば十分小さい
ε > 0に対し時間大域解が一意的に存在することが示された．初期値がコンパクト台を
もつという仮定は [2, 3, 7, 6, 21, 23, 26] により弱められ，初期値のクラスとして，

• n = 1のとき (u0, u1) ∈ (H1 ∩ L1)(Rn)× (L2 ∩ L1)(Rn)

• n = 2, 3のとき (u0, u1) ∈ (H1 ∩W 1,1)(Rn)× (L2 ∩ L1)(Rn)

• n = 4, 5のとき (u0, u1) ∈ (H1 ∩W 2,1)(Rn)× (L2 ∩W 1,1)(Rn)

• すべてのn ≥ 1に対し (u0, u1) ∈ (Hs,0 ∩H0,α)(Rn)× (Hs−1,0 ∩H0,α)(Rn)

を取れば十分であることが分かっている．ここでW k,1(Rn)はSobolev空間W k,1(Rn) =

{f ∈ L1(Rn); ∂γf ∈ L1(Rn) for γ ∈ Zn
≥0, |γ| ≤ k} を表す．またHs,α(Rn)は重み付き

Sobolev空間を表し，sは適当な範囲にある滑らかさの指数，αはα > n/2をみたす重
みの指数である（[2]を参照）．一方，[32]およびZhang [35]により，1 < p ≤ 1 + 2/n

ならば，
∫
Rn(u0 + u1) dx > 0 をみたす初期値に対し時間局所解が有限時間で爆発する

ことが示されている．したがってこの場合の臨界指数はpc = 1 + 2/nとなる．
時間大域解の存在については，N (u) = |u|p−1uと |u|pで全く同様の結果が成立する

が，解の有限時間爆発については同じ手法を適用することができない．Ikehata–Ohta

[7]はLevine [14]の方法を用いて，N (u) = |u|p−1uかつ1 < p < 1+2/nのときに，適当
な初期値 (u0, u1)が存在して任意に小さい ε > 0 に対し解が有限時間爆発することを示
している．臨界の場合 p = 1 + 2/nについては，n = 1, 2およびn = 3の場合は基本解
の正値性を用いてそれぞれLi–Zhou [15]およびNishihara [24]により解の有限時間爆発
が得られている．しかしn ≥ 4では基本解の正値性がなく，臨界の場合N (u) = |u|2/nu
について解の有限時間爆発が成立するかどうかは現在のところ未解決である．
初期値がL1(Rn)に属するとは限らず，空間遠方で緩やかに減衰する場合，Nakao–Ono

[20]により，N (u) = |u|p−1u かつ初期値が (u0, u1) ∈ H1(Rn)× L2(Rn) の場合に，p ≥
1+4/nならば，小さいε > 0に対し時間大域解が一意的に存在することが示された．また，
Ikehata–Ohta [7]により，N (u) = |u|p−1uかつ (u0, u1) ∈ (H1∩Lr)(Rn)× (L2∩Lr)(Rn)

の場合が考察され，

r ∈ [1, 2] (n = 1, 2), r ∈

[√
n2 + 16n− n

4
,min

{
2,

n

n− 2

}]
(3 ≤ n ≤ 6)



かつp > 1+2r/nの場合に，十分小さいε > 0に対し時間大域解u ∈ C([0,∞);H1(Rn))∩
C1([0,∞);L2(Rn)) の一意的存在が示されている．また，1 < p < 1 + 2r/nの場合の
有限時間爆発も得られている．これにより，初期値の空間遠方の減衰の速さをLr(Rn)

で与えた場合には，臨界指数がpc = 1+ 2r/nとなることが分かる．しかし，臨界指数
p = 1 + 2r/nが時間大域解の存在・非存在のどちらの場合に含まれるかはこの結果で
は得られていない．また，解が初期値に対応するクラスC([0,∞);Lr(Rn))に属するか
どうかや，時間大域解の漸近形についても不明である．
別の観点からの研究として，Narazaki–Nishihara [22]により，n ≤ 3，N (u) = |u|p−1u，

初期値がu0 ∈ C [n/2](Rn)，u1 ∈ C(Rn)かつ0 < k ≤ 1に対し⟨x⟩kn∂αu0 ∈ L∞(Rn) (|α| ≤
[n/2])，⟨x⟩knu1 ∈ L∞(Rn) をみたす場合に，p > 1 + 2/(kn)のとき小さい ε > 0に対す
る時間大域解の一意的存在および，解が時間無限大においてε(u0+u1)を初期値とする
対応する線形熱方程式の解に漸近することが示されている．また [5]では初期値のクラ
スを重み付きSobolev空間Hs,α(Rn)に取った場合が考察されている．さらにSobajima

[30]では外部領域 Ω ⊂ Rn (n ≥ 2) の問題を扱い，⟨x⟩λu0, ⟨x⟩λ∇u0, ⟨x⟩λu1 ∈ L2(Ω)，
λ ∈ [0, n/2) かつ p ≥ 1 + 4/(n+ 2λ) の条件の下，小さい ε > 0に対する時間大域解の
一意的存在が得られている．
ここでは，上述の [7]で残された臨界の場合p = 1+ 2r/nに，小さい初期値に対し時

間大域解が一意的に存在することと，解が初期値に対応してC([0,∞);Lr(Rn))に属す
るかどうかを議論した [4]の結果を述べる．

定理 4. [4, Theorem 1.4] n ≥ 1，N (u) = |u|pまたは |u|p−1u，p > 1とする．s ≥ 0，
r ∈ (1, 2]は [s] < p，r ≥ 2(n−1)

n+1
かつ

1 +
2r

n
≤ p < ∞ if 2s ≥ n,

1 +
2r

n
≤ p ≤ 1 +

min{n, 2}
n− 2s

if 2s < n

をみたすとする．β = (n− 1)(1/r − 1/2)とおき，初期値は

(u0, u1) ∈ (Hs ∩Hβ
r )(Rn)× (Hs−1 ∩ Lr)(Rn)

とする．このとき，ある ε0 > 0が存在して，任意の ε ∈ (0, ε0]に対し初期値問題 (6)は
一意的な時間大域解

u ∈ C([0,∞); (Hs ∩ Lr)(Rn)) ∩ C1([0,∞);Hs−1(Rn))

をもつ．

注意 5. (i) 上の定理より，r ∈ (1, 2]のときは，臨界ケースp = 1 + 2r/nにおいて小さ
い初期値に対する時間大域解の存在が成立することが分かる（r = 1の場合は臨界指数
p = 1 + 2/nにおいて解の有限時間爆発が起きることに注意）．
(ii) 定理 1に現れる微分の損失より，初期値 u0が滑らかさを強めた空間Hβ

r (Rn) に属
していれば，解がLr(Rn)に属することがいえる．
(iii) p > 1+2r/nの場合は時間大域解が時間無限大においてε(u0+u1)を初期値とする線
形熱方程式の解に漸近することも示される．またN (u) = |u|pの場合，1 < p < 1+2r/n

における時間局所解の有限時間爆発とライフスパンの上下からの評価も得られる．



r = 1の場合と r ∈ (1, 2]の場合で臨界ケース p = 1 + 2r/nにおいて解の大域存在・
非存在の状況が変わる一つの理由として次のものが考えられる．積分方程式

u(t, x) = D(t)(εu0 + εu1)(x) + ∂tD(t)εu0(x) +

∫ t

0

D(t− τ)N (u(τ)) dτ

において，r ∈ (1, 2]の場合，解uが空間遠方でLr(Rn)に属するとき，非線形項N (u)

はある指数σ ∈ [1, r)に対し空間遠方でLσ(Rn)に属する．これより，D(t− τ)N (u(τ))

に定理 1を適用すると，線形部分より少しだけ速い減衰が得られ，臨界の場合におい
てもアプリオリ評価を示すことができる．

3. 消散型波動方程式に対するStrichartz評価
最後に，注意 3で述べた形の消散型波動方程式のLp-Lq評価の応用として，Watanabe

[34]，Inui [9]および [10]で得られたStrichartz評価について述べる．

命題 6. [9, Proposition 1.1] n ≥ 2，2 ≤ r < ∞，2 ≤ q ≤ ∞とする．γ = max{n(1/2−
1/r)− 1/q, n+1

2
(1/2− 1/r)}とおく．

n

2

(
1

2
− 1

r

)
≥ 1

q

を仮定する．このとき，

∥D(t)f∥Lq
t ((0,∞);Lr

x(Rn)) ≤ C∥⟨∇⟩γ−1f∥L2

が成立する．

注意 7. 指数対 (q, r)の取れる範囲は下図のような，波動方程式と熱方程式に対する
Strichartz評価の許容指数対の範囲を合わせたものとなる．

0 1/r

1/q

1
2

1
2

n−2
2n

n−3
2(n−1)

•

wave-endpoint

図の斜線領域と塗りつぶし領域を合わせた台形領域が命題6で (q, r)が取れる範囲で，斜
線領域が波動方程式に対するStrichartz評価の許容指数対の範囲，点 (1

2
, 0)と点 (n−2

2n
, 1
2
)

を結ぶ線分が熱方程式（Schrödinger方程式）に対するStrichartz評価の許容指数対の
範囲である．消散型波動方程式の許容指数対の範囲は，波動方程式のものよりも広く，
塗りつぶし領域まで広げることができるが，その代わりに塗りつぶし領域では微分の
損失が大きくなる．

非斉次の Strichartz評価は以下のようになる．特に [10]では wave-endpointの場合
(q, r) = (2, 2(n−1)

n−3
) (n ≥ 4)の証明を与えた（戍亥隆恭氏（大阪大学）との共同研究）．



定理 8. [9, Proposition 1.2], [10, Theorem 1.3] n ≥ 2，2 ≤ r, r̃ < ∞，2 ≤ q, q̃ ≤ ∞
とする．γ = max{n(1/2 − 1/r) − 1/q, n+1

2
(1/2 − 1/r)}，γ̃ = max{n(1/2 − 1/r̃) −

1/q̃, n+1
2
(1/2− 1/r̃)} とおく．(q, r), (q̃, r̃)は次の (i), (ii), (iii)のいずれかをみたすと仮

定する．

(i)
n

2

(
1

2
− 1

r

)
+

n

2

(
1

2
− 1

r̃

)
>

1

q
+

1

q̃
,

(ii)
n

2

(
1

2
− 1

r

)
+

n

2

(
1

2
− 1

r̃

)
=

1

q
+

1

q̃
かつ1 < q̃′ < q < ∞,

(iii) (q, r) = (q̃, r̃) = (∞, 2).

ただし，ここで q̃′ = q̃/(q̃ − 1)である．このとき，∥∥∥∥∫ t

0

D(t− τ)F (τ) dτ

∥∥∥∥
Lq
t ((0,∞);Lr

x(Rn))

≤ C
∥∥⟨∇⟩γ+γ̃+δ−1F

∥∥
Lq̃′
t ((0,∞);Lr̃′

x (Rn))

が成立する．ここで，δ ≥ 0は

δ =
1

q
max{σ(q, r, q̃, r̃), 0}+ 1

q̃
max{σ(q̃, r̃, q, r), 0},

σ(q, r, q̃, r̃) = min{s(q, r), 0} −min{s(q̃, r̃), 0}, s(q, r) =
n− 1

2
q

(
1

2
− 1

r

)
− 1

で決まる定数である．ただし，s(∞, r) = ∞ (r > 2)，s(∞, 2) = −1とする．
証明には，低周波成分と高周波成分に分解した後，注意3で述べたLp-Lp′型の評価を

適用する．さらにwave-endpointの場合には，Keel–Tao [12]の議論を合わせて用いる．
命題6，定理8より，エネルギー臨界の非線形項をもつ消散型波動方程式の初期値問

題に対し，エネルギー空間H1(Rn)×L2(Rn)における時間局所的・大域的適切性および
無条件一意性を示すことができる（[9, Theorem 1.3], [10, Theorems 1.7, 1.8]を参照）．
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