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1. ノイマン・ポアンカレ作用素
　本稿では，二重層ポテンシャルとも呼ばれるノイマン・ポアンカレ作用素 1のスペク
トル理論に関して近年の結果を報告したい. ここでは，いたずらに一般化することを
避けて 2，Ω ⊂ Rn (n = 2, 3)を有界なLipschitz領域とし，境界∂Ω上の適当な関数ϕに
対して, ノイマン・ポアンカレ作用素K∂Ωを

K∂Ω[ϕ](x) ≡
∫
∂Ω

ϕ(y) · ∂nyE(x, y) dsy, x ∈ ∂Ω (1)

のように定義する. ただし,

E(x, y) =

{
1
2π

log |x− y|, if n = 2,

−1
4π

1
|x−y| , if n = 3

はラプラス作用素の基本解．また，dsy は境界∂Ωの線素 もしくは 面素を表し, ∂ny は
(外向き)法線微分 3 である (図1).

∂Ω

図1

ny

このとき, 様々な関数空間 ℘ := ℘(∂Ω)に対して, K∂Ω : ℘ → ℘ は有界作用素になり
[9, 23, 24, 75], さらに境界∂ΩがC1,α級ならば，コンパクト作用素になることが分かっ
ている (例えば，[52, Theorem 7.3.2], [9]などを参照).

本稿の目的は, ノイマン・ポアンカレ作用素の意味を述べたうえで, 作用素のスペク
トル構造と境界形状の関係を見ることにある. さらに, 空間次元に応じてスペクトルの
挙動が劇的に変化することも紹介する. 加えて, スペクトルの挙動は物理現象にも影響
し，応用例の一つとしてCloaking と呼ばれる現象が, 3次元狭義凸領域では起きないこ
とも最後に言及したい.
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1C. Neumann とH. Poincaréに由来 [57, 61].
2勿論，境界付きの多様体や様々な線形偏微分作用素に対するノイマン・ポアンカレ作用素を定義する
ことも出来ている ([1, 55]などを参照).

3境界に角がある場合, 法線微分は境界上で殆ど至る所定義されるものとする.
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2. ノイマン・ポアンカレ作用素の意味
2.1. 境界値問題への利用

ノイマン・ポアンカレ作用素は，歴史的には線形偏微分方程式の境界値問題の可解性
に関して多くの研究がなされてきた ([19, 21, 43, 49, 57, 61, 80]など). ここでは，ラプ
ラス方程式の境界値問題として,

△u = 0 in Ω ⊂ Rn, n = 2 or 3; u|∂Ω = ψ ∈ L2(∂Ω) (2)

を考えてみる. もし, ΩがC1,α級の有界領域 4ならば,

SΩ[ϕ](x) :=

∫
∂Ω

E(x, y)ϕ(y)dsy, x ∈ Rn

DΩ[ϕ](x) :=

∫
∂Ω

ϕ(y) · ∂nyE(x, y)dsy, x ∈ Rn\∂Ω

とし, u(x) = DΩ[ϕ](x)とすれば, ラプラス作用素の基本解を用いているので, 自動的に
△u = 0 in Ωを満たす. 境界条件について整合性を保つためには, Jump formula [9]

DΩ[ϕ]|±(x) :=
(
∓1

2
I +K∂Ω

)
[ϕ](x) a.e.x ∈ ∂Ω

∂nySΩ[ϕ]|±(x) :=
(
±1

2
I +K∗

∂Ω

)
[ϕ](x) a.e.x ∈ ∂Ω

を利用 56して, DΩ[ϕ]|−(x) =
(
1
2
I +K∂Ω

)
[ϕ](x) = ψ(x)を満たすように ϕ(x)を見つけ

れば良い. 実際, ノイマン・ポアンカレ作用素 K∂Ωがコンパクトであり, スペクトルが
(−1/2, 1/2]に含まれることから [9, 43, 44, 58], Fredholmの定理 (Neumann 級数)[29]に
よって, ϕ(x) ∈ L2(∂Ω)の存在が分かる.

ノイマン境界値問題

△u = 0 in Ω ∈ Rn, n = 2 or 3; ∂nu|∂Ω = ψ ∈ L2
0(∂Ω) on ∂Ω (3)

についても, u = SΩ[ϕ] を考えれば, ∂nySΩ[ϕ]|±(x) :=
(
±1

2
I +K∗

∂Ω

)
[ϕ](x) = ψ(x)であ

るから, 同様にして境界値問題の可解性を示すことが出来る 7. 以下では通例にならい,

ノイマン境界条件を解く際に利用した随伴作用素K∗
∂Ωも ノイマン・ポアンカレ作用素

と呼ぶことにする 8.

2.2. 物理現象への応用

Jump formulaは, メタマテリアルと呼ばれる疑似物質の定式化，逆問題への利用，ディ
リクレ・ノイマン写像 9へも応用されている. 例えば, plasmon eigenvalue と呼ばれる
定数 ϵを用いて, メタマテリアルは定式化されている. .

4Lipschitz領域の場合には, [25, 76]など
5K∗

∂Ωは, K∂ΩのL2(∂Ω)での随伴作用素. なお，K∂Ωは, L2(∂Ω)上で一般には自己共役でない．
6記号 |±は，+が領域の外側からの (non-tangential)極限. −が内側からの (non-tangential)極限.
7ノイマン境界条件の場合には，ψ ∈ L2

0(∂Ω) := {ψ ∈ L2 |
∫
∂Ω
ψds = 0}に対して可解となる.

関数空間がC(Γ)やH−1/2(Γ)などの場合にも, 可解性を示すことが出来ている. さらに詳しい内容と
文献については, [49, 78]を参照.

8実は, L2自己共役でないにもかかわらず K∂ΩとK∗
∂Ωの固有値は一致する.

9ディリクレ・ノイマン写像Λは, Λ = (− 1
2 +K∗

∂Ω)S
−1
∂Ωと表せる.



(メタマテリアル) ∇(σ∇)u+ ω2u = 0, ω ≈ 0 (quasi-static)

σ =

{
1 in Rn\Ω
ϵ in Ω

{
u|+ = u|− (Continuity of potential)

∂u
∂ν
|+ = ϵ∂u

∂ν
|− (Continuity of flux)

実際, メタマテリアルの方程式は h(x) ≈ 0をRn上の調和関数とすれば, 解を u(x) =

h(x) +S[ψ](x)と表すことができる. さらに 境界∂Ω上で (Continuity of flux)を満たす
ので,

∂

∂ν
S[ψ]|+ = ϵ

∂

∂ν
S[ψ]|− (4)

となっている. Jump formulaを利用すれば, ∂
∂ν
S[ψ]|± = (±1

2
I +K∗

∂Ω)[ψ] on ∂Ω とな
り, (4)に代入して整理することで,( ϵ+ 1

2(ϵ− 1)
I −K∗

∂Ω

)
[ψ] = 0 on ∂Ω.

を得る. つまり, ϵ+1
2(ϵ−1)

はノイマン・ポアンカレ作用素の固有値λ(K∗
∂Ω)と見なせて, 次

の関係式が分かる.

−1

2
< λ(K∗

∂Ω) =
ϵ+ 1

2(ϵ− 1)
<

1

2
⇔ ϵ < 0. (5)

関係式 (5)は言い換えると, ノイマン・ポアンカレ作用素の固有関数ψを境界におけば,

誘電率 ϵがあたかも負になるように出来ることを意味している. このように メタマテ
リアルと呼ばれる疑似物質は, 負の誘電率や負の透磁率が現れるモデルとして定式化さ
れている. 　

3. 積分作用素の一般論から分かること
　いくつかの準備と一般論から分かる事実を述べていこう．実際，作用素のシャッテン
ノルム [32, 50, 73]やミニマックス法 [44]だけから，積分作用素のスペクトル構造に見
当がつくことも多い．

3.1. シャッテンクラス

　ヒルベルト空間H上のコンパクト作用素K : H → Hに対して, Kの共役をK∗と表
す. 勿論，K∗Kは半正定値の自己共役コンパクト作用素になるので,

√
K∗Kの固有値

を特異値と呼び, sj(K) = λj(
√
K∗K)と表しておこう. 以下，特異値は単調減少するよ

うに並べてあるものとする.

σsing(K) = { sj(K) | s1(K) ≥ s2(K) ≥ s3(K) ≥ · · · }. (6)

また, ∥K∥pSp = tr(K∗K)p/2 =
∑∞

j=1 sj(K)p < ∞ を満たす作用素全体の集合を (p-)

シャッテンクラスSpと呼ぶ. もし, K ∈ Spならば,

sj(K) = o(j−1/p). (7)

となっている事に注意しておく [73]. とくに, シャッテンクラス S2 は，良く知られて
いるヒルベルト・シュミット クラスのことである.

加えて，ワイルの不等式 [50, 73]
∞∑
j=1

|sj(K)|r ≧
∑

λj∈σp(K)

|λj(K)|r (0 < r <∞) (8)

を用いることで, 固有値λj(K)の絶対値の評価が出来ることにも注意しておく．



3.2. 積分作用素

一般の多様体Mを考える. ここでは, L2(M)で定義された積分作用素

Kψ(x) :=

∫
M

E(x, y)ψ(y) dy (9)

を考えよう. このとき, J. Delgado -M. Ruzhansky によって, シャッテンクラスと積分
核の正則性の関係が得られている.

定理 3.1 ([26] Theorem 3.6). M を n次元閉多様体とし, µ1, µ2 ≧ 0とする. K を積分
核 E(x, y) ∈ Hµ1,µ2

x,y (M ×M)を持つ積分作用素とする. そのとき，L2(M)上の積分作
用素Kはシャッテンクラス Sr(L2(M)) (r > 2n

n+2(µ1+µ2)
) の作用素になる.

とくに, E(x, y) ∈ L2(M ×M)のとき Kはヒルベルト・シュミット作用素 10になり,

(7), (8)より
λj(K) = o(j−1/2), sj(K) = o(j−1/2). (10)

であることが分かる. ノイマン・ポアンカレ作用素について応用してみると, 境界∂Ω ⊂
R2がCk,α級 (k + α) ≥ 2であれば積分核の正則性はCk+α−2になる事が 直接確かめら
れる. つまり, L2(M)上で次の結果を得ることが出来る.

定理 3.2 ([56] Theorem 2.12). Ω ⊂ R2 を Ck,α級 (k + α) ≥ 2の領域とする. 任意の
τ > −(k + α) + 3/2に対し,

sj(K∂Ω) = o(jτ ) and λj(K∂Ω) = o(jτ ) as j → ∞.

ただし, 少なくとも積分核がL2でない場合，固有値や特異値の挙動はこの定理では
解決しない. とくに，2次元のCk,α級 1 < k + α ≤ 3/2の領域に対しては, ノイマン・
ポアンカレ作用素の固有値の漸近挙動は未解決になっている 11.

上記が 2次元の場合に使われる理論で，3次元以上の場合には, −1階の擬微分作用
素の理論が適用可能である. 積分核が特異性を持つ場合には, 擬微分作用素で書き下す
ことで, さらに精緻な挙動が分かる場合がある. ここでも, 状況を見やすくするために，
以下の節で必要な形の定理を準備していきたい.

定理 3.3. [16, 34] M を n次元閉多様体とし, P を局所座標において−1階の同次シ
ンボル p(x, ξ) をもつ擬微分作用素とする. シンボルを Sm−1 = {|ξ| = 1} 制限したと
き, p(x, ξ) ∈ C(Cϵ, Sm−1) となると仮定する. つまり, xに関してはCϵ級となると仮定
しておく. そのとき, L2(M)上の擬微分作用素Pに対して

sj(P ) ∼ C(∂Ω)1/2j−1/2 j → ∞.

さらに, S∗M を cosphere bundleとして.

C(∂Ω) =
1

8π2

∫
S∗M

|p(x, ξ)|2dx dξ, (11)

となる．
10積分核がL2になるとき，積分作用素がヒルベルト・シュミットクラスの作用素になる事実は古くか
ら知られている [22].

11最近，k+α > 3/2 の場合にも, 定理 3.2 が成り立つことが Y. Jung と M. Limによって示された [39].



このことから，−1階の擬微分作用素については, 特異値の漸近挙動が分かることに
なる. さらに，積分作用素をKとし,

K ≡ P modulo Hilbert-Schmidt operators (12)

となるとき,特異値の漸近挙動はsj(K) ∼ C(∂Ω)j−1/2を満たしていることが分かる. つ
まり,

sj(P ) ∼ Cj−
1
2 (13)

とするとき, Ky Fanの定理 (例えば, [28, 45]を参照)

定理 3.4. ヒルベルト空間上のコンパクト作用素 P の特異値の漸近挙動が (13)を満たす
とする. さらに, R ∈ S2 とするとき, K = P +Rの特異値の漸近挙動も sj(K) ∼ Cj−

1
2

となる.

によって, K ≡ P ならば 12, sj(K) ∼ Cj−
1
2となることがわかる. 我々の目標は, 固有

値の漸近挙動であるので特異値と固有値の漸近挙動も比較する必要がある. このこと
は，次の補題 [53]で保証される．

補題 3.5. K をコンパクト作用素とし， 次の (1), (2), (3)を仮定する.

(1) K −K∗ は，ヒルベルト・シュミット作用素.

(2) K の固有値は実数からなる.

(3) sj(K) ∼ Cj−1/2 as j → ∞.

そのとき |λj(K)| ∼ sj(K) ∼ Cj−1/2 as j → ∞.

(1)-(3) を満たすKを “almost self-adjoint operator”と呼んでおく.

Proof. コンパクト作用素は, compact normal operator D と compact quasinilpotent

operator V の和にSchur分解 [32] することができて,

K = D + V and σ(D) = σ(K). (14)

となることが知られている. ここで, σ(D)とσ(K)は，それぞれ作用素DとKのスペ
クトルを表す．
さらに, 仮定 (2)より σ(D) = σ(K) は実数であるから, D は自己共役なコンパクト
作用素になっている. つまり, 共役は

K∗ = D + V ∗.

を満たし, 仮定 (1)より K −K∗ = V − V ∗ はヒルベルト・シュミット作用素になって
いる. ここで, ℑ(V ) = V−V ∗

2i
がヒルベルト・シュミット作用素になるとき, V 自体がヒ

ルベルト・シュミット作用素になることも知られている [30, Lemma 6.5.1], [31]. よっ
て, 定理 3.4より, KとDの固有値の絶対値の漸近挙動と特異値の漸近挙動はすべて一
致する. すなわち,

|λj(K)| = |λj(D)| = sj(D) ∼ sj(K) ∼ Cj−1/2 as j → ∞.

3次元の場合には, ノイマン・ポアンカレ作用素に対して−1階の擬微分作用素が近
似作用素と思えるので, 一般論からもある程度の類推が出来る. 実際, この節で用いた
定理と補題も利用して，§4.1.2で, より詳細な固有値の漸近挙動を求めることにする.
12以下，≡は，K − P がヒルベルト・シュミットクラスになることを意味する.



3.3. ノイマン・ポアンカレ作用素の性質

ここでは,後で利用するノイマン・ポアンカレ作用素の性質を述べる. 一重層ポテンシャ
ルS∂Ω : H−1/2(∂Ω) → H1/2(∂Ω)を

S∂Ω[ϕ](x) :=

∫
∂Ω

ϕ(y)E(x, y) dsy x ∈ ∂Ω (15)

とおくと, Plemeljの原理 [58]と呼ばれる

S∂ΩK∗
∂Ω = K∂ΩS∂Ω (16)

を満たしている 13. 2次元の場合には領域Ωをスケール変換したと考えて, 3次元の場
合はそのままとすれば, −S∂Ωはpositive definite な作用素になることも分かっている.

つまり, 新たな内積を ⟨u, v⟩H := ⟨u,−S∂Ωv⟩L2(∂Ω)とおくと，Hはヒルベルト空間にな
り, ∥ · ∥H ≈ ∥ · ∥H−1/2(∂Ω)となっている. このHはエネルギー空間と呼ばれ, K∗

∂Ωは自
己共役作用素となる. つまり, スペクトルは実数になっている 14.

さらに, 境界がC1,αの場合, K∗
∂Ωには正則性があり,ノイマン・ポアンカレ作用素の

固有値は, L2(∂Ω)上で考えても, H上で考えたものと一致する. さらに, K∂ΩとK∗
∂Ωの

固有値も一致する 15. この事実から，多くの文献で, K∗
∂ΩもK∂Ω同様に, ノイマン・ポ

アンカレ作用素と呼ばれている.

4. ノイマン・ポアンカレ作用素のスペクトル
ここでは, ノイマン・ポアンカレ作用素のスペクトルについて, 角のある領域について
も補足しておきたい. そのうえで本稿で主に扱う滑らかな領域について，結果を述べ
ていくことにする.

4.0.1. 角のある領域 (領域が2次元)

区分的にC1,αで，有限個の0より大きい角α1, α2, . . . , αnを持つ∂Ωについては，ノイマ
ン・ポアンカレ作用素はL2(∂Ω), C(∂Ω)やH上で有界であってもコンパクトでないこと
が分かっている．まずは, エネルギー空間H ≈ H−1/2(∂Ω)上においては, 前節3.3で述
べたように, ノイマン・ポアンカレ作用素は自己共役になり, さらに essential spectrum

(連続スペクトルと固有値の集積点)も分かっている.

定理 4.1. [59, 60] Ω を 2次元の有界領域で, 境界が区分的にC2級となる curvilinear

polygon (図2 参照) とする. そのとき,

σess(K∗
∂Ω) =

{
x ∈ R

∣∣∣ |x| ≤ max
j=1,··· ,n

1

2

∣∣∣∣π − αj

π

∣∣∣∣} on H.

α1

α2 α3

α4図2.

13さらに詳しくは, [44]を参照
14K∂Ωについては, 内積 ⟨u, v⟩H := ⟨u, (−S∂Ω)

−1v⟩L2(∂Ω) を考えておけば, H1/2(∂Ω)と同値なヒルベル
ト空間上の自己共役作用素と考えられる.

15エネルギー空間におけるノイマン・ポアンカレ作用素の研究は [9, 10, 44, 78]などを参照.



また, 関数空間℘としてL2(∂Ω)やC(∂Ω)などとすると, ノイマン・ポアンカレ作用
素は自己共役でないが, 例えば, K∂Ωの essential norm16を取ってみると，

∥K∂Ω∥L2 ess =
1

2
sin sup

i

∣∣∣∣π − αi

2

∣∣∣∣ , ∥K∂Ω∥C ess =
1

2
sup
i

∣∣∣∣π − αi

π

∣∣∣∣ (17)

が示されている 17[62, 71]. ここで注意すべきは, 関数空間によってスペクトル半径の挙
動が変化していくことにある. Lp空間や重み付き関数空間についても, 偏微分方程式の
境界値問題の可解性やGarelkin 法にも関連して厖大な研究がなされている [78].

4.0.2. 角のある領域 (3次元)

3次元の場合, dΩx(y) = ∂nyE(x, y) dsyとおくと,

∥K∂Ω∥C ess = lim
δ↓0

sup
x∈∂Ω

1

4π

∫
0<|x−y|<δ

|dΩx(y)| (18)

となっている 18. ただし, エネルギー空間H上については，部分的にしか解決されてい
ない 19 .

定理 4.2. [36] ∂Ωを3次元空間の中の回転面とする. 1点x ∈ ∂Ωのみで 2αの opening

angleを持ち，1点を除いてC4級とする. このとき, ルジャンドル陪多項式P n
λ (x)を用

いて,

Σn =

P n
iξ−1/2(cosα)

dPn
iξ−1/2

dx
(− cosα)− P n

iξ−1/2(− cosα)
dPn

iξ−1/2

dx
(cosα)

P n
iξ−1/2(− cosα)

dPn
iξ−1/2

dx
(cosα) + P n

iξ−1/2(cosα)
dPn

iξ−1/2

dx
(− cosα)

| −∞ ≤ ξ ≤ ∞


とおくと,

σess(K∗
∂Ω) =

∞∪
n=−∞

Σn.

3次元においても, 関数空間に応じてスペクトルの構造は変化していく. 例えば, L2

空間上の場合にも, 角が一点しかない回転面については スペクトルの解析が出来てい
るが，勿論，H上の場合とは違う挙動を示す [36]．

4.1. 滑らかな境界を持つ場合

境界がC1,α (α > 0)級の場合には, 積分核は

∂nyE(x, y) ≤ C|x− y|α−n (x ̸= y)

を満たし, ノイマン・ポアンカレ作用素はWeakly singular kernelと呼ばれる積分核を
持つことになり, H上でもC(∂Ω)上でも同じ固有値 20になる. 勿論, L2(∂Ω)上でも同じ
固有値を持つことになるので, それらを 多重度を含めて

σp(K∂Ω) = { λj(K∂Ω) | |λ0(K∂Ω)| > |λ1(K∂Ω)| ≥ |λ2(K∂Ω)| ≥ · · · }
16Essential spectral radiusと考えても良い
17K∂Ωの essential norm は, Cが℘上のコンパクト作用素全体を動くときの作用素ノルム ∥K∂Ω −C∥℘
の下限

∥K∂Ω∥℘ ess := inf
C

∥K∂Ω − C∥℘

として定義される.
18詳細は，[78]の参考文献を参照
19角の近傍で回転面にならない場合，立方体の表面なども含めて未解決になっている.
20以下, 0固有値は考えないことにする.



と書くことにする. 実は，定数関数 1について K∂Ω[1] = 1/2であり, λ0(K∂Ω) = 1/2は
単純固有値になっている. また, 正と負の固有値がありうるので，それぞれ

σ+
p (K∂Ω) = { λ+j (K∂Ω) | λ+0 (K∂Ω) > λ+1 (K∂Ω) ≥ λ+2 (K∂Ω) ≥ · · · },
σ−
p (K∂Ω) = { λ−j (K∂Ω) | λ−1 (K∂Ω) ≤ λ−2 (K∂Ω) ≤ λ−3 (K∂Ω) ≤ · · · }

と表しておく. 固有値は関数空間によらないので, 以下ではL2(∂Ω)理論と考えて差し
支えない.

4.1.1. 2次元の場合

　2次元の場合には解析関数を用いることによって, λ+j (K∂Ω) = −λ−j (K∂Ω) (j = 1, 2, · · · )
が示されている [19, 58]. さらに, 固有値はメビウス変換不変である [38, 67]. つまり, ノ
イマン・ポアンカレ作用素に対する等スペクトルな図形が表れる (下図は, 楕円を円 (点
線)で反転変換した図形の例).

等スペクトル曲線 (ノイマン・ポアンカレ作用素の固有値はメビウス変換不変)

∼= ∼=

σp(KEllipse) = σp(KHippopedo) = σp(KLimaçon de Pascal)

(具体例) (楕円) ∂Ω = {(x, y) ∈ R2 | x2

a2
+ y2

b2
= 1 (a > b)}とすると,

⇒ σp(K∂Ω) = {1
2
,±1

2
(
a− b

a+ b
)j, j ∈ N}.

具体例をみても, λ+j (K∂Ω) = −λ−j (K∂Ω) (j = 1, 2, · · · )となっている.

以下では, 固有値の漸近挙動を調べることを主題にしたい 21．境界∂ΩがCk,α級の場
合には, 一般論の応用として既に定理 3.2を得ている. つまり, 境界の滑らかさに応じ
て，固有値の絶対値の多項式減少が分かっている. さらに, 境界が解析的な場合には,

指数減少を示すことが出来ている.

定理 4.3. [13] 有界領域Ω ⊂ R2の境界 ∂Ωを実解析的とする. Gϵ を境界の maximal

Grauert tube とする. このとき，任意のα < ϵに対し

λj = o(e−αj) as j → ∞.

ここで, maximal Grauert radius の詳細な定義は省略するが ([13]参照), ∂Ωが楕円の
場合には ϵ =

∣∣log(a−b
a+b

)
∣∣となることが直接計算出来て, 具体例 (上記)と比較すれば評

価が最善であることが分かる.

21固有値の研究では, 1番目の固有値を調べることも多い．例えば, Ω を凸領域とするとき, 閉曲線 ∂Ω
の曲率の最大値をRとおくと,

λ1(K∂Ω) ≦
1

2
(1− |∂Ω|/2πR)

となっている [68], [77].



4.1.2. 3次元の場合

3次元の場合, 滑らかな境界は曲面となるが, 2次元の場合とは挙動が大きく違う. 実際,

球面 ∂Ω = S2の場合, ノイマン・ポアンカレ作用素の固有値はPoincaré [61] によって
求められており, 並べて書いてみると

1

2︸︷︷︸
1

,
1

6
,
1

6
,
1

6︸ ︷︷ ︸
3

,
1

10
,
1

10
,
1

10
,
1

10
,
1

10︸ ︷︷ ︸
5

, · · · , 1

2(2k + 1)
, · · · , 1

2(2k + 1)︸ ︷︷ ︸
2k+1

, · · · .

となっている. 正と負の固有値の対称性もない上，負の固有値が現れることもない. さ
らに, 固有値の漸近挙動は, j = k2番目を数えてみると

λj(KS2) ∼ 1

4
j−1/2 (19)

であることが容易に分かる. 2次元のときと違いをみると, 次のような問題点がある.

(問題点)

• (問題1) 境界形状によって, 正と負の固有値が現れるか.

• (問題2) 固有値の漸近挙動を求めることが出来るか.

• (問題3) 固有値はメビウス変換不変になるか.

これらについて 一般的に答えるために, 次のような結果を得た.

定理 4.4. [53] Ω を C2,α級 (α > 0)の有界領域とする. このとき,

|λj(K∂Ω)| ∼
{3W (∂Ω)− 2πχ(∂Ω)

128π

}1/2

j−1/2, j → ∞. (20)

ただし, W (∂Ω) とχ(∂Ω) は それぞれ 境界曲面上のWillmore energyと オイラー標数
を表す.

補足として, Willmore energy とは境界曲面上の平均曲率をHとするとき

W (∂Ω) :=

∫
∂Ω

H2(x) dSx (21)

で与えられる量であり, Blashckeの定理 [18, 48, 79]によって, メビウス変換不変量にな
ることが知られている. 結局, オイラー標数は位相不変量であるから, |λj(K∂Ω)|の漸近
挙動はメビウス変換不変である.

勿論, 球面の場合W (S2) = 4π, χ(S2) = 2であるから,

|λj(K∂Ω)| ∼
{3W (∂Ω)− 2πχ(∂Ω)

128π

}1/2

j−1/2 ∼ 1

4
j−1/2 (22)

となり, (19)と一致することも確かめられる.

さらに正と負の固有値の漸近挙動について求めることが出来て, 次の結果を得た.



定理 4.5. [54] Ω を滑らかな境界を持つ有界領域とする. そのとき,

λ±j (K∂Ω) ∼ ±C±(∂Ω)
1
2 j−

1
2 , j → ∞. (23)

ただし, C±(∂Ω)は, k1(x), k2(x)をx ∈ ∂Ωにおける主曲率として,

C±(∂Ω) =
1

128π2

∫
∂Ω

dSx

∫ 2π

0

[(k1(x) cos
2 θ + k2(x) sin

2 θ)∓]
2dθ, (24)

で与えられる. 積分に含まれる (· · · )∓は, 括弧内の負と正の部分を表す 22.

ここで,

C(∂Ω) = C+(∂Ω) + C−(∂Ω)

に注意すれば, “滑らかな境界の場合”には, 定理 4.5は定理 4.4の一般化になっている.

また, Gauss曲率が負になる場合，すなわち,

K(x) = k1(x)k2(x) < 0

となる点x ∈ ∂Ωが存在すればC−(∂Ω) > 0となり, 無限個の負の固有値が現れる 23. 狭
義凸領域Ωに対しては，負の固有値は高々有限個となることも示した [54, Theorem 3].

これは，(問題1) に対する一つの答になっている.

また, 適当な楕円面 (楕円面 ∂Ωに対して, C−(∂Ω)=0)を球面で反転した曲面 h(∂Ω)

上にはガウス曲率が負になる点が現れるので, C−(h(∂Ω)) > 0 となり負の固有値が無
限個存在する．つまり, 固有値λj(K∂Ω)はメビウス変換によって変化するが, |λj(K∂Ω)|
の漸近挙動はメビウス変換不変である. このことが, (問題 3)に対する一つの答と言っ
て差し支えないと思う. 　

定理4.4の証明の概略. 手順を追って説明していく.

(Step1) まずは, ノイマン・ポアンカレ作用素を, −1階の同次擬微分作用素で近似す
る. その際, 境界近傍でノイマン・ポアンカレ作用素の積分核をTaylor展開し, 局所座
標で−1階の同次擬微分作用素で書き直すと次を得る [53].

補題 4.6 (Key Lemma). Ω を C2,α 有界領域とするとき，ノイマン・ポアンカレ作用
素は境界∂Ω上で定義された擬微分作用素で近似できる,

K∂Ω ≡ P = Op
([L(x′)ξ22 − 2M(x′)ξ1ξ2 +N(x′)ξ21

4 det(gij){
√∑

j,k g
jk(x′)ξjξk}3

])
modulo Hilbert-Schmidt operators.

ただし, L,M,Nは第二基本量, gjk (j, k = 1, 2)は第一基本量を表し, (gjk) は (gjk)の逆
行列を表す.

22通常, 微分幾何の主曲率の定義には (内方向)法線方向微分を利用する (ノイマン・ポアンカレ作用素
の定義では逆の外方向を利用する)ので，積分の中の式では∓を利用している [63].

23∂Ωがトーラスの場合には, 負の固有値が無限個存在する別証明が分かっている [15]. 負の固有値が一
個以上存在するための十分条件も分かっている [38]. さらに, 楕円面 (凸領域)の場合には, 有限個の負
の固有値が存在する具体例が知られている [5, 6, 7, 46].



(Step2) 定理3.3 によって, 擬微分作用素の特異値 sj(P )の漸近挙動は,

sj(P ) ∼ C(∂Ω)1/2j−1/2 j → ∞.

ここで, 定数C(∂Ω)を計算するために, ∂Ωに等温座標系 24を g11(x) = g22(x) = E(x),

g12(x) = g21(x) = 0ととり, Gauss-Bonnet の定理 [63]を利用すれば,

C(∂Ω) =
1

8π2

∫
∂Ω

∫
S1

[L(x)ξ22 − 2M(x)ξ1ξ2 +N(x)ξ21

4 det(gij){
√∑

j,k g
jk(x)ξjξk}3

]2
dξdx

=
1

8π2

∫
∂Ω

∫
S1

[L(x) cos2 θ − 2M(x) cos θ sin θ +N(x) sin2 θ

4E2(x)E−3/2(x)

]2
dξdx

=
1

128π2

∫
∂Ω

∫
S1

(L(x) cos2 θ − 2M(x) cos θ sin θ +N(x) sin2 θ)2

E(x)
dξdx

=
1

128π2

∫
∂Ω

(3π
4
L2(x) + 3π

4
N2(x) + πM2(x) + π

2
L(x)N(x))

E(x)
dx

=
1

128π2

∫
∂Ω

(3π
4
L2(x) + 3π

4
N2(x) + π(L(x)N(x)− E2(x)K(x)) + π

2
L(x)N(x))

E(x)
dx

=
3

512π

∫
∂Ω

[(L(x) +N(x)

E(x)

)2

− 4

3
K(x)

]
E(x) dx

=
3

512π

∫
∂Ω

4H2(x) dx− 1

64
χ(∂Ω)

=
3W (∂Ω)− 2πχ(∂Ω)

128π
.

(Step3) K∂Ω は P のシンボルが実数であることからも分かるように, almost self-

adjointであり, 定理3.4 と定理3.5から,

|λj(K∂Ω)| ∼ sj(K∂Ω) ∼
{3W (∂Ω)− 2πχ(∂Ω)

128π

}1/2

j−1/2

となって, 定理4.4を得る.

次に，定理4.5については, 特異値を使うことなく計算する必要がある.

定理4.5の証明の概略. (Step1) Plemelj の原理 (16)によって,√
−S∂Ω

−1
K∂Ω

√
−S∂Ω

は, L2(∂Ω)において自己共役な作用素になっている.

(Step2) 境界が滑らかならば, ノイマン・ポアンカレ作用素と境界上の一重層ポテン
シャル作用素−S∂Ωは，ともに−1階のpoly-homogeneousな擬微分作用素になる. さら
に一重層ポテンシャル作用素−S∂Ωはpositive definiteな作用素である. そこで, Seeley

の定理 ([2, 69, 70, 72]など参照) によって,
√
−S∂Ωは−1/2階の擬微分作用素になる.

擬微分作用素の積公式 [2, 37, 72]を使えば，定理4.4の証明と同様に,√
−S∂Ω

−1
K∂Ω

√
−S∂Ω ≡ P modulo Hilbert-Schmidt operators.

24曲面は二次元なので, いつでも等温座標系が存在する [27].



次に，多様体∂Ωを開集合Ujに分割する (delocation). すなわち, Uj∩Uk = ∅(j ̸= k)とな
り, ∂Ω =

∪
Uj となるようにUj を選ぶ. このとき, 擬微分作用素Pm,n = χm(x)Pχn(x)

を考えれば 擬微分作用素Pは, 自己共役な作用素Qを使って√
−S∂Ω

−1
K∂Ω

√
−S∂Ω ≡ P ≡ Q =

∑
m,n

Pm,n modulo Hilbert-Schmidt operators

として表現される (Pseudo localityと呼ばれる). 加えて, 定理 3.3は本質的にmin-max

法を利用しているので, 再度見直すと, Qに対して

λ±j (Q) ∼ ±C±(∂Ω)
1
2 j−

1
2 , j → ∞

を満たすことが示せる [54].

(Step3) 最後に, 正負の固有値の漸近挙動について摂動による安定性を示す. 実際，
Katoの定理 [42]によって, 自己共役なコンパクト作用素A, Bに対して, A− Bがヒル
ベルト・シュミット作用素であれば，正負の固有値の漸近挙動もそれぞれ一致する.

以上をすべてまとめて,

λ±j (K∂Ω) = λ±j (
√
−S∂Ω

−1
K∂Ω

√
−S∂Ω) ∼ λ±j (Q) ∼ ±C±(∂Ω)

1
2 j−

1
2 , j → ∞ (25)

5. 応用
最後に応用例として，結果を載せる形でCloaking と呼ばれる現象について記載する.

まずは, §2.2で述べたメタマテリアルの plasmon eigenvaluesについて漸近挙動を求め
ることが出来る. 関係式 (5)を用いて,

定理 5.1. [54] Ω ⊂ R3を滑らかな有界領域とするとき,

ϵj − 1 =
−2λj(K∂Ω)

λj(K∂Ω)− 1/2
∼ 4C±(∂Ω)j

−1/2, j → ∞. (26)

つまり, {ϵj}は1に収束する数列で, 領域形状に応じた収束のレートが分かる.

さらに, 散逸 δ > 0 とするとき, 誘電率 ϵを

ϵ =

{
ϵc + iδ in Ω,

ϵm in R3\Ω.
(27)

と表すと, Cloakingの定式化では次の方程式を解くことになる [8, 10, 20, 40, 41, 47, 51],{
∇ · ϵ∇u = a · ∇δz in R3,

u(x) = O(|x|−2) as |x| → ∞.
(28)

ただし, a ̸= 0は定ベクトル, 外部領域の点z ∈ R3\Ωに対してデルタ関数を δzとしてい
る. 方程式 (28)に対し,

∥∇uδ∥L2(Ω) → ∞ as δ ↓ 0. (29)

となるときに, Cloakingが起きると呼ぶ. 実際, plasmon eigenvalueに対応してCloaking

が起きる [10]. さらに, ϵc = −ϵmのときにCloaking が発生することもあり, このとき,



Cloaking by anomalous localized resonance (CALR)と呼ばれる. 例えば 2次元の場合,

∂Ωが特別な楕円ならば (CALR)が起きる. また, 3次元で∂Ωが球面ならば, (CALR)が
起こらないことが分かっている [10].

この問題に対して, ノイマン・ポアンカレ作用素の固有値の漸近挙動を用いると次を
得る.

定理 5.2. [13] Ω ⊂ R3 を狭義凸な滑らかな領域とする. Ker(K∂Ω) = ∅ のとき, (CALR)

は起こらない．すなわち, ある定数C > 0が存在して

∥∇uδ∥L2(Ω) < C as δ → 0. (30)

実際,エネルギー空間Hで正規化されたノイマン・ポアンカレ作用素の固有関数Ψj(x)

を用いてαj(z) =
(
λj − 1

2

)
a · ∇S∂Ω[Ψj](z)とおくと

∥∇uδ∥L2(Ω) ⪯
∞∑
j=1

|αj(z)|2

δ2 + λ2j(K∂Ω)
(31)

が示されており, 定理4.4によって固有値λ2j(K∂Ω)を評価することが出来る. さらに, 補
題4.6によって, ∂Ωが狭義凸であるなら, ノイマン・ポアンカレ作用素が楕円型になっ
ており, |αj(z)| は 任意のオーダー j−sよりも早く0に収束されることが示される.

また，αj(z)に含まれる

uj(x) = S∂Ω[Ψj](x) in R3.

を surface plasmon と呼ぶが, 名前が示すように, 関数列 {uj}が境界 ∂Ω上に何らかの
意味で収束することですら，数学的には全く分かっていなかった. そこで, 境界 ∂Ωに
H1の意味で収束することも示した.

定理 5.3 (Surface plasmon [13]). 定理5.2の仮定の下,

∅ ̸= supp{uj} ⊂ ∂Ω (32)

となる. ここで，関数列{uj} ⊂ H1(R3) に対する support は, 補集合の記号を cとして
次のように定義されている.

(supp{uj})c := {x ∈ R3 | あるxの近傍Bxが存在して lim
j→0

∥uj∥H1(Bx) = 0 }.

このように, ノイマン・ポアンカレ作用素の固有関数に関係した量も計算できるよう
になって来ている．
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Sci. Éc. Norm. Supér. (4), 14 (3) (1981), 249–260.
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eigenvalue in three dimensions, Proc. Amer. Math. 147 (2019), 3431-3438

[39] Y. Jung and M. Lim, A decay estimate for the eigenvalues of the Neumann–Poincaré
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pour une frontiére composé de polygones curvilignes, Journal de Mathématiques Pures et
Appliquées 10 (1904), 395–444.


