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概 要

局所コンパクト群のユニタリ表現は、その既約分解において既約表現の重複
度がほとんど至る所1以下であるとき、無重複と呼ばれます。小林俊行氏は、
リー群の無重複表現の統一的扱いを目的として、複素多様体に対する可視的
な作用の理論を導入しました。実際、リー群が正則同変に作用する連結複素
多様体上の正則エルミートベクトル束を考えるとき、もし底空間への作用が
強可視的であるならば、ファイバーの無重複性が正則切断の空間の無重複性
へと伝播するということが、小林氏によって証明されています（無重複性の
伝播定理）。特に、1次元表現は無重複ですので、連結複素多様体にリー群が
強可視的に作用するならば、正則関数の空間が無重複となることが分かりま
す。この定理によって、既知の様々な無重複表現に対し、その無重複性の可
視的作用による解釈が得られるのみならず、新しい無重複定理も発見されて
います。

ここでは、可視的な作用の理論が無重複表現の統一的扱いを目的とするとい
うことを念頭に、無重複性に関わる代表的な概念「複素球多様体」、「余等方
的作用」、「Gelfand対」に可視的作用が伴うか、という問題を考え、適当な
設定の下でそれが正しいことを見ます。また、複素球多様体への作用の可視
性の証明が簡約型Gelfand対の調和解析やabsolutely sphericalな簡約部分群
に対する両側剰余類の問題に応用できることについても紹介します。

1. 導入
群の無重複表現は、べき級数展開やフーリエ級数展開などの関数に対する一意展開を、
群の表現の視点から抽象化したものと見ることもできます。

定義 1.1. 局所コンパクト群のユニタリ表現は、その既約分解における既約表現の重複
度がほとんど至る所1以下であるとき、無重複表現という。

例として単位円周S1の自乗可積分関数のなす空間L2(S1)に対する引き戻しによる作
用を考えると、各n ∈ Zについて1次元部分空間Ce

√
−1nθは既約成分に対応し、フーリ

エ級数展開
∑

n∈Z ane
√
−1nθがL2(S1)の無重複な既約分解

⊕
n∈Z Ce

√
−1nθに対応します。

さらに一般的な設定では、コンパクト群G上の自乗可積分関数の空間L2(G)に対する
Peter–Weylの定理を挙げることができます。また、上半平面上の正則関数の空間に対
応するものとして非コンパクト実エルミート単純群のユニタリ最高ウェイト表現が挙
げられ、対称多項式の積に対するPieri則に対応するものとしてウェイト無重複表現と
既約表現とのテンソル積が挙げられるほかにも、多種多様な無重複表現があります。
このような、リー群の様々な無重複表現を統一的に扱うことを目的として、複素多

様体に対する可視的な作用の理論が導入されました。
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定義 1.2 (小林俊行氏 [Ko05]). リー群Gの連結複素多様体Xに対する正則な作用は、
以下の2つの条件が満たされるときに強可視的であるという。

1. Xのある全実部分多様体Sが存在して、G · S =
∪

s∈S G · s =: X ′がXの空でな
い開部分集合となる。

2. あるX ′の反正則微分同相写像σが存在して、σはS上で恒等写像となり、X ′上
の各G軌道を保つ。

実際に、次の無重複性の伝播定理によって、リー群の可視的作用から無重複表現を
得ることができます。

定理 1.3 (小林氏 [Ko13]). Gをリー群、W → Xを連結複素多様体X上のG同変正則エ
ルミートベクトル束とする。以下の条件が満たされるとき、正則切断の空間O(W , X)

内に実現されるGの任意のユニタリ表現は無重複となる。

1. XへのG作用は強可視的である。そのデータを (S, σ)とする。

2. 各 s ∈ SでWのファイバーWsは固定化部分群Gsの表現として無重複である。

3. ファイバーにユニタリに作用するような σのWへの持ち上げ σ̃と、Gの自己同
型 σ̂が存在して、Lσ̂(g) = σ̃ ◦ Lg ◦ σ̃−1を満たす。さらに、σ̃はWs（s ∈ S）の各
既約成分を保つ。ここで、Lgは g ∈ GのWへの作用を表す。

先に挙げた無重複表現の例に沿って、この定理の適用例を紹介します。

例 1.4 (小林氏 [Ko04, Ko05, Ko07b]).

1. （コンパクト対称対）
Gを連結コンパクトリー群、τをその対合、GCをその複素化とする。Gに対応す
るカルタン対合を θと書く。

このとき、カルタン分解GC = GAGτ
Cより、データ (S, σ) = (AGτ

C, θτ)について
Gの複素対称空間GC/G

τ
Cへの作用は強可視的である。

よって、定理1.3から正則関数の空間O(GC/G
τ
C)に実現される任意のユニタリ表

現はGの表現として無重複であり（自明束のファイバーは1次元であるので無重
複である）、ゆえにL2(G/Gτ )は無重複である。

2. （最高ウェイト表現）
Gを連結非コンパクト実エルミート単純群、Kを極大コンパクト部分群、τをG

の対合、σをτと可換でKを保つようなGのChevalley–Weyl対合（ある極大トー
ラス上で逆元を与える写像になる対合）とする。

このとき、カルタン分解G = HAKより、データ (S, σ) = (AK, σ)についてHの
エルミート対称空間G/Kへの作用は強可視的である。

これを、Gのスカラー型ユニタリ最高ウェイト表現V がG/K上の同変正則線束
Lの正則切断の空間O(G/K,L)に実現できることと合わせると（線束のファイ
バーは 1次元であるので無重複である）、定理 1.3からV のHへの制限は無重複
である。



3. （有限次元テンソル積表現）
Gを連結コンパクトリー群、Tをその極大トーラス、σをTに関するChevalley–

Weyl対合、V をその既約表現、W をそのウェイト無重複表現（T の表現として
無重複）とする。

Borel–Weilの定理により、テンソル積V ⊗W は旗多様体 (G×G)/(T ×G)上の
ベクトル束 (G × G) ×(T×G) (Cλ ⊗W ) → (G × G)/(T × G)の正則切断の空間と
して実現することができる（CλはV に対応するTの1次元表現である）。

すると、データ(S, σ) = ({eT}×{eG}, σ×σ)についてdiag(G)の(G×G)/(T×G)

への作用は強可視的であり（eはGの単位元）、またdiag(T )のファイバーCλ⊗W

への作用は無重複であることより、定理1.3からGのテンソル積表現V ⊗Wは無
重複である。

ここに挙げたほかにもリー群の様々な表現に対し、その無重複性の可視的作用によ
る解釈が得られており、また、新しい無重複定理も発見されています。詳しくは [Ko98,

Ko04, Ko05, Ko07b, Ko08, Al, Sa15]を参照してください。
以下では、可視的作用の理論が無重複表現の統一的扱いを目的とするということを

念頭に、無重複性に関わる代表的な概念「複素球多様体」、「余等方的作用」、「Gelfand

対」と可視的作用とを比較することを考えます。
注意：これ以降、強可視的作用のσとして常に対合的なものを考えることとします。

2. 複素球多様体
GCを連結複素簡約代数群、XをGCの作用する既約正規準射影的代数多様体とします。
X上の任意の同変線束Lの切断の空間C[X,L]がGCの表現として無重複であるとき、
Xは複素球多様体と呼ばれます。
複素球多様体には次のような幾何的な特徴づけがあります。

定理 2.1 (Vinberg氏、Kimelfeld氏 [VK]). Xが複素球多様体であることは、GCのボ
レル部分群がX上に開軌道を持つことと同値である。

典型例としては、複素旗多様体や複素対称空間などがあります。ここで、複素球多
様体に可視的作用があるか、という問題を考えると、次が分かります。

定理 2.2. XをGC-複素球多様体とする。このとき、GCのコンパクト実形はXに強可
視的に作用する。

この結果について、Xを複素線型空間、複素対称空間、複素冪零軌道、あるいは複素
旗多様体としたときなどの主要な場合には先行研究があります（小林氏 [Ko05, Ko07a,

Ko07b]、笹木集夢氏 [Sa09, Sa11a, Sa16]）。実は、先行研究で用いられた手法は一般の
場合にも適用可能です。以下でその概略を紹介します。

証明の概略. Gの次元に関する帰納法を用いる。Xを複素球多様体とする。GCの開軌
道をGC/Hとする。Hが簡約型でない場合は、GCの真の放物型部分群P であってH

を含むものが取れる。すると、同型GC/H ≃ GC ×P P/H ≃ G ×L P/Hによって、L

のP/Hへの強可視的作用をGに誘導することができる（これは、Xが複素冪零軌道の
場合に用いられた手法です）。ただし、LはPのレビ部分群のコンパクト実形である。



H が簡約型とする。このとき、半単純な complex spherical pair の分類（Krämer

氏 [Kr]、Brion氏 [Br]、Mikityuk氏 [Mi]）によって、(g, h)が (g2(C), sl(3,C))または
(so(7,C), g2(C))の場合を除き、ある対称部分群H ′であってHを含むものが取れるこ
とが分かる。そこで、同型GC/H ≃ GC ×H′ H ′/Hを用いると、GのGC/Hへの作用の
強可視性は、LのH ′/Hへの作用の強可視性に帰着される。ただし、LはGのGC/H

′

への作用のgenericな固定化部分群である（対称部分群を利用するという手法は、複素
旗多様体の場合などで用いられました）。帰納法を働かせるため、上の例外的な2つの
場合は直接計算により先に示しておく。

3. 余等方的作用
Gをリー群、(X,ω)を連結なシンプレクティックG-多様体とします。Xのgenericな点
x ∈ Xにおいて Tx(G · x)⊥ω ⊂ Tx(G · x) が成り立つとき、Gの作用は余等方的である
といいます。以下の定理が示すように、適当な設定の下で作用の余等方性は表現の無
重複性と同値になります。

定理 3.1 (Guillmin氏、Sternberg氏 [GS]). Gを連結コンパクトリー群、Kをその閉部
分群、XをG/Kの余接束とする。GのXへの作用が余等方的であることと、L2(G/K)

がGの表現として無重複であることとは同値である。

例えば、コンパクト対称空間G/Kが上の定理の条件を満たす例となっています。ま
た、余等方性と複素球多様体との関係については、次の定理があります。

定理 3.2 (Huchleberry氏、Wurzbacher氏 [HW]). Gを連結コンパクトリー群、Xを連
結コンパクトケーラーG-多様体であって、Gの作用がハミルトニアンかつ正則等長で
あるものとする。GのXへの作用が余等方的であることと、XがあるGC-複素球多様
体の同変コンパクト化であることとは同値である。

例えば、Xをコンパクトエルミート対称空間G′/L′、GをG′の対称部分群とした場
合が上の定理の例になっています。余等方的作用と可視的作用の関係については次が
分かります。

定理 3.3. Gを連結コンパクトリー群、Xを連結コンパクトケーラーG-多様体であっ
て、Gの作用がハミルトニアンかつ正則等長であるものとする。GのXへの作用に対
し、余等方的であることと強可視的であることとは同値である。

同値の片方は次の結果から直ちに従います。

定理 3.4 (小林氏 [Ko05]). Gをリー群、Xを連結ケーラーG-多様体であって、Gの作
用が正則等長であるものとする。GのXへの作用に対し、もし強可視的ならば余等方
的である。

定理3.3の証明の概略. まず、Gの作用が余等方的であるとする。定理 3.2より、Xは
GC-複素球多様体を開部分集合として含む。よって定理2.2からGの作用の強可視性が
従う。
逆に、Gの作用が強可視的であるとする。すると定理 3.4より作用の余等方性が従

う。



4. Gelfand対
Gを連結リー群、Kをそのコンパクト部分群とします。L2(G/K)がGの表現として無
重複であるとき、(G,K)はGelfand対といいます。(G,K)の典型例としてリーマン対称
対がありますが、次の定理によって半単純リーマン対称対には可視的作用が伴います。

定理 4.1 (小林氏 [Ko05]). Gを連結線型半単純リー群、Kをその極大コンパクト部分
群、XをGC/KCのクラウン領域とする。GのXへの作用は強可視的である。

ただし、クラウン領域 [AG]は、G-安定なGC/KCの開部分集合になっています。ま
た、一般のGelfand対についても次が分かります。

定理 4.2. Gを連結リー群、Kをそのコンパクト部分群とする。XをG/Kの余接束と
する。(G,K)がGelfand対であることと、GのXへの作用が強可視的であることとは
同値である。

証明の概略. (G,K)がGelfand対であるとする。Kを連結とする。Vinberg氏 [Vi]と
Yakimova氏 [Ya]による結果から、ほとんどの場合には次の性質を持つようなKを含
む連結簡約部分群LとGの自己同型µを取ることができる。
1. µはL及びKを保ち、制限によってそれぞれのChevalley–Weyl対合を与える。
2. (g/l)∗はKの表現としてV +Wという形に書け、KξV

−ν = V かつKξ,ηのWへの
作用は余等方的となる。ただし、Kξによって ξ ∈ (l/k)∗におけるK-作用の固定化部分
群を、Kξ,ηによってη ∈ V におけるKξ-作用の固定化部分群を表す。
すると、[Sa09, Sa11a]によってKξ,ηW

−µ = Wが分かる。これとK((l/k)∗)−µ = (l/k)∗

とを合わせて、K((g/k)∗)−µ = (g/k)∗を得る。対合ν : X → X, (x, ξ) 7→ (x,−ξ)とµと
の合成 σ = µ ◦ νを考えることで、GのXへの作用が強可視的であると分かる。上記の
ような自己同型µが取れないような場合には、Gelfand対の分類に従い直接計算によっ
て示す。
逆に、GのXへの作用が強可視的であるとすると、定理 3.4から余等方的であるこ

とが分かる。よって、Xはポアソン可換となり（Vinberg氏 [Vi]）、これよりG/Kの不
変微分作用素環の可換性が従う（Rybnikov氏 [Ry]）。ゆえにL1(K\G/K)は合成積に
ついて可換となり（Thomas氏 [Th]）、L2(G/K)が無重複であることが分かる。

5. 調和解析への応用
ここでは、複素球多様体への群作用の強可視性の証明の調和解析への応用について紹
介します。Gを連結線型実簡約リー群、Kをコンパクト部分群とし、(G,K)がGelfand

対であるものとします。このとき、滑らかなG/K上の関数 fが帯球関数であるとは、
以下の3つの条件を満たすことを言います。

• fは両側K不変である。

• fはG/K上のG-不変微分作用素のなす環D(G/K)に関する同時固有関数である
（(G,K)がGelfand対であることより、D(G/K)は可換である）。

• f(e) = 1である。



P0をGの極小放物型部分群とし、P0 = N0A0M0をラングランズ分解とします。この
とき、作用の可視性の証明と同様にして、G = N0A0M0Kと書けることが分かります。
これによってGの元 gを g = n(g)a(g)m(g)k(g)と表示します。ただし、この分解は一
意的でないので、全ての成分が写像となるわけではありません。ρ0を、n0に対するa0
の作用に関する固有値の和の半分とします。

命題 5.1. (G,K)を簡約型のGelfand対とし、ϕをM0/(M0∩K)上の帯球関数、λ ∈ a∗0,C
とする。

E(ϕ, λ)(g) =

∫
K

aρ0+λ(kg)ϕ(m(kg))dk

はG/K上の帯球関数となる。また、K-sphericalな既約ユニタリ表現に付随する帯球
関数 fはこの形を取る。

ここで、M0/(M0 ∩K)上の帯球関数の (M0 ∩K)-不変性から右辺が定義できること
に注意します。また、Gの既約ユニタリ表現 (π, V )は、K-不変ベクトルのなす部分空
間V Kが非自明なときK-sphericalといい、ノルムが 1のK-不変ベクトル vについて、
行列要素 (v, π(g)v)をK-sphericalな既約ユニタリ表現に付随する帯球関数といいます。

証明の概略. はじめに、E(ϕ, λ)が帯球関数であることを見る。E(ϕ, λ)の両側K-不変
性は、定義より従う。E(ϕ, λ)(e) = 1であることはϕ(e) = 1から分かる。微分作用素に
関する同時固有関数であることは、ϕがD(M0/(M0 ∩K))に関する同時固有関数であ
ること及び、普遍包絡環の分解U(g) = n0U(g) + U(a0)U(m0) + U(g)kから分かる（K-

不変であれば (M0 ∩K)-不変であることに注意する）。
fがE(ϕ, λ)という形をしていることを見る。これは、Gの既約ユニタリ表現に対し、

その極大コンパクト部分群の作用に関する有限部分がP0 = N0A0M0からの誘導表現

IndG
P0
(σ ⊗ λ⊗ 1)

= {f : G → Wσ|f(namg) = aρ0+λσ(m)f(g), n ∈ N0, a ∈ a0,m ∈ M0, g ∈ G}

の中に実現できること及び（(σ,Wσ)はM0の有限次元既約表現、λはa∗0,Cの元で、1は
N0の自明表現）、Kがコンパクトであることより積分によって IndG

P0
(σ ⊗ λ ⊗ 1)から

C∞(K\G)へのG-絡作用素を構成できることから従う。

他に、球関数の対称性やHelgason Fourier変換（Helgason氏 [He65, He70]）などへも
応用があります。
上では簡約型のものしか扱いませんでしたが、非簡約型Gelfand対の場合には菊地

克彦氏の論説 [Ki93, Ki95]などをご参照ください。

6. 両側剰余類への応用
ここでは、実簡約リー群Gの 2つの部分群H,Lに関する両側剰余類L\G/Hへの応用
を紹介します。ここで、gの複素化gCとあるボレル部分代数bに対しgC = b+ hCが成
り立つとき、Hをabsolutely sphericalな部分群と言います。

定理 6.1. Gを連結実簡約代数群、H,Lをabsolutely sphericalな簡約型部分群とする。
(G,H), (G,L)のいずれかが既約とする。ある有限個の半単純可換部分群AiとGの元
xiがあって、

∪
i LAixiHはGの稠密開部分集合を含む。



Aiやxiは具体的に与えることができます。上の結果は、対称部分群に対する両側剰
余類の結果が元になっています。

定理 6.2 (松木敏彦氏 [Ma95, Ma97]). Gを連結実半単純リー群、σ, τをその対合とす
る。{Ci}を standard Cartan subsetsの代表系とするとき、Gss =

∪
iG

σCiG
τ が成り

立つ。

ここで、Gss = {g ∈ G : στg = σAd(g)τ Ad(g)−1は半単純} です。また、V −νによっ
て線型写像 νに対する線型空間V の (−1)-固有値空間を表すことにします。tを k−σ∩k−τ

の極大可換部分空間とし、t+ aをg−σ ∩ g−τの極大可換部分空間とするとき、ある可換
部分空間a ⊂ ai ⊂ p, ti ⊂ tに対し、exp(ai) exp(ti)ti（ti ∈ exp(t)）という形で与えられ
るg−σ ∩ g−τtiの可換部分空間を standard Cartan subsetといいます。

証明の概略. Gの次元に関する帰納法を用いる。対称部分群が取れる場合には、定理
6.2を用いてレビ部分群に関する両側剰余類の問題に帰着することができる。ところが、
レビ部分群がG自身になってしまうことがあり、このときは帰納法が働かない。その
ような場合はOnishchik氏による半単純リー環のdecompositionの分類 [On62, On69]を
用いて起こり得る場合を列挙し、具体的計算によって適当な真に次元の小さい部分群
（レビ部分群とは限らない）を見つけ、その両側剰余類の問題に帰着する。対称部分群
が取れない場合には、半単純なcomplex spherical pairの分類 [Br, Kr, Mi]を用いて1つ
1つ具体的に計算をする。帰納法が働くように、実際にはこの逆の順番に示す。

半単純対称対に対する両側剰余類につきましては、上記の松木氏の論文の他、Flensted-
Jensen氏 [Fl]、Rossmann氏 [Ro]、Lassalle氏 [La]、Hoogenboom氏 [Ho]、Heintze氏,

Palais氏, Terng氏, Thorbergsson氏 [HPTT]の論文などをご参照ください。

7. 関連事項と問題
最後に、上で紹介した結果に対するいくつかの関連事項と問題を紹介します。

複素球多様体への可視的作用

上で紹介しましたコンパクト実形の複素球多様体への可視的作用の証明は、inner type

の非コンパクト実形にも適用できます。これは、複素旗多様体上の実形の作用による
開軌道の固定化部分群が簡約型になることによります。

無重複性の伝播定理

無重複性の伝播定理は、Neeb氏とMiglioli氏によって無限次元の複素多様体に対し拡
張されています [MN]。これは、[Ko13]で問題として挙げられていました。

無重複分解の記述

上で紹介した例において、可視的作用のスライスは、表現の既約成分のパラメータの
数などの無重複表現の情報を持っています。実際、一般的にそのようなことが成り立
つことが予想されています [Ko06, Conjecture 3.2]。
また、さらに強く、スライスを用いて具体的に無重複分解を与えるという問題が考

えられます。



無重複表現に対する可視的作用

上では複素球多様体、余等方的作用、Gelfand対など、始めから幾何がある設定で可視
的作用を考えました。あらかじめ幾何的に設定されていないような状況においても、適
当な条件の下で無重複表現に可視的作用が伴うかという問題が考えられます。
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