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松澤　寛 (沼津高専)∗

1. はじめに
外来種 (invasive species)が生息領域を拡大していく現象 (invasion)は生態学における
中心的な話題である．Skellamは生物種の拡散についてまとめた論文 [19]の中でマスク
ラットという生物の生息領域の面積の平方根（生息領域を円と仮定した場合の半径）と
時間の関係が比例関係にあることを発見した．その後，この現象のモデルとして提案
されたのが反応拡散方程式のCauchy問題

(CP)

{
Ut = d∆U + U(a− bU), t > 0, x ∈ RN ,

U(0, x) = U0(x), x ∈ RN

である．ここで a, b は正の定数である．その中でAronson-Weinberger[1, 2]は次のこ
とを示した：
ある c0 が存在してU0 が恒等的に 0でない非負のコンパクト台をもつ関数と任意の

ε > 0 に対して，(CP)の解 U(t, x) は

lim
t→∞

sup
|x|≤(c0−ε)t

|U(t, x)− a/b| = 0, lim
t→∞

sup
|x|≥(c0+ε)t

|U(t, x)| = 0.

を満たす．そこでこの c0 は生物が生息領域を拡大する速度とみることができ，対応す
る進行波の最小速度として与えられることを示した．しかしこの問題では U0 が恒等
的に0でない非負の関数であればいつでも limt→∞ U(t, x) = a/b（RN 上広義一様）が
成り立つといういわゆるHair-trigger効果が起こり，生物が侵入に失敗し絶滅する状況
を表現できないなど，現実に即していない点もある．
こうした流れの中で DuとLin [4]は新しいモデルとして次の反応拡散拡散方程式の

自由境界問題を提唱した．

(FBP)


ut = duxx + f(u), t > 0, 0 < x < h(t),

ux(t, 0) = u(t, h(t)) = 0, t > 0,

h′(t) = −µux(t, h(t)), t > 0,

h(0) = h0, u(0, x) = u0(x), 0 ≤ x ≤ h0.

ここで，非線形項 f は

f ∈ C1, f(0) = 0,ある K > 0 が存在して f(K) = 0, f(u) < 0 (u > K) (1)

をみたす関数，d, µ, h0 > 0 は与えられた定数である．与えられたh0 > 0に対して初
期関数u0 は

u0 ∈ X (h0) =
{
ϕ ∈ C2[−h0, h0]

∣∣∣ϕ(x) > 0 in [0, h0), ϕ
′(0) = ϕ(h0) = 0

}
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を満たすとする．この問題における [0, T ] (T > 0)上の解とは (FBP)の等式を満たす
u ∈ C1,2(DT ), h ∈ C1([0, T ])の組 (u(t, x), h(t)) である．ただし，DT = {(t, x)|t ∈
(0, T ], x ∈ [0, h(t)]} である．
このモデルでは生物の個体数密度を表す関数u(t, x)だけでなく，生息領域の境界を

表す関数h(t)も未知関数であり，h(t)の動きはStefan条件により決定されるモデルと
なっている．このモデル，特に Stefan条件の生態学的な背景については上記の [4]や
Bunting-Du-Krakowski [3]を参照されたい．

2. 先行研究（正の安定平衡点が１つの場合）
Duと Linは [4]で logistic型非線形項 f(u) = u(a − bu) (a, b > 0は定数)をもつ問題
(FBP)を扱った．そこで彼らは解の一意 ·大域可解性を示し，さらに長時間挙動として

• Spreading: lim
t→∞

h(t) = ∞, lim
t→∞

u(t, x) = a/b （広義一様）

• Vanishing: lim
t→∞

h(t) ≤ π

2

√
d

a
, lim
t→∞

sup
x∈[0,h(t)]

|u(t, x)| = 0

のいずれかが起こること（spreading-vanishing dichotomy)を証明した．Spreading

は外来種が生息領域を拡大すること，Vanishingは外来種が生息領域を拡大できず絶滅
することに対応するとすれば，上の結果は，初期条件によりどちらか一方が起こるこ
とを意味するとともに，初期条件次第では生物が侵入に失敗し，絶滅することがあり
得ることを (FBP)では表現できていることになる．
一方，数学的には，ロジスティック型非線形項は単安定とよばれる常微分方程式の

意味で安定な平衡点を１つもつ非線形項である．Du-Lou[5]は単安定の他に，正の安定
平衡点をただ１つもつ f(u) = u(u − a)(1 − u) (a ∈ (0, 1/2)) に代表される双安定や
燃焼理論に用いられる燃焼型である場合に問題 (FBP)の解の漸近挙動を解析し，主に
spreadingと vanishingのいずれかが主に起こることを証明した 1．ここで一般の f に
対して spreadingは u の極限を a/b から f の正の安定平衡点に置き換えたものとする．
以降，簡単のため d = 1 とする．本講演で考える次の問題は現象を理解する観点か

らも重要である．� �
Spreadingが起こるとき，十分時間が経過したときの

問題 (I) h(t)についての評価は?

問題 (II) u の形状は?� �
f が単安定，双安定，燃焼型の場合，問題 (I)については [5]により次の結果が得ら

れている：

定理 1 ([5]). f は単安定，双安定，燃焼型のいずれか，解 (u(t, x), h(t)) は (FBP)の解
とする．このときある c∗ = c∗(f, µ) = c∗(µ) > 0 が存在して，spreadingが起こるなら
ば limt→∞

h(t)
t

= c∗ が成り立つ．

1 f が双安定あるいは燃焼型の場合は spreadingと vanishingを分ける閾値的な挙動が現れる．



この c∗ は [5]により導入された semi-wave problemとよばれる次の問題 (SWP)u∗

のただ一つの解の c と q の組 (c∗, q∗) として定まる：

(SWP)u∗

{
q′′ − cq′ + f(q) = 0, q(z) > 0, z ∈ (0,∞)

q(0) = 0, q(∞) = u∗, µq′(0) = c

ただし u∗ は f の正の安定平衡点である．

上で定まる c∗と q∗を用いて v(t, x) = q∗(c∗t− x)とおくと，{
vt = vxx + f(v), t ∈ R, x < c∗t,

v(t,−∞) = 1, v(t, c∗t) = 0,−µvx(t, c∗t) = c∗, t ∈ R

を満たし，一定の速度 c∗ で進む波とみることができるため，q∗ は semi-waveという．

注意. (1) Cauchy問題に対応する進行波について，双安定と燃焼型の場合，進行波の
速度はuniqueに定まるのに対して単安定の場合は最小速度 c0 が存在し，任意の速
度 c(≥ c0) の進行波が存在する．一方，semi-waveの速度はどの非線形項に対し
ても一意である．

(2) [5]では次のことも示されている：c∗(µ) は µ について単調増加で

lim
µ→∞

c∗(µ) = c0 :=

{
進行波の最小速度（f が単安定）
進行波の唯一の（f が双安定，燃焼型）

このことから (CP)は (FBP)の µ→ ∞ の極限と考えることもできる．

同じく f が単安定，双安定，燃焼型の場合，問題 (II)については Du-Matsuzawa-

Zhou[9]により次の結果が得られている．

定理 2 ([9]). f は単安定，双安定，燃焼型のいずれか，解 (u(t, x), h(t)) は (FBP)の解
であり，spreadingが起こるとする．このとき，ある H∞ ∈ Rが存在して次が成り立つ：

lim
t→∞

(h(t)− c∗t−H∞) = 0, lim
t→∞

h′(t) = c∗,

lim
t→∞

sup
x∈[0,h(t)]

|u(t, x)− q∗(h(t)− x)| = 0

注意. (CP)(N = 1)の場合，進行波への収束の仕方について非線形項の間で違いが現
れる．特に単安定の場合には進行波に (c0/3) log t の shiftをもって収束する．一方で，
(FBP)の場合には，収束の仕方に非線形項の間に違いが現れない．
f が正の安定平衡点をだた１つもつ単安定，双安定，燃焼型の場合，対応する (FBP)

の解について spreadingが起きる場合の自由境界 h(t) の速度や u(t, x) の漸近的形
状は対応するsemi-wave，つまり (SWP)u∗ の解の組 (c∗, q∗)によって決定される．こ
の数学的な結果は，spreadingが起きるとき，解の形状を調べるためには semi-wave

の形状を詳しく調べれば十分であるということを意味する．



3. 多安定型非線形項の場合
本講演では次の非線形項を考える：

f(u) = ru

(
1− u

q

)
− u2

1 + u2
(r > 0, q > 0)

この非線形項はアメリカ大陸に生息する spruce budworm（トウヒノシントメハマキ）
とよばれる森林害虫の個体数密度の解析のためにLudwig-Aronson-Weinberger[16]によ
り導入された．この個体数密度はひとたび高いレベルに達すると殺虫剤を散布しても
しばらくは高い密度に止まり，その後，たまたま低くなるとしばらくの間低いレベルに
とどまるという変動を示す．このことは鳥などの捕食者により密度が抑制されている
ためだと考えられた (Meng-Kamimura [17]も参照)．この非線形項の第１項は logistic

型であり，r は害虫の増殖率，q は害虫が食べる葉の量に比例した扶養能力を表す（環
境収容力，carrying capacityとよばれる）．第２項は鳥などによる捕食の効果を表して
おり，以下のような仮定がなされている：

• 害虫はある一定以上の量は捕食されない

• 害虫の密度が低いときは，鳥が見つけにくいなどの理由で，あまり捕食されない．

([16]の他に矢崎 [22](第５章)も参照)．この非線形項はパラメータ r, q の値によって正
の平衡点がの数が最大で３つまで変化する．[16]の結果をまとめると次のようになる：

(I) q < 3
√
3 のとき，f はただ１つの正の平衡点 u∗1 をもち，それはODEの意味で安

定である．この u∗1 は害虫が低い密度でとどまっている場合の密度に相当し，low

endemic stateとよばれる．

(II) q > 3
√
3 のとき，２つの数 0 < r2(q) < r1(q) が存在して次が成り立つ：

(II-i) r ∈ (0, r2(q)) のとき，(I)と同じ．
(II-ii) r ∈ (r1(q),∞) のとき，f はただ１つの正の平衡点 u∗3 をもち，それはODE

の意味で安定である．この u∗3 は害虫が大発生している場合の密度に相当し，
outbreak stateとよばれる．

(II-iii) r ∈ (r2(q), r1(q))のとき，f は3つの正の平衡点 u∗1 < u∗2 < u∗3 をもち，ODE

の意味で u∗1, u
∗
3 は安定，u∗2 は不安定である．u∗1 は low endemic state，u∗3

はoutbreak state，u∗2 は u∗1 と u∗3 を分ける閾値である．

この中で (I), (II-i), (II-ii)の場合，f は単安定であり，(FBP)の解析は [4], [5]に帰着
される．一方 (II-iii)の場合，f は正の安定平衡点を複数もつ多安定型である．さらに，
このとき r̃(q) ∈ (r2(q), r1(q)) が存在して r ∈ (r̃(q), r1(q)) のとき f は次を満たす：

(fPB)


f(u) = 0 ⇔ 0, u∗1, u

∗
2, u

∗
3 with 0 < u∗1 < u∗2 < u∗3,

f ′(0) > 0, f ′(u∗1) < 0, f ′(u∗2) > 0, f ′(u∗3) < 0,∫ u∗
3

u∗
1
f(u)du > 0

Kawai-Yamada[15]は (fPB) を満たす f をpositive bistable型と名付けた．以下，と
くに断らない場合 f は (fPB) を満たすとする．[15]は (FBP)の解の漸近挙動について
次の結果を得た．



定理 3 ([15]). f は (fPB) を満たすとする．このとき (FBP)の解 (u(t, x), h(t)) につい
て次の４つのいずれかが起こる：

(i) vanishing : lim
t→∞

h(t) <∞, lim
t→∞

sup
x∈[0,h(t)]

|u(t, x)| = 0

(ii) small spreading: lim
t→∞

h(t) = ∞, lim
t→∞

u(t, x) = u∗1 （広義一様）

(iii) big spreading: lim
t→∞

h(t) = ∞, lim
t→∞

u(t, x) = u∗3 （広義一様）

(iv) transition : lim
t→∞

h(t) = ∞, lim
t→∞

u(t, x) = vdec(x) （広義一様）

ただし vdec はつぎを満たすただ一つの解である

v′′ + f(v) = 0 in (0,∞), v′(0) = 0, v′(x) < 0 for x ∈ (0,∞), lim
x→∞

v(x) = u∗1.

とくに２つの正の安定平衡点に対応する２種類の spreadingが現れることに注意する．
この2つの spreadingに対して先ほどの問題 (I), (II)を考えるためには，対応する問題
(SWP)u∗ (u∗ = u∗

1, u
∗
3)を考えなければならない．次が成り立つ．� �

(SWP)u∗
1
: f |[0,u∗

1]
は単安定であるので [5]より次が成り立つ：

• 任意の µ > 0 に対し，ただ１つの c∗S = c∗S(µ) > 0 とただ１つの q∗S(z) が存在
して (c∗S, q

∗
S) は (SWP)u∗

1
の解である．

• c∗S(µ) は µ について単調増加で limµ→∞ c∗S(µ) = cS0 が成り立つ．ここで cS0 は
f |[0,u∗

1]
から定まる 0 と u∗1 を結ぶ進行波の最小速度である．

(SWP)u∗
3
： 次のいずれかが起こる ([15])

(A) 任意の µ > 0 に対し，(SWP)u∗
3
はただ１つの解の組 (c∗B, q

∗
B) を持つ．

(B) ある µ∗ > 0 があって次が成り立つ：

– 0 < µ < µ∗ のとき (SWP)u∗
3
はただ１つの解の組 (c∗B, q

∗
B) を持つ．

– µ ≥ µ∗ のとき (SWP)u∗
3
は解をもたない．� �

このことを踏まえ，[15]は問題 (I)について次の結果を得た．
定理 4 ([15]). (u(t, x), h(t)) を (FBP)の解とする．

(i) small spreading ならば lim
t→∞

h(t)

t
= c∗S

(ii) transitionならば lim
t→∞

h(t)

t
= c∗S

(iii) big spreadingであるとき，(A)か(B)のどちらを満たすかに応じて次が成り立つ：

(A) ならば lim
t→∞

h(t)

t
= c∗B

(B) ならば lim
t→∞

h(t)

t
=

{
c∗B (if µ < µ∗)

c∗S (if µ > µ∗)



問題 (II) について，small spreading，(SWP)u∗
3
が解 (c∗B, q

∗
B) をもつ場合に big

spreadingの解については [9]と同様に次の結果が得られる．

命題 5. (u(t, x), h(t)) を (FBP)の解とする．

(i) small spreadingであれば，ある HS ∈ R が存在して次が成り立つ：

lim
t→∞

(h(t)− c∗St) = HS, lim
t→∞

h′(t) = c∗S,

lim
t→∞

sup
x∈[0,h(t)]

|u(t, x)− q∗S(h(t)− x)| = 0.

(ii) (SWP)u∗
3
はただ１つの解の組 (c∗B, q

∗
B) をもつとする．このときbig spreadingで

あれば，ある HB ∈ R が存在して次が成り立つ：

lim
t→∞

(h(t)− c∗Bt) = HB, lim
t→∞

h′(t) = c∗B,

lim
t→∞

sup
x∈[0,h(t)]

|u(t, x)− q∗B(h(t)− x)| = 0.

しかし，(SWP)u∗
3
が解をもたないとき，big spreadingが起きる解の漸近的形状に

ついては未解決であった．一方，数値シミュレーションでは次のような形状の解の存
在が示唆されている．

図 1: f(u) = u(0.50− 0.055u)− u2/(1 + u2) (u∗1 ≈ 0.672, u∗3 ≈ 6.258), µ = 6, h0 = 20,

u0(x) = 4 cos((π/40)x)（兼子氏（日本女子大学）による）.

この数値シミュレーションによれば，自由境界付近と自由境界から遠い部分で２つ
の異なる速度で進む形状が観察される．このような形状の解は propagating terraceと
してCauchy問題では最近盛んに研究されている（[11], [18]）．次節で主結果をのべる．

4. 主結果
主定理を述べる前に条件を述べよう．cB1 を f |[u∗

1,u
∗
3]
から定まる進行波の唯一の速度と

する．先述の (B)が起こる必要十分条件は cB1 < cS0 である ([15]). このとき c∗S(µ) は µ

に関して単調増加であるので，ただ一つのµ∗ > 0 が存在して c∗S(µ
∗) = cS0 が成り立つ．

条件 (T). cB1 < cS0 でありかつ µ > µ∗ とする．ただし µ∗ は c∗S(µ
∗) = cB1 で定まる唯一

の数とする．



� �
定理 A ([12]). 上の条件のもと解 (u(t, x), h(t))は (FBP)の解であり，big spreading
が起こるとする．このとき，ある HS, HB ∈ R が存在して次が成り立つ．

lim
t→∞

(h(t)− c∗St) = HS, lim
t→∞

h′(t) = c∗S

さらに，任意の c ∈ (cB1 , c
∗
S) に対して次が成り立つ：

lim
t→∞

sup
x∈[ct,h(t)]

|u(t, x)− q∗
S(h(t)− x)| = 0,

lim
t→∞

sup
x∈[0,ct]

|u(t, x)−QB
1 (c

B
1 t+HB − x)| = 0

ここで (cB1 ,QB
1 ) は次の問題の唯一の解の組である

(TWP)[u∗
1,u

∗
3]

{
Q′′ − cQ′ + f(Q) = 0 in R,
limt→−∞Q(z) = u∗1, limt→∞ Q(z) = u∗3, Q(0) = (u∗1 + u∗3)/2.� �

単安定，双安定，燃焼型のように正の安定平衡点が１つしかない場合，定理２のよう
に spreadingが起こる場合，自由境界の漸近的速度 limt→∞(h(t)/t) = c∗ が定まり，解
の定義域 [0, h(t)] 全体での形状が漸近的に速度 c∗ の semi-waveに近づくのに対し，多
安定型の非線形項の場合，自由境界の漸近的速度 limt→∞(h(t)/t) = c∗ が定まって
も，解の定義域 [0, h(t)] 全体での形状が一つの関数で近似できない場合があることを
意味する．

5. 高次元の問題
生物種の拡散という観点から，より現実に即しているのは高次元の問題である．高次
元の問題の第一歩として次の球対称の問題について考える：

(FBP)rad


ut = ∆u+ f(u), t > 0, 0 < r < h(t),

ur(t, 0) = u(t, h(t)) = 0, t > 0,

h′(t) = −µur(t, h(t)), t > 0,

h(0) = h0, u(0, r) = u0(r), 0 ≤ r ≤ h0.

ここで，N ≥ 2 とし，r = |x| (x ∈ RN), ∆u = urr +
N−1
r
ur である．また，

u0 ∈ K (h0) :=

{
ψ ∈ C2[0, h0]

∣∣∣ ψ(r) > 0 in [0, h0),

ψ′(0) = ψ(h0) = 0, ψ′(h0) < 0

}

この問題は f がロジスティック型の場合，Du-Guo [7]，単安定，双安定の場合，Du-

Lou-Zhou[6]により漸近挙動の解析が行われている．
球対称の場合においても spreading は次のように定義される：

lim
t→∞

h(t) = ∞, lim
t→∞

u(t, r) = u∗（広義一様）

ただし u∗ は f の正の安定平衡点である．



空間多次元の場合，解の挙動の分類のためには f は (fPB) よりも強い次の仮定が必
要である：

(fH
PB) : f は (fPB) をみたしさらに

f(u)

u− ū2
は (ū2, u

∗
3) 上単調非増加

ただし ū2 ∈ (u∗2, u
∗
3) は

∫ ū2

u∗
1

f(s)ds = 0 から定まる数

この条件の下，(FPB)rad の解の分類は以下の定理で与えられる．

定理 6 ([13]). f は (fH
PB) を満たすとする．このとき (FBP)rad の解 (u(t, r), h(t)) につ

いて vanishing, small spreading, big spreading, transition の 4つのうちいずれかが起
こる．

高次元における問題 (FBP)radについての問題意識は以下の通りである：� �
N ≥ 2，spreadingが起こるとき，h(t)の評価に1次元との違いが現れるか．� �
上の問題意識において，問題 (I)の h(t) の評価について limt→∞

h(t)
t
の値については

空間１次元の場合と差異がないが，h(t) の詳しい評価と問題 (II)の u の漸近的形状に
違いが現れる．
Cauchy問題 (CP)においては次のように進行波への収束に log のシフトが現れるこ

とがUchiyama[20]によって得られている．

定理 7 ([21]). f は双安定ととする．(CP)の U0 は非負，球対称でコンパクト台をもつ
とし，U(t, |x|) を (CP)の解とする．このとき limt→∞ U(t, x) = u∗ (RN 上広義一様)が
成り立つならば（u∗ は双安定型の f の唯一の正の安定平衡点），ある L ∈ R が存在
して

lim
t→∞

sup
x∈RN

∣∣∣∣U(t, |x|)−Qc0

(
c0t−

N − 1

c0
log t+ L− |x|

)∣∣∣∣ = 0

が成り立つ．ただし，(c0,Qc0) は f からuniqueに定まる進行波の速度とその形状関数
の組である．

このように，N ≥ 2のとき，(CP)では ∆u の (N − 1)ur/r の項の効果により，log t

のシフトが現れる．
自由境界問題(FBP)radにおいて，f が単安定，双安定，燃焼型の場合はDu-Matsuzawa-

Zhou [10]により次の結果が得られている．

定理 8 ([10]). f は単安定，双安定，燃焼型のいずれか，(u(t, r), h(t)) は (FBP)rad の
解で spreadingが起こるとする．このとき，ある R∞ ∈ Rが存在して

• lim
t→∞

[h(t)− {c∗t− (N − 1)c∗ log t}] = R∞, lim
t→∞

h′(t) = c∗

ここで c∗ は以下により定まる．

c∗ =
1

ζc∗
, ζ = 1 +

c∗

µ2
∫∞
0
(q∗z(z))

2e−c∗zdz

• lim
t→∞

sup
r∈[0,h(t)]

|u(t, r)− q∗(h(t)− r)| = 0



f が (fH
PB) を満たす場合については次を得た．� �

定理 B ([14]). f は (fH
PB) を満たし，条件 (T)を満たすとする．(u(t, r), h(t)) は

(FBP)rad の解であり，big spreadingが起こるとする．このとき RS, RB ∈ R が存
在して次が成り立つ：

lim
t→∞

[h(t)− {c∗St− (N − 1)cS,∗ log t}] = RS, lim
t→∞

h′(t) = cS.

ここで cS,∗ は次で与えられる：

cS,∗ =
1

c∗S

{
1 +

c∗S
µ2

∫∞
0
(q∗S)

′(z)2e−c∗Szdz

}−1

.

さらに任意の十分大きい L > 0 に対して次が成り立つ：

lim
t→∞

sup
r∈[cSt−L log t,h(t)]

|u(t, r)− q∗S(h(t)− r)| = 0

lim
t→∞

sup
r∈[0,cSt−L log t]

∣∣∣∣u(t, r)−QB
1

(
cB1 t−

N − 1

cB1
log t+RB − r

)∣∣∣∣ = 0.

� �
つまり，条件 (T)のもとではbig spreadingが起こる場合，u は球対称なpropagating

terrace(radial propagating terrace)に近づく．このような空間高次元での propagating

terraceはCauchy問題においてはDu-Matano[8]により扱われている．しかしそこでは
terraceを構成する各段における logの shiftまでは言及されていない．さらに，進行波
QB

1 に現れる logの項はUchiyama[20]（定理7），つまりCauchy問題の場合のものと一
致するのに対し，semi-wave q∗S にあわられる logの項はDu-Matsuzwa-Zhou[10]（定理
8）,つまり自由境界問題の場合にものと一致する．このことからも，１つのpropagating

terraceの中に自由境界問題による伝播とCauchy問題による伝播が混在することが高
次元の問題により，はっきりとすると言える．
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