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1. はじめに
組合せゲームとは，以下の3つを満たすゲームのことを指す：

(1) 二人のプレイヤーが交互に手を打つ．

(2) サイコロを振るなどの偶然要素を含まない (確定性)．

(3) ゲームの進行やお互いの手の内が隠されていない (完全情報性)．

例えば，囲碁や将棋は組合せゲームであり，すごろくやポーカーは上の性質 (2)や (3)

を満たさないため，組合せゲームではない．さらに上記の3つの性質に加え，

(4) 最初に打つ手が無くなったプレイヤーの負け 1．

が成り立つゲームをConwayゲームと呼ぶ．また，プレイヤーによって可能な着手に
違いのないゲームを不偏ゲームと呼び，それが一般には異なるものを非不偏ゲームと
呼ぶ．以上の各分類に該当するゲーム例を図1に表す 2．
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図 1: 組合せゲームの分類

組合せゲーム理論は，組合せゲームの数学的構造を研究する研究分野であり，また特
に，局面全体を独立した部分局面に分解できるようなゲームに対して，プレイヤーの戦
略を考える上での良い枠組みである．例えば，そのような部分性の強いゲームの一つで
ある囲碁の研究に組合せゲーム理論おける解析手法が応用されている [43, pp.195–205]．
また，Conwayゲームについては大変良い数学的な解析手法が知られており 3，特にニ
ムにおいてはその必勝法を簡単な計算で導けることが知られている ([3, pp.40–42]など
参照)．
このように，様々なタイプの組合せゲームに対して数学的な研究が長年行われてお
り，組合せゲーム理論は数学の一分野として確立されている．またグラフを盤面とし
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1このようなゲームを正規形，逆に，最後に手を打ったプレイヤーを負けとするゲームは逆形という．
2囲碁やチェスは，最後に手を打ったプレイヤーが勝ちとならない場合があるため，Conwayゲームで
はない．

3不偏なConwayゲームはSpragueとGrundy[30, 48]によって，また非不偏なConwayゲームについて
も良い解析手法がConwayによって与えられている [18]．
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た組合せゲームも20世紀前半からよく研究されており，そのようなグラフ上の組合せ
ゲームにおいては，グラフ理論における命題や手法を利用した解析も行われている．グ
ラフ上の組合せゲームを考えることで，組合せゲーム理論及びグラフ理論の研究の幅
が一気に広がり，興味深い問題も数多く現れ，現在も盛んに研究が行われている．
本稿では，グラフ上の組合せゲームの簡単な分類を述べた後，いくつかのゲームの
例を取り上げ，それらの未解決問題や最近の研究動向について言及する．以降では，特
に断らない限り，グラフはすべて有限無向単純グラフ 4とし，有限性 (有限回の着手に
よりゲームが終了する) を仮定した組合せゲーム 5についてのみ考える．

2. グラフ上の組合せゲームの分類
グラフ上の組合せゲームは大きく分けて以下の2種類に分類される．

1. グラフ不変量がゲームの不変量となるゲーム

グラフ理論では，これまでに多くのグラフの不変量が発見・研究されており，現
在でも度々新たな不変量が定義され，活発に研究が行われている．その中のいく
つかの不変量に対しては，その不変量の評価に深く関係するゲーム不変量 6が存
在する．

　グラフGの染色数χ(G)はGのproperな頂点彩色に必要な色数の最小値である．
これに対し，「先手と後手が交互にGの頂点に色を塗り合い，先手がproperな頂点
彩色を構成しようとし，後手がそれを妨害する」というゲームにおいて，先手が
勝てる (すなわち，properな頂点彩色を構成できる)ときの色数の最小値－ゲーム
染色数χg(G)－はグラフのゲーム不変量となる．(特に，定義からχ(G) ≤ χg(G)

が成り立つことがわかる.)

　本分類に該当するゲームの例として，Graph coloring game [4]，List coloring

game [6]，Domination game [8]，Distinguishing game [29]などがある．

2. 実際に存在するゲームや問題をグラフ上でモデル化したゲーム

囲碁，将棋，チェスやオセロなど，実際に人々が遊んでいる組合せゲームは数多
く存在する．そのいくつかについては，ゲームの盤面をグラフに置き換え，より
一般的な状況で研究が行われている．

　そのようなゲームの中でも有名なものの一つとして一般化しりとり(Generalized

Geography) がある [45]．各単語を頂点，「単語 xの語尾と単語 yの語頭が同じで
ある」という関係を有向辺 (x, y)として置き換えて得られる有向グラフを考える．
この有向グラフ上で行われる「ある頂点から始めて，交互に有向辺を辿っていき
ながら，訪れた頂点 (とそれに隣接する有向辺)を削除していき，先に動けなく
なった方が負け」というゲームは，しりとりをそのままグラフで表現したゲーム
となっている (図2参照)．

4頂点数が有限で，辺に向きが付いておらず，かつ多重辺やループを含まないグラフ．
5このようなゲームは二人零和有限確定完全情報ゲームとも呼ばれる．
6ゲーム不変量とは，グラフ上のゲームから得られるグラフの不変量のことを指す．
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図 2: 一般化しりとりの盤面となる有向グラフとそのゲーム例 (この例では，coffeeを
開始頂点としており，後手勝ち.)

　本ゲームにおいて，ゲームの勝利者の判定は一般にはPSPACE完全 7であるこ
とが知られており，様々な二人ゲームのPSPACE完全性を示す際に，その変換
元として一般化しりとりが利用されることも多い (例えば [5, 40]など)．この一般
化しりとりの盤面を無向グラフに拡張したグラフ上のゲームも研究がなされてい
る [27]．他にも，実際に考えられていたゲームの一般化として考えられているも
のとして，Graph grabbing game [51]，Graph Ramsey game [12, p.3]などがある．

　また，世の中で実際に起こりうる (現実的な)問題をゲームとして捉え，グラ
フ上の組合せゲームとしてモデル化されているものもいくつか存在し，Voronoi

game [49]やCops and Robber [44] 等がこれらに該当すると考えられる．

3. グラフ上のゲーム例
本章では，先に述べたそれぞれの分類に該当するグラフの組合せゲームについて，そ
れぞれ代表的な例を紹介する．前者 2つはグラフの代表的な不変量をゲーム不変量と
する組合せゲームであり，3つ目はオリジナルの組合せゲームの盤面をグラフに拡張し
たゲームである．

3.1. Game chromatic number

グラフ Gにおいて，写像 c : V (G) → {1, 2, . . . , k}が任意の隣接 2頂点 u, vに対し，
c(u) ̸= c(v)を満たすとき，cはGのk-彩色 (k-coloring)であるという．また，k-彩色が
存在する最小のkをGの染色数 (chromatic number)と呼び，χ(G)で表す 8．グラフGの
ゲーム染色数 (game chromatic number) χg(G)とは，以下で定義されるGraph coloring

gameにおいて，Aliceがゲームに勝利できる色集合Cのサイズの最小値のことを指す．

定義 1 (Graph coloring game). グラフ Gと色集合 C が与えられる．Alice(先手)と
Bob(後手)が交互にGの未彩色の頂点をCに含まれている色で彩色する．この時，通
常の彩色と同様に，隣り合う 2頂点は異なる色でなければならない．全ての頂点を彩
色できた場合，Aliceの勝利．そうでなければ (すなわち，Aliceがどの未彩色の頂点も
Cの中の色では彩色できない場合)，Bobの勝利となる (図3参照)．

定義から，任意のグラフGに対し，χ(G) ≤ χg(G) ≤ ∆(G) + 1が成り立つ 9．これま
でに多くのグラフクラスに対し，そのゲーム染色数の評価が与えられている (例えば，

7複雑性クラスの一つ．Turing機械によって多項式領域で問題Qが解けるとき，QはPSPACEである
という (問題を解く計算時間は考慮しない)．PSPACEである問題QがPSPACE完全とは，NP完全
と同様に，他のPSACEに属する全ての問題からQに多項式時間還元可能であることをいう．

8グラフの彩色問題については，[14]などを参照せよ．
9∆(G)はGの最大次数．
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図 3: Graph coloring gameの例 (3色目を要求する塗り方ができるため，Bob勝ち)

[2, 24, 53]など)．また一般に，ゲーム染色数と染色数の差は，与えられたグラフの頂
点数の約2分の1ほどで抑えられることが分かっており，実際にその差を実現するグラ
フも無数に存在することが分かっている．

定理 2 ([41]). n ≥ 2頂点の任意のグラフGに対して，

χg(G)− χ(G) ≤
⌊n
2

⌋
− 1

が成り立つ．またこの評価は任意の偶数nに対して最善である．

また，染色数だけでなく，ゲーム染色数と彩色に関する他の不変量との関係もいく
つか明らかとなっており [19, 35, 36]，特に，非巡回的染色数χa(G)10とは以下のような
良い関係式が知られている．

定理 3 ([19]). 任意のグラフGに対し，χg(G) ≤ χa(G)(χa(G) + 1)が成り立つ．

しなしながら，ゲーム染色数は通常の染色数とは異なり，遺伝的な性質 11ではない．
すなわち，あるグラフGとその真部分集合Hに対して，必ずしもχg(H) ≤ χg(G)とは
ならない場合がある．したがって，以下のような興味深い未解決問題が残されている．

問題 4 ([53]). グラフG上のGraph coloring gameにおいて，色集合のサイズがkのと
き，Aliceがゲームに勝利できるとする．このとき，与えられた色集合のサイズがk+1

でもAliceはゲームに勝利できるか？

直観的には，Aliceにとって使える色数が増えることは，グラフ全体を彩色し易くな
るように思える．(実際，色数が∆(G) + 1以上になれば，Aliceは各頂点を適当に彩色
するだけでゲームに勝てる.) しかしながら，現時点では本問題を解決する有効な手立
てはなく，その部分的解決もほとんど知られていない．

3.2. Game domination number

グラフGの頂点部分集合 S ⊆ V (G)について，任意の頂点 v ∈ V (G) \ Sが Sのある
頂点と隣接しているとき，SをGの支配集合 (dominating set)という．この時，Sの
頂点はそれ自身と隣接する頂点を支配する (dominate)という．またSの定義から明ら
かに，V (G)自身もGの支配集合であるので，Gにおいてなるべく頂点数が小さい支
配集合を見つけることが問題となる．そこで，Gにおける最小の支配集合の頂点数を
支配数 (domination number)と呼び，γ(G)で表す 12．グラフGのゲーム支配数 (game

10グラフGの非巡回的染色数χa(G)とは，どの 2色で塗られた頂点部分集合も閉路グラフを誘導しない
(すなわち，森グラフとなっている) ような k-彩色が存在する最小の kのことを指す．

11グラフのある性質 P が遺伝的であるとは，グラフ Gが P を満たすならば，任意の誘導部分グラフ
G′ ⊆ GもP を満たすことを指す．

12支配数の研究の詳細については，[31]などを参照せよ．



domination number) γg(G)とは，以下で定義されるDomination gameにおいて，二人
のプレイヤー (DominatorとStaller)が共に最適にプレイした結果として得られる支配
集合Sのサイズのことを指す．

定義 5 (Domination game). グラフGが与えられる．Dominator (先手)と Staller (後
手)が交互にNG[S] ⊊ NG[S ∪ {v}]13を満たすGの頂点 vを集合 Sに追加する (すなわ
ち，頂点vはまだSに支配されていない頂点を少なくとも1頂点以上新たに支配する)．
集合SがGの支配集合となったとき，ゲームが終了する．Dominatorは結果として得
られる支配集合Sのサイズを可能な限り小さく，一方Stallerはそれを可能な限り大き
くするのがゲームの目的である (図4参照)．

G

図 4: Domination gameの例 (○印は各プレイヤーがSに追加した頂点)

ゲーム染色数と同様に，任意のグラフGに対して，γ(G) ≤ γg(G)が成り立つのは明
らかだが，実はγg(G)は支配数の2倍ぐらいで上から抑えられることも簡単にわかる．

命題 6 ([8]). 任意のグラフGに対して，γ(G) ≤ γg(G) ≤ 2γ(G)− 1が成り立つ．

一般に，与えられたグラフGと整数 kに対して，γg(G) ≤ kであるかどうかを判定
する問題は PSPACE完全であることが知られている [7]．また，ゲーム支配数は先手
と後手を入れ替えたバージョン等も含め，現在でも様々な研究が行われており (例えば
[22, 34, 39]を参照)，いくつかの問題や予想も提起されている．その中でも特に有名な
未解決問題として，3/5-予想がある．

予想 7 (3/5-予想 [37]). Gを孤立点 14を含まないグラフとする．このとき，γg(G) ≤
3
5
|V (G)|が成り立つ．

本予想の解決のため，Bujtásは放電法 15に類似した手法を開発し，与えられたグラ
フに対して，頂点数や最小次数に依存するゲーム支配数の上界を与えた [10, 11]．その
手法を用いて，Henningらは最小次数 2以上の場合は 3/5-予想が成り立つことを証明
した．

定理 8 ([32]). Gを孤立点を含まないグラフとする．もしGの最小次数が2以上であれ
ば，γg(G) ≤ 3

5
|V (G)|が成り立つ．

上記に加え，いくつかの研究グループによって，3/5-予想の部分的解決が与えられて
いるが [33, 46]，現時点ではまだ完全解決には至っていない．最近になって，ゲーム支
配数が最も大きくなるときのグラフの構造の解析 [52]や，ゲーム支配数の評価を行う

13NG[S]はS自身とSに含まれる頂点の近傍からなる集合．
14孤立点とは次数 0の頂点のこと．
15グラフが良い性質や構造を持つことを示す際に用いられるグラフ理論における重要な手法．特にグラ
フの彩色問題を解く際によく利用されており，四色定理の証明にも用いられた．



新しい手法の開発 [21]などもなされており，本予想の完全解決に向けて，現在も盛ん
に研究が行われている．
また，ゲーム支配数は支配数に関する研究で最も有名な未解決問題であるVizing予
想とも重要な関係があることが知られている [8]．

予想 9 (Vizing予想 [50]). 任意の二つのグラフGとHに対し，γ(G□H) ≥ γ(G)γ(H)

が成り立つ 16．

命題 6とVizing予想の不等式から，以下の式が得られる：

γg(G□H) ≥ γ(G□H) ≥ γ(G)γ(H) ≥ 1

4
γg(G)γg(H)

したがって，γg(G)γg(H) > 4γg(G□H) を満たすGとHが存在すれば，このグラフの
組はVizing予想の反例となる．一方で，もし cγg(G□H) ≥ γg(G)γg(H) を満たす定数
c > 0が存在すれば，

2cγ(G□H) ≥ cγg(G□H) ≥ γg(G)γg(H) ≥ γ(G)γ(H)

となり，すなわち，

γ(G□H) ≥ 1

2c
γ(G)γ(H)

が成り立つ．もし c = 1ならば，上記の不等式はClarkと Suen [17]の結果の一般化に
もなっている 17．

3.3. Graph grabbing game

重み関数w : V (G) → {0, 1, ...}によってグラフGの各頂点に非負整数の重みが与えら
れた重み付きグラフを (G,w)と表す．

定義 10 (Graph grabbing game). 重み付き連結グラフ (G,w)が与えられる．二人のプ
レイヤーAlice (先手)とBob(後手)は交互に (G,w)から1頂点を取り除き，その取り除
いた頂点の重みを得点として獲得していく．ただし，各プレイヤーの手番において，頂
点を (G,w)から除いた後のグラフは連結でないといけない．全ての頂点を取り終わっ
たとき，Aliceの獲得得点が (G,w)全体の重みの合計の半分以上ならばAliceの勝利，そ
うでなければ，Bobの勝利とする (図5参照)．

Graph grabbing gameは，2004年のWinkler [51]の本における“Coins in a row”18と
いうゲームの一般化として考案された組合せゲームである 19．道グラフPm[51]，閉路
グラフCm[16, 38]，木グラフ [47]については，それぞれ頂点数が偶数であれば，任意の
重み付けに対して，Aliceはそのグラフ上のゲームで勝利できることが知られている．

16G□HはGとHの直積を表す．二つのグラフGとHの直積 (Cartesian product) とは，次のような頂
点集合と辺集合からなるグラフである：V (G□H) = V (G) × V (H)，(u, u′)(v, v′) ∈ E(G□H) ⇔ (i)
u = v かつ u′と v′が (Hにおいて)隣接している，または (ii) u′ = v′ かつ uと vが (Gにおいて)隣
接している．

17γg(C5) = 3かつ γg(C5□C5) ≤ 9 [8]より，もし c = 1ならば，この評価は最善である．
18コインが一直線上に並べられており，二人のプレイヤーはその両端に置かれているコインのいずれか
好きな方を交互に 1枚ずつ獲得していき，全て取り終わった時に全体の半分以上の金額を獲得してい
るプレイヤーが勝利するというゲーム．これは道グラフ上のGraph grabbing gameに対応している．

19Graph grabbing gameはニムとは異なるタイプのゲームであるが，道グラフや閉路グラフに対して
は，スプレイグ・グランディの定理と同様の性質が成り立つことも知られている [9]．
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図 5: Graph grabbing gameの例 (各数字は重み，下の数値は左から順にAliceとBobの
得点．この例では，Aliceの勝利.)

また，Aliceがゲームに勝つことができないような奇数頂点の連結グラフGと重み関数
wの組は無数に存在することが簡単に分かる 20．一方で，Aliceがゲームに勝てないよ
うな偶数頂点の連結グラフも無数に存在することが知られている [15, 42]．
ところが，そのようなAliceがゲームで勝てないような偶数頂点の連結グラフG(と
重み関数wの組)は非二部的グラフのものしか知られていない．したがって，論文 [47]

の中で以下の予想が提起された．

予想 11 ([47]). 任意の偶数頂点の連結二部グラフGと重み関数wに対し，Aliceは(G,w)

上のゲームで勝つことができる．

これまでに，私は江川氏 (東京理科大学)らと共に予想11の部分的解決に成功してい
るが [23]，依然として完全解決には至っていない．
そこで私は，Graph grabbing gameにおけるAliceにとって悪い部分構造に着目した．
まず，Aliceがゲームに勝つための必要条件を以下のように得た．

命題 12. 偶数頂点の連結グラフGに対し，切断点の集合をSとする．このとき，任意
の重み関数wに対し，Aliceが (G,w)上のGraph grabbing gameにおいて勝つことがで
きるならば，G[S]は二部グラフである 21．

Gを偶数頂点の連結グラフとする．命題12の対偶を考えると，奇数頂点の閉路グラ
フを誘導するような切断点の集合SがGに存在するならば，Aliceがゲームに勝てない．
このとき，その奇数頂点の閉路グラフを誘導する奇数個の切断点 s1, s2, . . . , s2k+1 (si ∈
S, k ≥ 1) とそれぞれを取り除いた際に得られる，si が含まれていない連結成分を
T1, T2, . . . , T2k+1 とする．ここで，ti ∈ V (Ti)を si の隣接点とすると，G[

∪2k+1
i=1 si ∪∪2k+1

i=1 ti] は奇数頂点の閉路グラフ C2k+1 の各頂点に次数 1 の頂点を追加したグラフ
(C2k+1-coronaと呼ぶ) となる (図6参照)．

図 6: C3-coronaとC5-corona

20例えば，奇数頂点の道グラフP2k+1と中心の次数 2の頂点に重み 1，その他の頂点には重み 0を与え
るような重み関数の組がそれにあたる．

21グラフGに対し，その頂点部分集合S ⊆ V (G)から誘導されるGの誘導部分グラフをG[S]と表す．



これまでに分かっているAliceがゲームに勝てない偶数頂点のグラフの例は，全て
(ある kに対して) C2k+1-coronaを誘導部分グラフとして含んでいることが確認できる
ため，私はこのC2k+1-coronaがAliceにとって悪い部分構造である，つまり，偶数頂点
の連結グラフがC2k+1-coronaを誘導部分グラフとして含まなければ，Aliceがゲームに
勝つことができると予想した．

予想 13 ([20]). Gを偶数頂点の連結グラフとする．任意の k ≥ 1に対し，GがC2k+1-

coronaを誘導部分グラフとして含まなければ，AliceはG上のゲームに勝つことがで
きる．

誘導部分グラフの性質から，C2k+1を誘導部分グラフとして含まなければ，C2k+1-

coronaも含まない．また，二部グラフであれば奇数頂点の閉路グラフを誘導部分グラ
フとして含まないため，この予想 13は予想 11を包含するより強い予想となっている．
このような特定の誘導部分グラフを禁止する 22ことによって，ハミルトン閉路の存在
性などのグラフの良い性質を保証する試みはグラフ理論では長年研究されており，実
に多くの先行研究が存在する (例えば [13, 28]などを参照)．その研究の流れに沿って，
私は江川氏 (東京理科大学)らと共に，禁止部分グラフを用いたグラフの特徴付けを行
うことによって，以下のような予想13の部分的解決を得ている．

定理 14 ([20]). GをP5と bull graph23を誘導部分グラフとして含まない偶数頂点の連
結グラフとする．このとき，任意の重み関数wに対し，Aliceは (G,w)上のゲームで勝
つことができる．

4. おわりに
本稿では，グラフ上の組合せゲームに限定し，いくつかのゲームの紹介を行った．本
稿で紹介した3つのゲームをはじめ，グラフ上の組合せゲームの多くは非Conwayゲー
ムであり，いずれも局面の解析が難しく，ゲームごとに異なる解析手法を用いて研究
が行われている状況である．今後，このような非Conwayゲーム全体に利用できるよ
うな一般的な解析手法の開発が待たれている．
本稿で紹介した組合せゲームの他にも，多数の組合せゲームが研究されており，現在
では組合せゲームの研究に関する論文を集めた参考文献リストも作成されている [26]．
今回はグラフ上の組合せゲームに対象を絞った結果，組合せゲーム理論における基本的
な事項や用語についてはほとんど触れることができなかった．もし，本稿で組合せゲー
ム理論に興味を持ち，その詳細な内容を知りたい人は [1, 3, 18]などを参照されたい．
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