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概 要

Delsarte–Goethals–Seidel (1977) は，2点間の距離の値の情報を仮定した球
面有限集合に対して，線形計画限界と呼ばれる頂点数に対する良い上界を与
えた．特に，線形計画限界は接吻数問題に応用され顕著な成果を得ている．
球面上の線形計画限界の類似として，正則一様なハイパーグラフの頂点数
に対する線形計画限界を与える．最大固有値と第二固有値の差をスペクトラ
ルギャップというが，その値によりある種の連結性が評価できる．線形計画
限界の応用として，スペクトラルギャップを固定したときの頂点数に対する
上界を与える．そして，その上界を達成するグラフが，距離正則グラフの理
論において重要とされ，存在定理などが研究されてきた generalized Moore
geometryであることを紹介する．

1. はじめに
Delsarte [8]は，種々の符号またはデザインをアソシエーションスキームの枠組みで統一
的に扱うデルサルト理論を確立した．例えば，ジョンソンスキーム（Johnson scheme）上
のデザインは組合せデザイン（combinatorial design）であり，ハミングスキーム（Ham-

ming scheme）上のデザインは直交配列（orthogonal array）となる．ジョンソンスキー
ムとハミングスキームを含むクラスであるQ多項式スキーム（Q-polynomial scheme）
と呼ばれる対象の上で線形計画限界の手法が与えられ，符号，デザインの両方に良い
上界，下界を与えている．Delsarte–Goethals–Seidel [9]により，線形計画限界は球面集
合に展開され，その後，コンパクトな二点等質空間へと拡張された [17]．
可換アソシエーションスキームにおける隣接代数Aには隣接行列からなる基底{Ai}
と，行列の通常の積を隣接代数Aの積とするときの原子冪等元からなる基底{Ei}があ
る [2]．隣接代数Aは行列の成分ごとの積（アダマール積A ◦B = (Aij Bij)）でも代数
となり，その積での原子冪等元は{Ai}となる．この二つの基底は，双対の関係にある
と呼ばれ，{Ai}と{Ei}，行列の積とアダマール積をそれぞれ取り替えて得られる性質
もまた「双対」な性質と呼ばれる．Q多項式スキームの双対な概念はP 多項式スキー
ムと呼ばれ，それは距離正則グラフ [5]と一致する．Q多項式スキームでは部分集合に
対して線形計画限界を与えることができるが，距離正則グラフGではGが被覆グラフ
（covering graph）となるような正則グラフHに対して線形計画限界を与えることがで
きる．正則木（regular tree）は局所有限（辺次数が有限）な無限距離正則グラフであ
り，任意の正則グラフの被覆グラフになる．ある種，球面の双対的な議論で正則グラ
フにおける線形計画限界を得た [26]. さらに，それを正則一様なハイパーグラフへと拡
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張したことが，本稿の主題となる．本稿は，Jack Koolen氏，Sebastian Cioabă氏，見
村万佐人氏，奥田隆幸氏との共同研究に基づく．

2. 球面有限集合と線形計画限界
2.1. 球面符号

球面符号（spherical code）とは，球面上の有限集合のことで，特にその最小距離に注
目するときにそう呼ばれる．ユークリッド空間 Rd 上の標準内積を ⟨, ⟩で表す．球面
Sd−1 = {x ∈ Rd | ⟨x,x⟩ = 1}上の有限集合Xについて，その異なる 2点間の内積の集
合を

A(X) = {⟨x,y⟩ | x,y ∈ X,x ̸= y}

で表す．球面上 Sd−1上の有限集合Xが球面 u-符号（spherical u-code）と呼ばれるの
は，A(X) ⊂ [−1, u]を満たすときである．球面 u-符号の主な問題は，頂点数 |X|を固
定したときuが最小となる（最小距離が最大となる）球面符号Xを決定することと，u

を固定したとき頂点数 |X|が最大となるXを決定することである．
u = 1/2のとき，頂点数が最大となる1/2-符号を与える問題は，接吻数問題（kissing

number problem）として知られている．接吻数問題とは，単位球の周りに，同じ半径
の球をいくつまで互いに重なることなく配置できるかという問題である．その最大数
を接吻数（kissing number）といい，Sn−1における接吻数を k(n)で表す．k(2) = 6と
なることは明らかである．接吻数を決定することは3次元でさえ難しい．k(3) = 12で
あることはSchütte–van der Waerden [29]が証明を与えているが，エレガントであると
は言い難く，その後いくつかの証明が与えられ，未だに簡明な証明が求められている
[18, 20, 25, 4]．k(8) = 24，k(24) = 196560であることは，Odlyzko–Sloane [27]により，
Delsarte method [8, 9]と呼ばれる次節に紹介する線形計画限界（linear programming

bound）を有効に用いた手法により，簡明に与えられた．k(4) = 24であることは，Musin

[25]によりDelsarte methodの改良を行なうことで決定された．また，k(4) = 24につ
いては，Bachoc–Vallentin [1]により，線形計画限界の一般化にあたる半正定値計画限
界（semidefinite programming bound）を用いての別証明も得られている．

2.2. 球面符号に対する線形計画限界

球面上の線形計画限界においては，次の三項間漸化式により定義される直交多項式で
あるゲーゲンバウアー多項式（Gegenbauer polynomial）が重要である．

G
(d)
0 (x) = 1, G

(d)
1 (x) = d · x,

xG
(d)
i−1(x) =

i

d+ 2i− 2
G

(d)
i (x)− d+ i− 4

d+ 2i− 6
G

(d)
i−2(x).

ゲーゲンバウワー多項式の密度関数は (1− x2)(d−3)/2(−1 ≤ x ≤ 1)である．次が線形計
画限界の証明において本質的である．

Theorem 2.1. 球面 Sd−1上の有限集合Xのグラム行列をM とする．つまり，M =

(⟨x,y⟩)x,y∈X . そのとき，G
(d)
i (M◦)は半正定値行列である．ここで，

G
(d)
i (M◦) =

(
G

(d)
i (⟨x,y⟩)

)
x,y∈X

である（行列の多項式の積をアダマール積で定める）．



Theorem 2.1が表す半正定値性を主に用いて次の線形計画限界を得る．

Theorem 2.2 (Delsarte–Goethals–Seidel [9]). XをSd−1上の有限集合とする．A(X) =

{α0 = 1, α1, . . . , αs}とする．そのとき，もし2条件

• g(1) > 0, g(αj) ≤ 0（j ∈ {1, . . . , s}），

• g0 > 0, gi ≥ 0（i ∈ {1, . . . , deg g}）

が成り立つような多項式 g(x) =
∑

i≥0 giG
(d)
i (x)が存在するならば，

|X| ≤ g(1)

g0

が成り立つ．

線形計画限界を用いるうえで条件を満たす多項式 gを見つけることが必要であるが，
多項式gを見つけることは，ある線形計画法の解を見つけることに対応しており，数値
計算により上界を見積もることも可能である．
線形計画限界の応用例として，k(8) = 240であることを示す．まず，k(8) = 240を与
えるような例は唯一存在しており，それはE8ルート系である．内積の集合はA(E8) =

{±1/2, 0,−1}である．多項式g(x) = (x+1)(x+1/2)2x2(x− 1/2)は線形計画限界の条
件を満たしており，その多項式が与える上界が |X| ≤ 240となる．線形計画限界を認め
れば，非常に簡明に接吻数を決定することが出来た．線形計画限界は，球面デザイン
や s-距離集合として良いものでなければ，良い評価を得られないことも分かっており，
良い具体例が存在している場合に，その特徴づけに非常に有用である [9].

3. 正則一様ハイパーグラフと線形計画限界
3.1. 基本的な定義

V を有限集合とし，EをV の部分集合族とする．V とEの組H = (V,E)をハイパーグ
ラフという．V を頂点集合，Eを辺集合といい，V の元を頂点，Eの元を辺という．任
意の頂点v ∈ V に対して，vを含む辺の個数 |{e ∈ E : v ∈ e}|が定数mであるとき，H

はm-正則（m-regular）であるという．任意の辺 e ∈ Eに対して， eのサイズ |e|が定
数 sであるとき，Hは s-一様（s-uniform）であるという．
ハイパーグラフHの隣接行列A = AHとは頂点集合V で添え字づけられた正方行列
で， (u, v)-成分Auvが，u ̸= vのときAuv = |{e ∈ E : {u, v} ⊂ e}|であり，u = vのと
きAuv = 0であるときをいう．隣接行列Aの固有値をHの固有値という．この隣接行
列Aを多重グラフの隣接行列だと見なして定義される多重グラフGHをHの点グラフ
（point graph）という．もしHがm-正則かつs-一様なハイパーグラフならば，m(s−1)

はHの最大固有値となる．
H = (V,E)をハイパーグラフとする． vi ∈ V と ej ∈ Eに対して，v0 ∈ e1，vp ∈ ep，

vi ∈ ei ∩ ei+1（∀i ∈ {1, . . . , p− 1}），vi ̸= vi+1（∀i ∈ {0, . . . , p− 1}）を満たすとき，列

wp = (v0, e1, v1, e2, v2, . . . , ep, vp)

を v0から vpへの長さ pの道（walk）という. 部分列 (vi, ei, vi+1, ei+1, vi+2)が ei = ei+1

を満たすとき，その部分列をwpのバックトラック（backtracking） という．道wpが



バックトラックを持たないか p = 1であるとき，wpを既約道（irreducible walk）とい
う．頂点uから頂点vへの既約道wpがu = vを満たすとき，wpを閉路（cycle）という.

Hの長さが最小である閉路の長さをHの内周（girth） という．

3.2. スペクトラルギャップとチーガー定数

H = (V,E)をm-正則かつ s-一様なハイパーグラフであるとする．Hのスペクトラル
ギャップ（Spectral gap）∆(H)とは，Hの最大固有値と二番目に大きい固有値（第二
固有値）の差として定義される.

Hのチーガー定数（Cheeger constant）h(H)とは，∂S = {e ∈ E | e∩S ̸= ∅, e∩ (V \
S) ̸= ∅}を用いて，

h(H) = min
S⊂V,|S|≤|V |/2

|∂S|
|S|

と定義される．チーガー定数h(H)は，頂点集合V のどんな部分集合Sを持ってきても，
Sと V \ Sの間に辺が，ある一定の割合以上存在していることを保証しており，h(H)

が大きいハイパーグラフは高い連結性を持っているということが出来る．ネットワー
クの要請から，頂点数が大きく，連結性の高いグラフの構成が望まれる．頂点数を固
定するならば，出来るだけ h(H)の大きいグラフ，h(H)をある数以上と固定するなら
ば，出来るだけ頂点数の多いグラフの構成が望まれる．
Rodŕıguez [28] は，チーガー定数とスペクトラルギャップを関係づける次の興味深い
不等式を得ている．

Theorem 3.1. H = (V,E)をm-正則かつs-一様なハイパーグラフとする．sが偶数の
とき，

h(H) ≥ 2∆(H)

s2
.

sが奇数のとき，

h(H) ≥ 2∆(H)

s2 − 1
.

Theorem 3.1におけるs = 2の場合は，正則単純グラフにあたるが，この場合はMohar

[22]により示されている．スペクトラルギャップ∆(H)が大きいグラフを得られれば，
この不等式から，大きなチーガー定数h(H)が保証されるため，大きな∆(H)を持つハ
イパーグラフは連結性が高いということができる．
グラフの頂点数を大きくしたとき，どの程度スペクトラルギャップを大きくすること
が出来るかという問いについては，Feng–Li (1996)により，次の結果が得られている．

Theorem 3.2. H = (V,E)をm-正則かつ s-一様なハイパーグラフとし，τ2(H)をH

の第二固有値とする．そのとき次が成立する．

lim
|V |→∞

inf τ2(H) ≥ s− 2 + 2
√

(m− 1)(s− 1).

Theorem 3.2の s = 2（単純グラフ）のときは，Alon–Bappanaの定理として知られ，
[19]で示されている．τ2(H) < s− 2 + 2

√
(m− 1)(s− 1)を満たすグラフはラマヌジャ

ングラフと呼ばれ，頂点数 |V |が発散するようなラマヌジャングラフの無限系列を構成
することは主要な問題として知られている．単純グラフにおけるラマヌジャングラフ
は，Marcus–Spielman–Srivastava [21]により，任意の3以上の次数において，無限系列
の存在性が示された．ラマヌジャングラフは，漸近的にスペクトラルギャップを最大に



するグラフである．τ2(H) < s − 2 + 2
√
(m− 1)(s− 1)という仮定もとでは，Hの頂

点数は有限であることから，τ2を固定したとき，頂点数が最大となるグラフの決定は，
ひとつの面白い問題である．

3.3. 無限距離正則グラフと直交多項式

正則単純グラフについての線形計画限界 [26]は，正則木が任意の正則グラフの被覆グラ
フ（covering graph）になっていることが本質的にはたらいている．ここで，単純グラ
フG = (V1, E1)が単純グラフH = (V2, E2)の被覆グラフであるとは，V1からV2へのあ
る全射fが存在し，任意のv ∈ V1に対しfのvに隣接する頂点集合への制限がグラフの
隣接関係を保つときにいう．正則木は，無限距離正則グラフ（infinite distance-regular

graph）の構造を持つことが知られている．他の無限距離正則グラフで類似を得ようと
いうのが，本研究の出発点であった．
距離正則グラフの定義を行う．V を可算集合とする．単純グラフG = (V,E)が局所
有限（locally finite）とは各頂点と辺次数が有限であるときをいう．d(x, y)をx ∈ V か
ら y ∈ V への（最短道）距離とする. V 上の二項関係Riを，Ri = {(x, y) ∈ V × V |
d(x, y) = i}で定義する．グラフGの第 i距離行列（i-th distance matrix）AiとはV で添
え字付けられた正方行列で，その (u, v)-成分 (Ai)uvが，(u, v) ∈ Riのときは (Ai)uv = 1,

それ以外のときは (Ai)uv = 0となるものである．特に，行列A1を隣接行列（adjacency

matrix）という．局所有限単純グラフG = (V,E)が距離正則グラフ（distance-regular

graph）とは，任意の非負整数 i, j, kに対して，pkij = |{z ∈ V | (x, z) ∈ Ri, (z, y) ∈ Rj}|
が (x, y) ∈ Rkの選び方に依らない定数であるときをいう．pkijは交叉数（intersection

number）と呼ばれる．また，ai = pi1,i，bi = pi1,i+1，ci = pi1,i−1とするとき， ∗ c1 c2 · · ·
a0 a1 a2 · · ·
b0 b1 b2 · · ·


は距離正則グラフの交叉列（intersection array）と呼ばれる．多項式 vi(x)を次の様に
交叉数で定義される直交多項式系とする．

v0(x) = 1, v1(x) = x,

ci+1vi+1(x) = (x− ai)vi(x)− bi−1vi−1(x) (i ≥ 1).

ここで，AiはA1の多項式Ai = vi(A1)で表される [5, Section 4.1].

無限距離正則グラフ（頂点数が有限でない）については，Ivanov [16]により完全に
分類されている（英語解説論文 [7, 23]参照）．任意の無限距離正則グラフの交叉列は
m, s ≥ 2に対して， ∗ 1 1 · · ·

0 s− 2 s− 2 · · ·
m(s− 1) (m− 1)(s− 1) (m− 1)(s− 1) · · ·


とならなければならない．そして，その交叉列を持つ距離正則グラフDm,sは一意的に
定まる．距離正則グラフDm,sは (m, s)-準正則木（(m, s)-semiregular tree） Tm,sから
構成することができる．Tm,sは二部グラフであることに注意する．Tm,sの辺次数mの



部集合がDm,sの頂点集合となり，二頂点 u, vは Tm,sでの距離が d(u, v) = 2であると
きに隣接すると定義することにより，Dm,sが構成される．Dm,sの各頂点はm個の頂点
数 sの完全グラフに含まれる，完全グラフからなる木とも言うべき構造を持っている．
Dm,sは頂点可移であり，Dm,2は正則木になる．
無限距離正則グラフDm,sの直交多項式 vi(x) = F

(m,s)
i (x)は交叉数により次の様に定

義される．

F
(m,s)
0 (x) = 1, F

(m,s)
1 (x) = x, F

(m,s)
2 (x) = x2 − (s− 2)x−m(s− 1),

F
(m,s)
i+1 (x) = (x− s+ 2)F

(m,s)
i (x)− (m− 1)(s− 1)F

(m,s)
i−1 (x).

q = (m− 1)(s− 1)，k = m(s− 1)とすると， F
(m,s)
i (k) = kqi−1（1 ≤ i）, F

(m,s)
0 (k) = 1

が成り立っている. AをDm,sの隣接行列とすると，F
(m,s)
i (A1)は第 i距離行列Aiに等

しい．δI(x)は δI(x) = 1（x ∈ I）, δI(x) = 0（x ̸∈ I）で定まる関数とする．直交多項
式F

(m,s)
i の密度関数は，次のように定まる．m ≥ sのとき，

w(x) =

√
4q − (x− s+ 2)2

(k − x)(m+ x)
δIm,s ,

m < sのとき，

w(x) =

√
4q − (x− s+ 2)2

(k − x)(m+ x)
δIm,s +

s−m

s
δ{−m}(x),

ここで Im,s = [s− 2− 2
√
q, s− 2 + 2

√
q] [23].

3.4. 線形計画限界

m-正則かつ s-一様なハイパーグラフにおける線形計画限界を得るためには，次の結果
が本質的である．

Theorem 3.3. Aを連結なm-正則かつs-一様なハイパーグラフの隣接行列とする．そ
のとき，F

(m,s)
i (A)の (u, v)-成分は，uからvへの長さ iの既約道の個数と一致する．特

に，F
(m,s)
i (A)の (u, v)-成分は非負である．

次が，ハイパーグラフにおける線形計画限界である．

Theorem 3.4. H = (V,E)を連結なm-正則かつ s-一様なハイパーグラフとする．H

の異なる固有値を τ0, τ1, . . . , τdとする．ここで，τ0 = m(s− 1) = kである．そのとき，
もし2条件

• f(k) > 0, f(τj) ≤ 0（j ∈ {1, . . . , d}），

• f0 > 0, fi ≥ 0（i ∈ {1, . . . , deg f}）

が成り立つような多項式f(x) =
∑

i≥0 fiF
(m,s)
i (x)が存在するならば，

|V | ≤ f(k)

f0

が成り立つ．等号成立は，f(τj) = 0（j ∈ {1, . . . , d}）かつ fi · tr(F (m,s)
i (A)) = 0（i ∈

{1, . . . , deg f}）のときに限られる．



線形計画限界において，その条件を満たす多項式 fをどの様に見つけてくるかが問
題であるが，その多項式を見つけることは次の線形計画法 (3.1)の双対問題 (3.2)の解
を見つけることと同値である．

v ≤ max
mi

{
1 +m1 + · · ·+md |

−
∑d

i=1miF
(m,s)
j (τi) ≤ F

(m,s)
j (k), j = 1, . . . , u,

mi ≥ 0, i = 1, . . . , d

}
,

(3.1)

v ≤ min
fj

{
1 + f1F

(m,s)
1 (k) + · · ·+ fuF

(m,s)
u (k) | −

∑u
j=1 fjF

(m,s)
j (τi) ≥ 1, i = 1, . . . , d,

fj ≥ 0, j = 1, . . . , u

}
,

(3.2)

ここで，uは多項式fの次数, miは固有値 τiの重複度である．またf0 = 1と正規化して
ある. 線形計画法は数値計算により，その解を見積もることができるため，コンピュー
ターにより，線形計画限界による上界を見積もることが可能である．
線形計画限界は，異なる固有値の情報が分かっているときに，頂点数の最大値を求め
るのに有効であり，固定されたスペクトラルギャップに対して，最大のグラフを決定す
ることには非常に相性が良い．線形計画限界の等号成立の条件に，fi ·tr(F (m,s)

i (A)) = 0

（i ∈ {1, . . . , deg f}）とあるが，特に tr(F
(m,s)
i (A)) = 0（i ∈ {1, . . . , deg f}）である場

合は，そのグラフの内周がdeg f + 1以上であることを意味する．異なる固有値の個数
dが小さく，内周が大きいグラフが存在するとき，線形計画限界は良い評価を与えや
すい．

3.5. Generalized Moore geometry

内周が大きいハイパーグラフのクラスとして，generalized Moore geometryというク
ラスが知られている．直径が dのm-正則かつ s-一様なハイパーグラフが generalized

Moore geometryであるとは，次の2条件を満たすときにいう．

• 内周 gが2d以上である．

• 距離がdである任意の2頂点v, uに対して，丁度 c本の長さdのvからuへの道が
存在する．

s = 2，c = 1，g = 2d+ 1のとき，generalized Moore geometryはMooreグラフ（直径
d，内周2d+ 1の単純グラフ）になる．Generalized Moore geometry Hの点グラフGH

は次の交叉列をもつ距離正則グラフになることが知られている. ∗ 1 · · · 1 c

0 s− 2 · · · s− 2 m(s− 1)− c

m(s− 1) (m− 1)(s− 1) · · · (m− 1)(s− 1) ∗

 .

サイクルグラフは自明なgeneralized Moore geometryと呼ばれる．Fuglister [11, 12]は，
直径 dが 14以上の generalized Moore geometryは非存在であることを示している．現
在知られている generalized Moore geometryの直径の最大値は 6であり，直径の上界
の改善が望まれる．知られている generalized Moore geometryについて，表 1にまと
める．



表 1: Known generalized Moore geometry

v m s d c Name

m+ 1 m 2 1 1 Complete graph Km+1

2m m 2 2 m Complete bipartite graph Km,m

2d+ 1 2 2 d 1 (2d+ 1)-gon C2d+1

2d 2 2 d 2 (2d)-gon C2d

10 3 2 2 1 Petersen [15]

50 7 2 2 1 Hoffman–Singleton [15]

35 4 2 2 3 Odd graph [24]

16 5 2 2 2 Clebsch [30, 13]

56 10 2 2 2 Gewirtz [6, 13]

77 16 2 2 4 M22 [14, 13]

100 22 2 2 6 Higman–Sims [14, 13]

1 + k/λ m s 1 λ 2-(v, s, λ) design

1 + k + kq/m m s 2 m Generalized quadrangle GQ(s− 1,m− 1) [5]

(s− 1,m− 1) = (2, 1), (2, 2), (2, 4), (p, p)

1 + k + kq + kq2/m m s 3 m Generalized hexagon GH(s− 1,m− 1) [5]

(s− 1,m− 1) = (1, p), (p, 1), (p, p), (p, p3), (p3, p)

1 +
∑2

i=0 kq
i + kq3/m m s 4 m Generalized octagons GO(s− 1,m− 1) [5]

(s− 1,m− 1) = (1, p), (p, 1), (r, r2), (r2, r)

1 +
∑4

i=0 kq
i + kq5/m m s 6 m Generalized dodecagons GD(s− 1,m− 1) [5]

(s− 1,m− 1) = (1, p), (p, 1)

p: prime power, r: odd power of 2



3.6. 次数 (m, s)と第二固有値を固定した時の上界

第二固有値がλ以下であるm-正則かつ s-一様なハイパーグラフのうち，頂点数が最大
なものを決定したい．その最大の頂点数をv(m, s, λ)とする．線形計画限界により，次
の上界が得られた．

Theorem 3.5. λjをG
(m,s)
j (x) =

∑j
i=0 F

(m,s)
i (x)の最大の根とする．λを区間 [−1, s −

2 + 2
√
(m− 1)(s− 1))に含まれる実数とする．t ≥ 1をλt−1 ≤ λ < λt満たす自然数と

する．k = m(s− 1), q = (m− 1)(s− 1)，c = −F
(m,s)
t (λ)/G

(m,s)
t−1 (λ)とする．そのとき，

v(m, s, λ) ≤ 1 +
t−2∑
j=0

kqj +
kqt−1

c
,

が成り立つ．等号成立はハイパーグラフがgeneralized Moore geometryであるときであ
り，またそのときに限る．

ここで，G
(m,s)
j (x)は直交多項式となり，最大根は λj−1 ≤ λ < λj と limj→∞ λj =

s− 2+ 2
√
(m− 1)(s− 1)を満たすことから，λt−1 ≤ λ < λtとなる tが取れることは明

らかである．Theorem 3.5の上界は，

f(x) =

(
(c− 1)G

(m,s)
t−1 (x) +G

(m,s)
t (x)

)2

x− λ
.

が線形計画限界の条件を満たすことを確かめ，fにより得られる上界を計算することで
得られる．f(x)をF

(m,s)
i に関して展開したときの係数の非負性を確かめることが，証

明の本質である．
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