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1. はじめに
異なる代数系の表現論を結びつけるような構成は，それ自身が研究対象として大変興
味深いものであるが，しばしば一方の難しい事象を他方のより易しい事象に翻訳し，例
えば表現を具体的に構成する手続きをもたらすなど，応用上も有益なことが多い．
前世紀前半からよく知られているSchur-Weyl双対性がその良い見本である．これは

An型複素単純Lie代数 sln+1の表現論と d次対称群Sdの表現論とを結びつける構成で
あり，代数系や考える表現のカテゴリーを変えることによってそのさまざまな一般化
（変種）を考えることができる．特に代数系 sln+1およびSdを，それらの由緒正しい
量子アフィン化であるAn型アフィン量子群Uq(ŝln+1) およびGLd型アフィンHecke環
Hq(Ŝd) にそれぞれ置き換えて得られる一般化は量子アフィン型 Schur-Weyl双対性
と呼ばれる [3, 5, 10]．これは代数系Uq(ŝln+1)とHq(Ŝd) の有限次元表現論を自然かつ
強力に結びつけている．その具体的根拠として

• 構成から得られる有限次元表現の圏の間の関手が極めて良い性質を示す．例えば
適切な充満部分圏の間の圏同値を導き，モノイダル圏構造とも整合的である [3]；

• 旗多様体の同変K理論を用いて幾何学的に解釈できる [10]，

といった事実が挙げられる．
本稿の主題は，この量子アフィン型Schur-Weyl双対性のさらなる変種（ある意味で
は一般化）であって，Dynkin箙Q（ADE型Dynkin図形の各辺に向きを与えたデータ）
に付随して得られるものである．以下，単に「箙Qに付随するSchur-Weyl双対性」と
呼ぶ．これはもともとKang-柏原-Kim [13] によって導入され，その構成に箙Qの表現
論に関するデータ（Auslander-Reiten箙）が用いられる点が興味深い．配役としては，
Uq(ŝln+1)に代わってより一般にDynkin箙Qと同じ型のADE型複素単純Lie代数gQに
付随するアフィン量子群Uq(ĝQ)を考える．一方その相方として，GL型アフィンHecke

環Hq(Ŝd)に代わって箙Qに付随する箙Hecke環HQが登場する．箙Hecke環はその
表現論が量子群Uv(gQ)の圏化 (categorification)を与えるという意味でGL型アフィン
Hecke環の一般化と思うことができ，Khovanov-Lauda [21]とRouquier [24]によって導
入されたためKLR代数とも呼ばれている．
本稿では，通常の量子アフィン型 Schur-Weyl双対性をお手本に，箙Qに付随する

Schur-Weyl双対性に関しても以下のように類似の事実が成り立つことを説明する：

• 構成がもたらす有限次元加群圏の間の関手HQ-modfd → Uq(ĝQ)-modfd はテンソ
ル積と整合的であり，適切な部分圏に制限すれば圏同値である；

• 箙Qに付随する（次数付き）箙多様体の同変K理論を用いた幾何学的解釈を持つ．
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これらは「箙Qに付随するSchur-Weyl双対性が代数系Uq(ĝQ)とHQの有限次元表現論
を自然かつ強力に結びつけている」ことを明確に示すものである．

2. 量子アフィン型Schur-Weyl双対性
まず，通常の量子アフィン型 Schur-Weyl双対性について振り返っておく．2つの自然
数n, dを固定する．

2.1. 古典的Schur-Weyl双対性

古典的な場合から始める．V := Cn+1を sln+1の自然表現とする．そのd回テンソル積
表現V ⊗dはテンソル成分の置換による対称群Sdの右作用を持つ．環上の加群の言葉で
は，U(sln+1)を包絡環，CSdを群環として，V ⊗dは (U(sln+1),CSd)双加群をなす：

U(sln+1) ↷ V ⊗d ↶ CSd.

双加群V ⊗dは対応M 7→ V ⊗d ⊗CSd
M によって有限次元左加群の圏の間の関手

Fn,d : CSd-modfd → U(sln+1)-modfd

を導く．これに関して以下の事実が成立する：

1. [既約表現の対応] 関手Fn,dは圏CSd-modfdの既約対象を圏U(sln+1)-modfdの既
約対象または{0}に送る；

2. [アーベル圏構造の対応] 圏U(sln+1)-modfdおよび圏CSd-modfdはともにアーベ
ル圏として半単純である．したがって，自明に関手Fn,dは完全である．特にn ≥ d

のとき，関手Fn,dによって圏CSd-modfdは圏U(sln+1)-modfdのSerre部分圏 1に
圏同値である；

3. [モノイダル圏構造の対応] 対称群の次数dを動かした直和
⊕

d≥0CSd-modfdには

放物型誘導M ⊙M ′ := Ind
Sd+d′
Sd×Sd′

(M ⊠M ′) によってモノイダル圏の構造が入る．
このとき関手の直和

Fn :=
⊕
d≥0

Fn,d :
⊕
d≥0

CSd-modfd → U(sln+1)-modfd

はモノイダル関手である．つまり，Fn(M ⊙M ′) ∼= Fn(M)⊗ Fn(M
′)という自然

な同型がある．

2.2. 量子化とアフィン化

下図に示す通り，Lie代数sln+1および対称群Sdには，それらの量子化（q変形）とアフィ
ン化，さらにその両者を合わせた量子アフィン化が存在する．その各々に対応してSchur-

Weyl双対性の変種を考えることも可能である．ここで，Uq(sln+1), ŝln+1, Uq(ŝln+1)はそれ
ぞれ量子群，アフィンLie代数，アフィン量子群であり，Hq(Sd), Ŝd := Sd⋉Zd, Hq(Ŝd)

はそれぞれGLdの岩堀-Hecke環，アフィンWeyl群，アフィンHecke環である．以下，
量子化のパラメータqは不定元とし，量子化された代数はいずれも有理関数体k = Q(q)

上定義されていると約束する．特に qは1の冪根ではない．

1アーベル圏の充満部分圏であって，部分・商・拡大を取る操作に関して閉じているもの．
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量子化とアフィン化について表現論的な側面からもう少し詳しく述べよう．一般に複
素単純Lie代数gの量子包絡環（量子群）Uq(g)は量子パラメータqの導入によって包絡
環U(g)をHopf代数として非余可換に変形したものである．表現の言葉で言えば，これ
はテンソル成分の置換V1⊗V2

∼= V2⊗V1がもはやUq(g)加群としての同型にはならない
ことを意味している．結果的に圏Uq(g)-modfdは非対称なモノイダル圏になる．一方，
複素単純Lie代数gに付随するアフィンLie代数 ĝはループLie代数Lg := g⊗C[z±1]の
1次元中心拡大である．我々はその有限次元表現の圏U(ĝ)-modfdに興味がある．しか
し ĝの有限次元表現は常にレベル 0，すなわち中心元が自明に作用することが分かる．
ゆえに結局U(ĝ)-modfdとU(Lg)-modfdは自然に同一視され，特に圏U(ĝ)-modfdは半
単純でない 2．まとめると，標語的には「量子化はモノイダル圏構造の非対称化であり，
アフィン化はアーベル圏構造の非半単純化である」と言える 3．
同様に考えれば，アフィン量子群の有限次元加群圏Uq(ĝ)-modfdがモノイダル圏とし
て非対称かつアーベル圏として非半単純であることは理解しやすい．実際そのような性
質のひとつの現れとして，2つの表現V1, V2 ∈ Uq(ĝ)-modfd についてテンソル積V1⊗V2

とV2⊗ V1は同型にならないことがあるが，それらの組成因子は常に重複度込みで一致
し，Grothendieck環K(Uq(ĝ)-modfd)は可換になることが知られている [7]．

圏 アーベル圏構造 モノイダル圏構造
U(g)-modfd 半単純 対称
Uq(g)-modfd 半単純 非対称
U(ĝ)-modfd 非半単純 対称
Uq(ĝ)-modfd 非半単純 非対称

Hecke環サイドに関しても全く同様のことが成立する．ただし，モノイダル圏の構造
は次数 dに関して有限次元加群圏の直和の上に放物型誘導（の類似）を考えることで
得られる．特に，アフィンHecke環の有限次元加群圏の直和

⊕
d≥0Hq(Ŝd)-modfd は非

半単純アーベル圏かつ非対称モノイダル圏で，そのGrothendieck環は可換になる．こ
のことは後で登場する箙Hecke環の加群圏MQでも同様である．

2.3. 量子アフィン型Schur-Weyl双対性

さて，アフィンHecke環Hq(Ŝd)は 2種類の生成元 {X±1k }1≤k≤d, {Tℓ}1≤ℓ<d といくつか
の関係式によって定義されるk代数であった．ここで元X±1k たちは互いに可換であり，
Laurent多項式環k[X±11 , . . . , X±1d ]と同型な部分代数を生成する．一方，元Tℓたちは組
紐関係式を満たし，岩堀-Hecke環Hq(Sd)と同型な部分代数を生成する．

2例えば，gの非自明な有限次元表現 V に対し，Lgの表現 V [z±1] := V ⊗ C[z±1]を考える．このとき
任意の複素数 a ∈ C×に対し有限次元商V [z±1]/(z − a)2V [z±1]は半単純でない．

3もちろんここでは有限次元表現に話を限定している．



Lie代数sln+1の自然表現V = Cn+1の量子アフィン化として，アフィン量子群Uq(ŝln+1)

はベクトル空間V := kn+1⊗ k[z±1]上に自然な作用を持つ．そのd回テンソル積V⊗d上
にはアフィンHecke環Hq−2(Ŝd)が右から作用する．この作用は，生成元X±1k をk番目
のテンソル成分におけるスペクトル変数 z±1の掛け算作用素に，生成元Tℓを (ℓ, ℓ + 1)

番目のテンソル成分V⊗ V上の正規R行列（後述）を用いて適切に作られる作用素に
それぞれ送ることで定まる．これより (Uq(ŝln+1), Hq−2(Ŝd))双加群を得る：

Uq(ŝln+1) ↷ V⊗d ↶ Hq−2(Ŝd).

定理 2.1 (Chari-Pressley [3]). 対応M 7→ V⊗d ⊗Hq−2 (Ŝd)
M によって誘導される有限次

元加群の圏の間の関手

Fn,d : Hq−2(Ŝd)-modfd → Uq(ŝln+1)-modfd

に関して，以下の事実が成立する：

1. [既約表現の対応] 関手Fn,dは圏Hq−2(Ŝd)-modfdの既約対象を圏Uq(ŝln+1)-modfd

の既約対象または{0}に送る；

2. [アーベル圏構造の対応] 関手Fn,dは完全である．特にn ≥ dのとき，関手Fn,d

によって圏Hq−2(Ŝd)-modfdは圏Uq(ŝln+1)-modfdのSerre部分圏に圏同値である；

3. [モノイダル圏構造の対応] 次数dに関する直和として得られる関手

Fn :=
⊕
d≥0

Fn,d :
⊕
d≥0

Hq−2(Ŝd)-modfd → U(sln+1)-modfd

はモノイダル関手である．つまり，Fn(M ⊙M ′) ∼= Fn(M)⊗Fn(M
′)．

注意 2.2. 上で見たように圏Hq−2(Ŝd)-modfdと圏Uq(ŝln+1)-modfdはともに半単純でな
いので，1の既約表現の対応に関する主張から2の圏同値に関する主張は直ちには導か
れない．この部分が古典的Schur-Weyl双対性の時よりも難しい．

3. Dynkin箙に付随する一般化
以下 X ∈ {A,D,E}とし，Q = (I,Ω)を Xn 型 Dynkin図形から各辺に向きを与えて
得られる箙とする．ここで I = {1, . . . , n}はDynkin図形の頂点集合，Ωは箙Qの矢
の集合（向き付けのデータ）である．また gQを Xn型複素単純 Lie代数 4，{αi}i∈I を
その単純ルートの集合とし，Q+ :=

∑
i∈I Z≥0αiとおく．さらにWを gQのWeyl群，

R+ := W{αi}i∈I ∩ Q+を正ルートの集合とする．

3.1. 箙Hecke環

正ルートの和 β =
∑

i∈I diαi ∈ Q+ に対して，箙 Hecke環HQ(β)が定まる [21, 24]．
これは生成元と関係式で定義される体 k上の次数付き代数である．基礎体 kはとりあ
えず何でも良いが，後で Schur-Weyl双対性を考えるときは k = Q(q)とする．生成元
は 3種類 {ei}i∈Iβ , {xk}1≤k≤d, {τℓ}1≤ℓ<d からなる．ただし d := ht(β) =

∑
i∈I diとし，

4もちろんLie代数 gQは箙Qの向き付けには依らず，Dynkin図形だけで決まるのであるが，箙Qと同
じDynkin型であることを忘れないためにここでは敢えて gQと書く．



Iβ := {(i1, . . . , id) ∈ Id |
∑d

k=1 αik = β} とおいた．集合{ei}i∈Iβは1を分割する直交冪
単元の集合，すなわち

∑
i∈Iβ ei = 1かつ ei · ei′ = δi,i′ei を満たす．また生成元xk, τℓは

それぞれアフィンHecke環Hq(Ŝd)における生成元Xk, Tℓの類似である（ただし τℓた
ちは厳密には組紐関係式を満たさない）．集合 {ei}i∈Iβ ∪ {xk}1≤k≤dは多項式環の直和
Pβ :=

⊕
i∈Iβ k[x1, . . . , xd]ei に同型なHQ(β)の部分代数を生成する．生成元 τℓを含む定

義関係式たちはやや複雑なので本稿では省略する．代わりに箙Hecke環HQ(β)の多項
式表現を記述しよう．これは後でSchur-Weyl双対性の構成でも用いる．

命題 3.1 (cf. [21] Proposition 2.3). 多項式環の直和Pβ =
⊕

i∈Iβ k[x1, . . . , xd]ei には変
数xkの置換および i = (i1, . . . , id) ∈ Iβの成分の並べ替えによる自然なSd作用がある
ことに注意する．階数1の自由Pβ加群Pβ上に，さらに元 τℓがPβ上のk線形作用素

f 7→
∑

i:iℓ=iℓ+1

(sℓ − 1)(ei · f)
xℓ − xℓ+1

+
∑

i:(iℓ←iℓ+1)∈Ω

(xℓ+1 − xℓ)sℓ(ei · f) +
∑

i:それ以外

sℓ(ei · f) (1)

にとして作用することで，箙Hecke環HQ(β)の忠実な右表現HQ(β) ↪→ Endk(Pβ)
opが

定まる．ただし sℓは隣接互換 (ℓ, ℓ+ 1) ∈ Sdである．

箙Hecke環HQ(β)はdeg ei = 0, deg xk = 2, deg(τℓei) = −aiℓ,iℓ+1
によってZ次数付き

代数になる（ただし (aij)i,j∈IはXn型Cartan行列）．この次数付けは下に有界であるこ
とが知られている．特にHQ(β)の次数に関する完備化 ĤQ(β) も自然にk代数となる．
さて，箙Hecke環に関して重要なことはその次数付き加群の圏が量子群Uv(gQ)の圏
化するという事実であり，その点ではGL型アフィンHecke環の場合（LLT-有木の理論）
の精密化・一般化を与えている．より正確には，有限次元次数付き加群圏HQ(β)-gmodfd

を β ∈ Q+に関して直和した圏に放物型誘導の類似によってモノイダル圏の構造が入
り，そのGrothendieck環が量子群の上三角部分の双対整形式U+

v (gQ)
∨
Z[v±1] と同型にな

る [21, 24]．ここでv±1は加群圏の次数シフトに対応する．さらに基礎体kの標数が0なら
ば，この同型の下で既約表現の類がU+

v (gQ)
∨
Z[v±1]の双対標準基底 (dual canonical basis)

の元と 1 : 1に対応する [26, 25]．次数を忘却する関手HQ(β)-gmodfd → ĤQ(β)-modfd

は，Grothendieck環のレベルでは特殊化v = 1に対応する．双対整形式U+
v (gQ)

∨
Z[v±1]の

v = 1における特殊化は可換環であり，その複素化は gQの上三角部分に対応する冪単
群NQの座標環を与える．以上をまとめると次が分かる：

定理 3.2 (Khovanov-Lauda [21], Rouquier [24, 25], Varagnolo-Vasserot [26]). 基礎体k
の標数は0とする．このときモノイダル圏

MQ :=
⊕
β∈Q+

ĤQ(β)-modfd

のGrothendieck環（の複素化）K(MQ)Cは座標環C[NQ]と同型で，これは既約表現の
類と（特殊化された）双対標準基底の元との1 : 1対応を導く．

注意 3.3. 箙 Qが An型単調箙 (1 → 2 → · · · → n)の場合は，箙 Hecke環とアフィ
ンHecke環の間にもっと直接の関係がある．すなわち，箙Hecke環 ĤQ(β)がアフィン
Hecke環Hq(Ŝd)のβから適切に決まる中心指標に関する完備化と同型になる [1, 24]．



3.2. Kang-柏原-Kimによる双加群の構成

ここではKang-柏原-Kim [13]による箙Qに付随するSchur-Weyl双対性の構成を述べる．
まず，Dynkin箙 Qの複素数体 C上の有限次元表現の圏 CQ-modfdのAuslander-

Reiten(AR)箙が重要である．AR箙は圏CQ-modfdの直既約加群（の同型類）を頂点
とし，対応する直既約加群の間の既約射を矢とすることで定まる箙である．Gabrielの
定理より，圏CQ-modfdの直既約加群はその次元ベクトルによって正ルートと 1 : 1対
応しているので，AR箙の頂点集合は正ルートの集合R+と同一視できる．矢の情報も
ルート系の言葉だけで完全に統制される．AR箙には自然に座標を入れることができ，
それによって写像ϕQ : R+ ↪→ I × qZが定まる．これは qZ方向の平行移動を除いて一意
的である．本稿ではこれ以上詳しいことは述べないが，代わりに次ページにAR箙と
その座標の例を図示した．ただし図では正ルート

∑
i∈I kiαi ∈ R+を 1k12k2 · · ·nknと略

記している．特に図1からはAR箙が箙Qの向き付けに依存する様子が窺える．
さて，{ϖi}i∈I を gQの基本ウェイトの集合とする．各 i ∈ Iに対しアフィン量子群

Uq(ĝQ)のレベル0可積分加群Vi であって，古典ウェイトϖiの巡回ベクトルvi ∈ Viを
持ち，その古典ウェイトの集合がWeyl群軌道W ·ϖiの凸包に含まれるような最大のも
のを考える．これはChari-Pressley [4]の意味での大域Weyl加群であり，柏原 [17]に
よるレベル 0端ウェイト加群，中島 [22]による箙多様体の中心ファイバーの同変K群
として実現される標準加群とも同型である．gQがAn型で i = 1のとき，V1はアフィ
ン量子群 Uq(ŝln+1)のベクトル表現 V = kn+1[z±1]に他ならない．一般の場合も同型
EndUq(ĝQ)(Vi) ∼= k[z±1i ]があり，Viはk[z±1i ]加群として有限階数自由である．この ziは
所謂スペクトル変数である．スペクトル変数 ziを任意のスカラーa ∈ k×に特殊化して
得られるViの有限次元商Vi(a) := Vi/(zi − a)Viは既約Uq(ĝQ)加群である．任意の有
限次元既約Uq(ĝQ)表現は Vi(a)たちの適当なテンソル積の組成因子として現れ，モノ
イダル圏Uq(ĝQ)-modfdのGrothendieck環は類 [Vi(a)]たちを変数とする無限変数多項式
環と同型になる [2, 7]．その意味で族{Vi(a)}i∈I,a∈k×は基本的である．
正ルートα ∈ R+に対して，AR箙におけるその座標がϕQ(α) = (i, qp)であったとす
る．このとき，2種類のUq(ĝQ)加群 V̂ (α) := Vi ⊗k[z±1

i ] k[[x]], V (α) := Vi(q
p)を考える．

ただしx := q−pzi− 1とおいた．加群 V̂ (α)は変形パラメータxによる既約加群V (α)の
無限小変形である．そして，単純ルートに付随する加群 V̂ (αi)を用いて

V̂ ⊗β :=
⊕

i=(i1,...,id)∈Iβ
V̂ (αi1)⊗̂V̂ (αi2)⊗̂ · · · ⊗̂V̂ (αid) (2)

と定義する．ここに，次の段落で説明する正規R行列 (normalized R-matrix)を用いて，
箙Hecke環 ĤQ(β)の右作用を入れる．
2頂点 i, j ∈ Iに付随する正規R行列Ri,jはテンソル積加群Vi ⊗ Vj からその順序を

入れ替えたテンソル積加群Vj ⊗ ViへのUq(ĝQ) ⊗ k[z±1i , z±1j ]準同型写像であって，正
規性条件Ri,j(vi ⊗ vj) = vj ⊗ vi を満たすものである．しかし，実際にそのようなRi,j

が存在するためにはスペクトル変数の比 zj/ziに関する局所化を行う必要があり，正確
にはUq(ĝQ)⊗ k[z±1i , z±1j ]準同型写像

Ri,j : Vi ⊗ Vj → k(zj/zi)⊗k[(zj/zi)±1] (Vj ⊗ Vi) , Ri,j(vi ⊗ vj) = 1⊗ (vj ⊗ vi)

としてはじめてwell-definedに定まる．正規R行列Ri,jがzj/zi = aj/aiに極を持つとい
うことは，Uq(ĝQ)準同型Vi(ai)⊗ Vj(aj)→ Vi(ai)⊗ Vj(aj) であって（古典）最高ウェ
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イト空間の同型 k(vi ⊗ vj) ∼= k(vj ⊗ vi) を導くものが存在しないことを意味しており，
特にこのときVi(ai)⊗ Vj(aj) ̸∼= Vj(aj)⊗ Vi(ai)であることが従う．このように正規R行
列がどこに極を持つかを理解することは圏Uq(ĝQ)-modfd のモノイダル圏としての性質
を理解する上で極めて重要である．
以上の準備のもとで箙Hecke環の作用を具体的に述べることができる．

定理 3.4 (Kang-柏原-Kim [13], Oh-Scrimshaw [23], F. [9]). 以下の対応は，式 (2)で定
義される左Uq(ĝQ)加群 V̂ ⊗β上に，箙Hecke環 ĤQ(β)の右作用を定義する：

ei 7→ i番目の直和成分への射影;

xk 7→ k番目のテンソル成分上の変形パラメータxを掛ける作用素;

τℓ 7→ 命題 3.1の式 (1)に現れる sℓを正規R行列に置き換えて得られる作用素.

これにより V̂ ⊗βは (Uq(ĝQ), ĤQ(β))双加群をなす：

Uq(ĝQ) ↷ V̂ ⊗β ↶ ĤQ(β).

注意 3.5. ここで非自明なのは τℓの作用のwell-defined性である．これを直接示すには
構成に関係する正規R行列の極とその位数を知る必要がある．代数的方法では箙Qの
Dynkin型に対する個別の考察により，AD型のときは [13]で，E型のときは計算機を援
用して [23]でなされた．一方，[9]による幾何学的別構成（後述の定理 4.3）を用いる証
明はDynkin型について統一的かつ計算機を使わない．

3.3. 誘導される関手の性質

双加群 V̂ ⊗β は対応M 7→ V̂ ⊗β ⊗ĤQ(β) M によって加群圏の間の関手 ĤQ(β)-modfd →
Uq(ĝQ)-modfdを誘導する．ここで，既約加群 {V (α)}α∈R+を含みかつテンソル積で閉
じている最小の Serre部分圏 CQ ⊂ Uq(ĝQ)-modfd を考えると，構成より圏 CQは関手
の像を含む．実はこの部分圏CQはもともとHernandez-Leclerc [12]によってKang-柏
原-Kim [13]以前に研究されており，座標環C[NQ]の圏化を与えることが分かっていた．

定理 3.6 (Hernandez-Leclerc [12]). モノイダル圏CQのGrothendieck環K(CQ)Cは座
標環C[NQ]と同型で，これは既約表現の類と双対標準基底の元の間の1 : 1対応を導く．
実際にはこの同型の量子化が成立する．

定理 3.2と定理 3.6を合わせると，環同型K(MQ) ∼= K(CQ)であって既約表現の類
の間の 1 : 1対応を導くものが存在することが分かる．箙Qに付随する Schur-Weyl双
対性はこの環同型を圏化する．すなわち：

定理 3.7 (Kang-柏原-Kim [13]). 双加群 V̂ ⊗βが誘導する関手 ĤQ(β)-modfd → CQ から，
さらに定義域のβ ∈ Q+に関する直和を考えることによって得られる関手

FQ : MQ → CQ

はモノイダル完全関手であり，Grothendieck 環のレベルで上記の環同型 K(MQ) ∼=
K(CQ) を導く．特に，関手FQ は圏MQ の既約対象を圏 CQ の既約対象に送り，こ
の対応は同型を除いて1 : 1である．

次節で説明する幾何学的考察を用いるとさらに次が証明できる．



定理 3.8 ([8, 9]). 関手FQはモノイダル圏の同値MQ ≃ CQである．

注意 3.9. 注意 2.2で述べたことと同様であるが，圏MQ,CQはともに半単純でないの
で，既約対象の1 : 1対応（定理 3.7）から直ちに圏同値（定理 3.8）が導けるわけでは
ないことに念のため注意を向けておく．

注意 3.10. 箙QがAn型単調箙Q = (1→ 2→ · · · → n)のとき，箙Hecke環ĤQ(β)はア
フィンHecke環Hq−2(Ŝd)の適当な中心指標に関する完備化と同型になるのだった（注
意 3.3）．このとき同様の完備化によって双加群V⊗dから双加群 V̂ ⊗β が得られる．その
意味で，箙Qに付随するKang-柏原-Kimの構成は通常の量子アフィン型Schur-Weyl双
対性の構成の一般化と言える．また，この特別な場合における定理 3.7および定理 3.8

はChari-Pressley [3]の議論の直接の帰結としても得られる．

4. 幾何学的解釈
前節までの記号を引き続き用いる．特にk = Q(q)とする．また以下で多様体と言えば
それは常に準射影的複素代数多様体を意味するものとする．

4.1. 双加群の幾何学的レシピ

Gを線形代数群とし，R(G)をその表現環とする．ただし本稿で具体的に扱うのはGが
一般線形群GLk(C)いくつかの直積になっている場合だけである．G = GLk(C)のとき
は標準的な同型R(GLk(C)) = Z[X±11 , . . . , X±1k ]Skがある．
今，群Gが代数的に作用する多様体とそれらの間のG同変な固有射からなる図式

M1 M2

N
↶ G

が与えられたとする．ここで多様体N は特異点を持っても良いが，多様体M1とM2

は非特異であると仮定する．このとき，畳み込み積 (convolution product, cf. [6]) に関
して，G同変K群KG(M1 ×N M1)およびKG(M2 ×N M2)はともにR(G)代数をなし，
KG(M1 ×N M2)は (KG(M1 ×N M1), K

G(M2 ×N M2))双加群をなす：

KG(M1 ×N M1) ↷ KG(M1 ×N M2) ↶ KG(M2 ×N M2).

以下ではこのレシピを具体的な設定に適用することで，量子アフィン型Schur-Weyl

双対性とその箙Qに付随する一般化が幾何学的に実現できることを述べる．

4.2. 通常のSchur-Weyl双対性の幾何学的解釈

2つの自然数n, dを固定する．ここでは以下の図式に対してレシピを適用する：

Mn
d Fd

Nd

↶ Gd = GLd(C)× C×π µ

記号の意味をひとつずつ説明しよう．Nd := {x ∈ End(Cd) | xd = 0} gld(C)の冪零錐，

Bd := {F • = (Cd = F 0 ⊋ F 1 ⊋ · · · ⊋ F d = 0) | F i は部分ベクトル空間}



はGLd(C)の旗多様体，µ : Fd := T ∗Bd → Ndは Springer特異点解消である．余接束
Fd = T ∗Bdは標準的に

Fd = {(F •, x) ∈ Bd ×Nd | x(F k−1) ⊂ F k, 1 ≤ ∀k ≤ d}.

と同一視できて，この同一視の下でµは単に射影 (F •, x) 7→ x である．
左側の固有射π : Mn

d → Ndは上と類似の構成を旗多様体Bdの代わりにn+ 1ステッ
プの部分旗のなす多様体Bn

dに対して行うことで得られる．すなわち，

Bn
d := {F • = (Cd = F 0 ⊃ F 1 ⊃ · · · ⊃ F n+1 = 0 | F i は部分ベクトル空間},

Mn
d := {(F •, x) ∈ Bn

d ×Nd | x(F k−1) ⊂ F k, 1 ≤ ∀k ≤ n+ 1},

であって π(F •, x) = xである．多様体Nd,Fd,M
n
d には自然なGLd(C)作用に加えて，

1次元代数的トーラス C×の作用 C× ∋ t : x 7→ t2xが入る．このとき，µ, πはともに
Gd := GLd(C)× C× 作用に関して同変な固有射である．
簡単のためA := R(C×) = Z[X±1]とおき，kをX 7→ qによってA代数とみなす．

Kashdan-Lusztigおよび Ginzburgは k代数の同型 Hq−2(Ŝd) ∼= KGd(Fd ×Nd
Fd) ⊗A

k が存在することを示した (cf. [6])．一方，Ginzburg-Vasserot [11]は k代数の準同型
Φ: Uq(ŝln+1)→ KGd(Mn

d ×Nd
Fd)⊗A k を構成した．これらを踏まえたうえで，前節の

レシピにより，通常の量子アフィン型Schur-Weyl双対性が幾何学的に実現される．

定理 4.1 (Ginzburg-Reshtikhin-Vasserot [10]). 同型V⊗d ∼= KGd(Mn
d ×Nd

Fd) ⊗A kで
あって，次の図式を可換にするようなものが存在する：

Uq(ŝln+1) Hq−2(Ŝd)V⊗d

KGd(Mn
d ×Nd

Mn
d)⊗A k KGd(Fd ×Nd

Fd)⊗A kKGd(Mn
d ×Nd

Fd)⊗A k
Φ ∼=∼=

↷ ↶

↷ ↶

4.3. Dynkin箙に付随する場合

Dynkin箙Q = (I,Ω)と元 β =
∑

i∈I diαi ∈ Q+ からなる組 (Q, β)を固定する．また，
前と同様にd := ht(β) =

∑
i∈I di とおく．

各 i ∈ Iに対して di次元ベクトル空間Di = Cdi を固定し，集合 Iで次数付けられた
ベクトル空間D :=

⊕
i∈I Diを考える．このとき，前節のNd,Bd,Fdの箙Qに付随する

類似として，多様体Eβ,Bβ,Fβをそれぞれ次のように定義する：

Eβ :=
⊕

(i→j)∈Ω

HomC(Di, Dj),

Bβ := {F • = (D = F 0 ⊋ F 1 ⊋ · · · ⊋ F d = 0) | F kは I次数付き部分ベクトル空間},
Fβ := {(F •, x) ∈ Bβ × Eβ | x(F k−1) ⊂ F k, 1 ≤ ∀k ≤ d}.

ここで，Eβは箙Qの次元ベクトルβの表現の空間であり，多様体としては単にアフィ
ン空間である．各多様体には群Gβ :=

∏
i∈I GL(Di) が自然に作用し，射µ : Fβ → Eβ

をµ(F •, x) = x で定義すれば，これはGβ同変な固有射であることが分かる．これらは
もともとLusztigによって量子群の標準基底 (canonical basis)を構成する際に導入され



たものであるが，Varagnolo-Vasserot [26]はこれを用いて箙Hecke環HQ(β)が幾何学
的に実現できることを示した．特に [26]の結果からk代数の同型

ĤQ(β) ∼= K̂Gβ(Fβ ×Eβ
Fβ)k

を導くことができる．ただし，K̂G(−)kは同変K群KG(−) ⊗Z k の標準的な完備化を
表す．
一方，アフィン量子群Uq(ĝQ)の表現を幾何学的に実現する多様体としては，中島によ
る箙多様体π : M(W )→M0(W )がある．詳しい構成はここでは述べないが，これらは
箙Qの枠付き表現の空間の余接束からHamilton簡約によって構成され，枠に対応するI

次数付きベクトル空間W =
⊕

i∈I Wi を入力データに持つ．Hamilton簡約で商をとると
きの安定性パラメータを変えることで非特異な多様体M(W )と一般には特異点を持つ
アフィン多様体M0(W )との2種類が構成される．ともに群GW :=

∏
i∈I GL(Wi)×C×

の作用をもち，自然な固有射 π : M(W ) → M0(W )はGW 同変になる．中島 [22]は各
Wに対して，k代数の準同型

Φ: Uq(ĝQ)→ KGW
(
M(W )×M0(W ) M(W )

)
⊗A k (3)

を構成した．箙QがAn型でWi = Cδ1idのとき箙多様体π : M(W )→M0(W )は前節の
π : Mn

d → π(Mn
d)と同じになり，中島 [22]の構成はGinzburg-Vasserot [11]の構成の一

般化を与える．
今，与えられた (Q, β)から I次数付きベクトル空間W =

⊕
i∈I Wi と 1次元トーラ

スTβ ⊂ GW を適切に定めて，箙多様体π : M(W ) →M0(W )のTβ固定点部分として，
π• : M•

β → M•
0,βなる固有射を得る．正確には単純ルート αiのAR箙における座標を

ϕQ(αi) = (ki, pi)と書いて，

Wi :=
⊕

j : kj=i

Dj, Tβ :=

{(
⊕
j∈I

tpj idDj
, t

)
| t ∈ C×

}

と定義し，M•
β := M(W )Tβ ,M•

0,β := M0(W )Tβと定める．一般にこのようなトーラス
に関する箙多様体の固定部分を次数付き箙多様体と呼ぶ．トーラスTβ ⊂ GWの中心化
群は自然に群Gβ =

∏
i∈I GL(Di) を含んでおり，固有射π• : M•

β →M•
0,βはGβ同変に

なる．中島の準同型 (3)において値域をTβに対応する表現環R(GW ) ⊗A kの極大イデ
アルに関して完備化し，さらに局所化定理を適用することで準同型写像

Φ̂ : Uq(ĝQ)→ K̂Gβ(M•
β ×M•

0,β
M•

β)k

を得る．我々の構成の鍵は定理 3.6の幾何学的根拠として証明された次の事実である．

定理 4.2 (Hernandez-Leclerc [12]). Gβ多様体としての同型M•
0,β
∼= Eβが存在する．

これにより，次の図式を得る：

M•
β Fβ

M•
0,β Eβ∼=

π• µ ↶ Gβ



この図式にはレシピを適用することができて，結果として箙Qに付随するSchur-Weyl

双対性の幾何学的実現を得る．

定理 4.3 ([9]). 同型 V̂ ⊗β ∼= K̂Gβ(M•
β ×Eβ

Fβ)k であって，次の図式を可換にするよう
なものが存在する：

Uq(ĝQ) ĤQ(β)V̂ ⊗β

K̂Gβ(M•
β ×Eβ

M•
β)k K̂Gβ(Fβ ×Eβ

Fβ)kK̂Gβ(M•
β ×Eβ

Fβ)k

Φ̂ ∼=∼=

↷ ↶

↷ ↶

注意 4.4. 箙QがAn型単調箙Q = (1 → 2 → · · · → n)のとき，定理 4.3の図式は定
理 4.1の図式を適切に完備化することによって得られる．このことは注意 3.10の幾何
学的説明を与えている．

5. 補足
本稿で扱った「箙Qに付随するSchur-Weyl双対性」は，実際にはKang-柏原-Kim [14]に
よるもっと一般的な枠組みにおけるひとつの重要だが特殊な例である．[14]では，（ADE型
に限らない）アフィン量子群Uq(ĝ)の良い表現の族を入力データとして与えたとき，それ
らのテンソル積の間の正規R行列の極とその位数のデータから（Dynkin型に限らない）
箙Qが決め，対応する箙Hecke環HQの加群圏からのモノイダル関手F : HQ-modfd →
Uq(ĝ)-modfd を構成する一般的な手続きが示されている．その特殊例として，本稿で
扱ったもの以外にも，興味深い関手が多く構成されている [15, 16, 18, 19, 20, 23]．そ
れらに対しても，例えば本稿で述べたような方法（幾何学的解釈など）を用いてより
深い理解が得られるかどうかは今後追究すべき課題のひとつである．
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