
Birational Weyl group actions via mutation
combinatorics in cluster algebras ∗

津田照久 (一橋大学大学院経済学研究科)

概要

団代数は，箙（有向グラフ）の変異と呼ばれる操作と，ある簡単な双有理変換によっ
て生成される代数構造である。この講演では，団代数を介したワイル群の双有理表現の
構成法について紹介する。得られる双有理表現は，ある有理代数多様体上のワイル群作
用や q-差分パンルヴェ方程式など，可積分系にも関係した興味深いクラスを与える。と
くに，構成の鍵となる「閉路グラフに付随する鏡映変換」の組合せ的な側面に焦点をあ
てて論ずる。

1 団代数からの準備

はじめに Fomin–Zelevinsly [3]に従って，団代数について必要な事柄をまとめる。Q = (V, E)
は V = {1, 2, . . . ,N}を頂点集合，E ⊆ V ×V を有向辺集合とする箙（有向グラフ）である。但
し Qは辺として自己ループ i → iおよび 2サイクル i → j → iは持たないものとする。尚，
同じ 2頂点の間に複数の辺を持っても構わない。
代数的に独立で可換な変数の組 y = (y1, y2, . . . , yN)を y変数と呼び，Qと yの組を（初期）

Y 種子と呼ぶ。頂点 kにおける Y 種子の変異（mutation）(Q′, y′) = µk(Q, y)を定義しよう。
箙の変異 Q′ = µk(Q)は次の手順で定める。

1. 部分グラフ i→ k → jごとに辺 i→ jを加える

2. 頂点 kを含む辺の向きを全て反転する

3. 現れた 2サイクルを消す

また y変数の変異 y′ = µk(y)は Qの符合付き隣接行列 B = (bi j)N
i, j=1:

bi j = −b ji =（辺 i→ jの本数）
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を用いて，次の双有理変換で定める。

(1) y′i =


yk
−1 (i = k)

yi
(1 + yk)[bik]+

(1 + yk
−1)[bki]+

(i , k)

ここで a ∈ Rに対し [a]+ = max{a, 0}という記号を用いた。変異の合成 w = µi1 ◦ µi2 ◦ · · · ◦ µi`

の有理函数 ϕ = ϕ(y)への作用は
w.ϕ(y) = ϕ(y.w)

のように，y変数への右作用によって定義する。このとき

µk
2 = id （対合性） および µi ◦ µ j = µ j ◦ µi (bi j = 0)

が成り立つ。
箙 Qには頂点のラベルの貼り替えとして対称群 SN が作用する。これを

σ(yi) = yσ(i), σ ∈ SN

のように y変数に拡張すれば，任意の i, j ∈ V に対して

(i, j) ◦ µi = µ j ◦ (i, j)

が成り立つ。また箙 Qの辺の向きを一斉に反転する操作を ιと記し，y変数への作用を

ι(yi) = yi
−1

と定めれば，任意の変異と ιは可換となる。
変異 µk や置換 σ ∈ SN（および反転 ι）は，一般に箙 Qの形を変える。与えられた箙 Qに
対して，変異と置換の合成で Qを不変に保つものの全体を GQ と表す。このとき GQ は y変
数への作用を介して，有理函数体 Q(y1, y2, . . . , yN) 上の非自明な双有理変換群を定める。こ
れが我々の興味ある対象である。

例 (変異の合成の計算). 次の Y 種子

Q =

1

3

2-

6 �
�

�	
および y = (y1, y2, y3)

に変異の合成 w = µ2 ◦ µ1 を施す。箙の変異は，上記 1, 2, 3の手順から

µ1(Q) =

1

3

2�

?
, µ2 ◦ µ1(Q) =

1

3

2-

?
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となる。一方 y変数の変異は，箙 Qにおいて

µ1(y1) = y1
−1, µ1(y2) = y2

(
1 + y1

−1
)−1
, µ1(y3) = y3(1 + y1),

また箙 µ1(Q)において

µ2(y1) = y1

(
1 + y2

−1
)−1
, µ2(y2) = y2

−1, µ2(y3) = y3

ゆえ，合成の規則から

µ2 ◦ µ1(y1) = µ1(y1)
(
1 + µ1(y2)−1

)−1
= y1

−1
(
1 + y2

−1
(
1 + y1

−1
))−1
=

y1

1 + y1 + y1y2
,

µ2 ◦ µ1(y2) = µ1(y2)−1 = y2
−1

(
1 + y1

−1
)
=

1 + y1

y1y2
,

µ2 ◦ µ1(y3) = µ1(y3) = y3(1 + y1)

と計算できる。

註. 団変数と呼ばれる変数の組 x = (x1, x2, . . . , xN)に対し，双有理変換

x′ = µk(x), x′i =


xk
−1

∏
j→k

x j +
∏
j←k

x j

 (i = k)

xi (i , k)

を考える。このとき，あらゆる変異の繰り返しで得られる団変数によって生成される xの有
理函数体の Z部分代数を箙 Qに付随する団代数（cluster algebra）という。変数変換

ŷi =

∏
j→i

x j


∏

j←i

x j


−1

を介して，ŷi は yi と同じ変換則 (1)を満たす。尚，団代数の文脈において，y変数の変換則
は「係数付き団代数」に現れるものに相当する。

2 閉路グラフに付随する鏡映変換

nを 2以上の整数とする。また，変異の合成について µi1,i2,...,i` = µi1 ◦ µi2 ◦ · · · ◦ µi` のような略
記法を用いる。
はじめに，箙として長さ nの向き付けられた閉路グラフ

C = (1→ 2→ · · · → n→ 1) =



c1 - c2 - c3 -
· · · cn − 1

c
n

HHHHY ����� (n ≥ 3)

c1 c2 (n = 2)
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を考える。変異と置換の合成の列

(2) R = M−1 ◦ (n − 1, n) ◦ M, M = µn−1,...,2,1 = µn−1 ◦ · · · ◦ µ2 ◦ µ1

によって閉路 C に付随する鏡映 R = RC を定義しよう。

命題 1. 変換 Rは箙 C を不変に保ち，かつ R2 = idを満たす。

証明 対合性 R2 = idは µk
2 = (n − 1, n)2 = idから容易に従う。箙については，下図のように

変異の様子を追いかけられる。

C = c1 - c2 - c3 -
· · · cn − 1

c
n

HHHHY �����

µ1−→ c1� c2 - c3 -
· · · cn − 1

c
n

HHHHj
�����@

@I

µ2−→ c1 - c2� c3 -
· · · cn − 1

c
n

�����
@

@R
6

「 3角形 n→ k + 1→ k → nが右にずれていく」

· · · µn−2−→ c1 -
· · · cn − 2 cn − 1

�c
n
?

µn−1−→ c1 -
· · · cn − 2 cn − 1

-c
n
?

= M(C)

最後の三つ叉グラフ M(C)は，頂点 n−1と nについて対称な形ゆえ，明らかに置換 (n−1, n)
で不変である。よって

R(C) = M−1 ◦ (n − 1, n) ◦ M(C) = M−1 ◦ M(C) = C

が従う。 �

閉路グラフ C に頂点 nの「複製」 n′ を付け加えた箙

Q = c1 - c2 - c3 -
· · · cn − 1

c
n

HHHHY �����

c
n′

@
@

@
@I �

�
�

�	

を考える。このとき鏡映 R = RC と置換 (n, n′)について，次が成り立つ。

命題 2. (R ◦ (n, n′))3 = id

証明 箙 Qに先程と同じ変異の合成 M = µn−1,...,2,1 を施すと，3頂点 n − 1, n, n′ が対称な四
つ叉グラフ

M(Q) = c1 -
· · · cn − 2 cn − 1

-c
n′
? c@

@R

n
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が得られる。ここで M = µn−1,...,2,1 と (n, n′)は可換ゆえ

R ◦ (n, n′) = M−1 ◦ (n − 1, n) ◦ M ◦ (n, n′)

= M−1 ◦ (n − 1, n) ◦ (n, n′) ◦ M

となり，(n − 1, n) ◦ (n, n′)が位数 3の巡回置換であることから (R ◦ (n, n′))3 = idが従う。 �

とくに上の証明から箙 Qが鏡映 RC で不変に保たれることが分かる。
ところで，一般に閉路 C を部分グラフとして含む箙 Q (⊇ C)は，一体いつ鏡映 R = RC で
不変となるのだろうか。まず鏡映の定義

RC = M−1 ◦ (n − 1, n) ◦ M, M = µn−1,...,2,1

から，
Qが鏡映 RC で不変 ⇐⇒ M(Q)が置換 (n − 1, n)で不変

であることに注意しておこう。

鏡映不変な箙の特徴付け 次の補題は簡単だが，この問題の大切な鍵である。

補題 3. 閉路 C = (1 → 2 → · · · → n → 1)に「松葉グラフ」w = (k → e → `)を付け加えた
箙 Q = C ∪ wを考える。但し eは C にない新しい頂点で，k, `は C の相異なる任意の 2頂
点である。このとき R = RC は箙 Qを不変に保つ。

証明 変異の合成 M = µn−1,...,2,1 を施した箙 M(Q)は頂点 n − 1と nについて対称となる。こ
れは，実際に変異の様子を追いかけることで容易に確かめられる。例えば 2 ≤ ` < k ≤ n − 1
の場合，

Q = c1 -- c` - ck n − 1
- cc

n
PPPPPPi ������)

�
�	 @

@I
ce

M−→ c c c c cc
ce

�
�	 @

@I
- - - -

?

1

` − 1 k − 1

n − 2 n − 1

n

= M(Q)

のようになる。あとは命題 1の証明と同様である。 �

閉路 C に「松葉」をいくつ付け加えても得られる箙は，やはり RC 不変である。

補題 4. 閉路 C = (1 → 2 → · · · → n → 1)にm個の「松葉」wi = (ki → ei → `i)を付け加え
た箙 Q(m) = C ∪∪m

i=1 wi を考える。但し，各 ei は C にない新しい頂点で，各 ki, `i は C の
相異なる任意の 2頂点である。（尚，付け加わる新しい頂点と辺には重複があっても構わな
い。）このとき R = RC は箙 Q(m) を不変に保つ。

証明 まず M = µn−1,...,2,1の形から M(C ∪wi)と M(Q(m))は，ともに M(C)を部分グラフとし
て含む。さらに 2つのグラフ∪m

i=1(M(C∪wi)−M(C))と M(Q(m))−M(C)は Ve = {e1, e2, . . . , em}
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の頂点同士を結ぶ辺を除いて等しい1。命題 1と補題 3から M(C)と M(C ∪ wi)は，ともに
頂点 n − 1と nについて対称である。よって M(Q(m))も頂点 n − 1と nについて対称となり，
Q(m) は R = RC で不変である。 �

箙の変異の定義から直ちに従う次の一般的な事実を述べておこう。

補題 5. 自己ループと 2サイクルを持たない箙 Q = (V, E)を考える。部分集合 V0 ⊂ V につ
いて，Qから V1 = V \ V0 の頂点同士を結ぶ辺を除いた箙を Q′ とおく。このとき，任意の
変異の合成列 M = µi1,i2,...,i` (i1, i2, . . . , i` ∈ V0)に対し，M(Q)と M(Q′)は V1 の頂点同士を結
ぶ辺を除いて等しい。

ここまでの準備の下で，鏡映不変な箙の特徴付けが得られる。

定理 6 (cf. Goncharov–Shen [4, Theorem 7.7]). 閉路 C = (1→ 2→ · · · → n→ 1)を部分グラ
フとして含む箙 Qが鏡映 R = RC で不変となるための必要十分条件は，

条件 (W) :
閉路 C に含まれない Qの任意の頂点 vに対し，vから C に入る辺
と出る辺の本数が等しい

である。

証明 この証明では，C の頂点に接続する全ての辺からなる Qの部分グラフを Q′ と記す。
［十分性］Qが条件 (W)を満たすならば，Q′ は C に適当な数の「松葉」を付け加えた箙
に等しい。このとき補題 4から M(Q′)は頂点 n− 1と nについて対称ゆえ，補題 5から M(Q)
もそうなる。即ち Qは R = RC で不変である。
［必要性］R不変な箙 Qが条件 (W)を満たさないと仮定して，矛盾を導く。条件 (W)よ
り Q′ から適当な数の「松葉」を除いた箙 Q′′ は，C の 1つの頂点 nに p個の多重辺 v j

m j→ n

または v j
m j← n (1 ≤ j ≤ p)を付け加えた形にできる。ここで v1, v2, . . . , vp は C にない相異な

る頂点とした。明らかに M(Q′′)は頂点 n − 1と nについて対称ではない。また Q′′に適当な
数の「松葉」w1,w2, . . . ,wqを付け加えた箙である Q′に対し，2つのグラフ M(Q′)−M(C)と∪q

k=1(M(C ∪ wk) − M(C)) ∪ (M(Q′′) − M(C)) は C の頂点に接続する辺に制限すれば等しい。
よって補題 4と同様の議論から M(Q′)も頂点 n − 1と nについて対称ではない。
しかるに Qの R不変性から M(Q)は頂点 n−1と nについて対称となり，補題 5から M(Q′)
もそうなる。これは矛盾である。 �

双有理変換 R = RC の具体形と巡回対称性 n変数多項式

F(y) = F(y1, y2, . . . , yn)

= y0 + y0y1 + y0y1y2 + · · · + y0y1 · · · yn−1

を導入する。但し，変数 y = (y1, y2, . . . , yn)の添字は Z/nZの元と看做す（つまり yi+n = yi な
る周期性を課す）。また巡回置換 ρ = (1, 2, . . . , n) ∈ Sn を用いて，F = F(y)の変数の添字を k

1グラフ Gとその部分グラフ H について，差 G − H は Gから H の辺を除いて得られるグラフを表す。
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だけずらして得られる多項式

Fk = ρ
k.F(y) = F(yk+1, yk+2, . . . , yn+k), k ∈ Z

も導入しておく。
はじめに箙が閉路 C = (1→ 2→ · · · → n→ 1)の場合，鏡映 R = RC = µ1,2,...,n−1 ◦ (n− 1, n) ◦
µn−1,...,2,1 の y変数への作用は

(3) R(yk) =
Fk−1

yk−1Fk+1
, k = 1, 2, . . . , n

となることが単純な計算から従う2。とくに添字の巡回置換 ρ = (1, 2, . . . , n) ∈ Sn に対して

ρ−1 ◦ R ◦ ρ = R

のような対称性が (3)式の具体形から直ちに分かる。
次に閉路 C = (1 → 2 → · · · → n → 1)に 1個の「松葉」w = (1 → e → n)を付け加えた箙

Q = C ∪ wを考える。変異の定義式 (1)より明らかに R = RC の yk (k = 1, 2, . . . , n)への作用
は，箙が C の場合 (3)に等しい（一般に C を含み，かつ鏡映 R = RC で不変な箙 Qについて
も全く同様である）。あとは新しい頂点 eの変数 ye への作用について調べればよい。

補題 7. 閉路 C = (1 → 2 → · · · → n → 1)に 1個の「松葉」w = (1 → e → n)を付け加えた
箙 Q = C ∪ wについて，鏡映 R = RC の ye への作用は

(4) R(ye) = ye
ynF1

Fn

で与えられる。

証明 箙 Q′ = µ1(Q)は下図のように長さ n − 1の閉路 C′ = (2→ 3→ · · · → n→ 2)を含む。

Q = c1 - c2 - c3 -
· · · cn − 1

c
n

HHHHY �����c? -
e

µ1←→ Q′ = µ1(Q) = c1� c2 - c3 -
· · · cn − 1

c
n

HHHHj
�����c6

e
@

@I

このとき鏡映 R = RC は C′ に付随する鏡映 R′ = RC′ を用いて

R = µ1 ◦ R′ ◦ µ1

と表される。勿論，定理 6より Q′ は R′ 不変である。
そこで，初期 Y 種子 (Q, y = (y1, y2, . . . , yn, ye))の変換の様子を追いかけてみよう。

(Q, y)
µ1←→ (Q′ = µ1(Q), y′)

R′←→ (Q′′ = Q′, y′′)
µ1←→ (Q′′′ = Q, y′′′)

2例えば，閉路 C の長さ nに関する帰納法を用いて容易に証明できる。
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変異の定義式 (1)より

y′e = µ1(ye) = ye
y1

1 + y1
, y′′′e = µ1(y′′e ) = y′′e (1 + y′′1 ) = y′′e

(
1 +

1
y′′′1

)
である。また箙 Q′において頂点 eは C′に隣接しないので，y′′e = R′(y′e) = y′eとなる。これら
と既に示した (3)式：

y′′′1 = R(y1) =
Fn

ynF2

を合わせれば，

y′′′e = R(ye) = ye
y1

1 + y1
· Fn + ynF2

Fn
(5)

が従う。最後に簡単な恒等式

Fk + ykFk+2 =
yk(1 + yk+1)Fk+1

yk+1
, k ∈ Z/nZ

の成立に注意すれば，(5)は (4)と等価である。 �

上と同じ箙 Qに対し，Q′ = µn(Q)は下図のようにやはり長さ n − 1の閉路 C′ = (1→ 2→
· · · → n − 1→ 1)を含み，かつ頂点 eは C′ に隣接しない。

Q = c1 - c2 - c3 -
· · · cn − 1

c
n

HHHHY �����c? -
e

µn←→ Q′ = µn(Q) = c1 - c2 - c3 -
· · · cn − 1

c
n

HHHHj ����*c�
e

�

ここで変異と置換の合成列

T := µn,1,2,...,n−2 ◦ (n − 2, n − 1) ◦ µn−2,...,2,1,n = ρ
−1 ◦ R ◦ ρ

を考える。但し ρ = (1, 2, . . . , n) ∈ Sn である。このとき，補題 7の証明と全く同様の議論に
よって双有理変換 T (ye)の具体形が計算できるが，驚くべきことに T (ye) = R(ye)が成り立つ。
即ち，鏡映 R = RC は箙 Qにおいても巡回対称性 ρ−1 ◦ R ◦ ρ = Rを持つ。
次は補題 7の一般化である（k = 1の場合が補題 7そのもの）。

補題 8. 閉路 C = (1→ 2→ · · · → n→ 1)に 1個の「松葉」wk = (k → e→ k − 1) (k ∈ Z/nZ)
を付け加えた箙 Q = C ∪ wk について，鏡映 R = RC の ye への作用は

R(ye) = ye
yk−1Fk

Fk−1

で与えられる。

証明 鏡映 Rの持つ上記の巡回対称性を用いれば，補題 7より明らかである。 �
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以下，箙 Q = (V, E)は閉路 C = (1 → 2 → · · · → n → 1)を部分グラフとして含み，かつ
鏡映 R = RC で不変なものとする。また C の頂点集合を I = {1, 2, . . . , n}と記す。このとき定
理 6より，C に属さない任意の頂点 e ∈ V \ I について，部分集合 {e} ∪ I ⊂ V の誘導する部
分グラフ3 Q[{e} ∪ I] ⊆ Qは，閉路 C に eを新しい頂点とする適当な個数の「松葉」を付け
加えた形になっている。即ち，非負整数の組 m = (m1,m2, . . . ,mn) ∈ (Z≥0)n を適当にとると，
Q[{e} ∪ I]は C に「松葉」wk = (k → e→ k − 1)を mk 個ずつ付け加えた箙 C ∪∪n

k=1 mkwk に
等しい。

命題 9 (cf. [4, Theorem 7.7]). 箙 Qは閉路 C = (1 → 2 → · · · → n → 1)を部分グラフとして
含み，かつ鏡映 R = RC で不変なものとする。このとき，

i) C の頂点 k ∈ I について
R(yk) =

Fk−1

yk−1Fk+1
;

ii) C に外から隣接する頂点 eについて，上のような非負整数の組 m = (m1,m2, . . . ,mn) ∈
(Z≥0)n を定めると，

R(ye) = ye

n∏
k=1

(
yk−1Fk

Fk−1

)mk

;

iii)それ以外の頂点 vについて R(yv) = yv である。

証明 i)は既に示してあり（補題 7の手前を見よ），iii)は変異の定義から自明である。以下，
ii)を示す。まず，各 k ∈ I について mk 個の「松葉」wk,i = (k → ek,i → k − 1) (1 ≤ i ≤ mk)を
閉路 C に付け加えて得られる箙 Q̃ = C ∪ ∪n

k=1
∪mk

i=1 wk,i を考える。但し，付け加わる |m| =
m1 + m2 + · · · + mn 個の新しい頂点 {ek,i}は互いに異なるものとする。このとき，補題 8より

R(yek,i) = yek,i

yk−1Fk

Fk−1

である。一方，頂点 {ek,i}を全て 1点 eに接着して得られる箙は Q[{e} ∪ I]に等しい。ここで
頂点 eの変数 ye は {yek,i}の積

ye =

n∏
k=1

mk∏
i=1

yek,i

として定められる。鏡映 R = RC の ye への作用が Qでも Q[{e} ∪ I]でも同じであることに注
意すれば，上の 2式から ii)は直ちに従う。 �

とくに（繰り返しになるが），鏡映 R = RC の y変数への双有理変換の具体形から巡回対
称性

(6) ρ−1 ◦ R ◦ ρ = R, ρ = (1, 2, . . . , n) ∈ Sn

が成り立つ。

3つまり Q[{e} ∪ I]は，両端点が {e} ∪ I に属する辺からなる Qの部分グラフを表す。
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系 10 (cf. [4, Theorem 7.1]). 任意の置換 σ ∈ Sn に対し，σ−1 ◦ R ◦ σ = Rが成り立つ。

証明 箙 Q (⊇ C)は定理 6の条件 (W)を満たすものとする。変異の定義から，閉路 C の任
意の頂点 i1 ∈ I = {1, 2, . . . , n}に対し，箙 Q′ = µi1(Q)は I \ {i1}を頂点とする長さ n − 1の閉
路 C′を含み，かつ C′について条件 (W)を満たす。また巡回対称性 (6)より R = µi1 ◦RC′ ◦ µi1

である。以下，同様の操作を繰り返せば，I の任意の置換

σ =

1 2 · · · n
i1 i2 · · · in

 ∈ Sn

に対し R = µi1,i2,...,in−1 ◦ (in−1, in) ◦ µin−1,...,i2,i1 が成り立つ。 �

註. 閉路グラフに付随する鏡映変換 (2)が可積分系の文脈に現れたのは，井上–Lam–Pylyavskyy
[6]による団代数と幾何的 R行列の研究が最初である。彼らは，本稿 4.2節の例に見る箙 Q
において縦方向の周期条件のみを課したような円筒上の箙の団代数を考察し，対称群（つま
り A型のワイル群）の双有理的実現を得た。さらに最近の井上–石橋–大矢 [5]による高次タ
イヒミュラー空間の研究では，より一般のコクセター群の双有理的実現が重み付き箙の団代
数から導出された。尚，群の生成元の満たす基本関係式は，以下 3節に見るようなグラフの
組合せ的な議論ではなく，変異の具体形を用いた直接計算で証明されている。
鏡映変換 (2)の初出自体は，恐らく Bucher [2]による曲面の 3角形分割に由来した団代数
の研究であり，その後 Goncharov–Shen [4, Section 7]にその性質が詳細に調べられた。実際，
定理 6（鏡映不変な箙の特徴付け）の条件 (W)の十分性，命題 9（双有理変換の具体形），お
よび系 10（鏡映の対称性）は既知の結果である。但し証明は本稿とは全く異なっている。例
えば，命題 9の [4]による証明は閉路の長さに関する帰納法で双有理変換を計算するものだ
が，場合分けもあって些か煩雑である。一方，我々の証明は「頂点の接着」のアイデアを用
いた（計算を殆ど必要としない）見通しのよいものになっている。系 10についても，その
特別な場合である「巡回対称性」が本質的であることが今回の証明で露となった。

3 鏡映変換の満たす関係式

箙 Qが閉路を部分グラフとして複数含み，かつそれらに付随する鏡映で不変に保たれると
き，鏡映同士はどのような関係式を満たすのだろうか。

交叉する閉路 2つの閉路 C1 と C2 が頂点 eで交叉した次のような箙

Q = c
a

ce cccb

c
d

-
6
�

?

-

'
&

$
	

C1

� $
%&	
C2

@
@I

@
@R
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を考える。但し C1 = (· · · → a → e → b → · · · ) と C2 = (· · · → c → e → d → · · · ) の長さ
は異なっていても構わない。辺 b → cと d → aの存在によって，定理 6から Qは鏡映 RCi

(i = 1, 2)で不変であることに注意しておく。

命題 11. RC1 と RC2 は互いに可換である。

証明 2つの閉路の交点 eにおける変異を施すと

Q′ = µe(Q) = c
a

ce cccb

c
d

���

��	

-

'
&

$
	

C′1

� $
%&	
C′2

� -?
6

が得られる。鏡映の巡回対称性を用いて

RCi = µe ◦ RC′i ◦ µe, i = 1, 2

と表される。ここで 2つの閉路 C′1 = (· · · → a→ b→ · · · )と C′2 = (· · · → c→ d → · · · )は互
いに隣接していないことから RC′1

と RC′2
は可換である。よって

RC1 ◦ RC2 = µe ◦ RC′1
◦ RC′2

◦ µe

= µe ◦ RC′2
◦ RC′1

◦ µe = RC2 ◦ RC1

が従う。 �

より一般に 2つの閉路 C1 と C2 が複数の頂点 e1, e2, . . . , ep で交叉した箙

Q =
c c c c c cc c cc c c c c c6

?
6

?
6

?

- - -· · ·
� � �· · ·

HHj ��* HHj ��* HHj ��*
��� HHY ��� HHY ��� HHY

�� ��q

�

�� ��i

-

e1 e2 ep

C1

C2

においても，上の命題 11と同様に，交点 e1, e2, . . . , epにおける変異で 2つの閉路を分離すれ
ば，鏡映の巡回対称性を用いて RC1 と RC2 の可換性が証明できる。

蝶番で繋がれた閉路 長さ nの閉路 C = (1 → 2 → · · · → n → 1)と長さ mの閉路 C = (1 →
2→ · · · → m→ 1)が「蝶番」1→ 1→ m→ n→ 1で繋がれた箙
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Q =

cc
cc

cc
cc2

1

m

m − 1

2

1

n

n − 1
6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

-

-
�

�	@
@I

C C

を考える。

命題 12. RC と RC は組紐関係式 (RC ◦ RC)3 = idを満たす。

証明 i) n = 2,つまり C = (1→ 2→ 1)の場合，箙 Q′ = µ1(Q)は下図のように長さ m+ 1の
閉路C′ = (1→ 1→ 2→ · · · → m→ 1)に頂点 1の「複製」2を付け加えた形である。

Q =

cc
cc cc

2

1

m

m − 1

1

2

6

6

6

6

6

-

-
�

�	@
@I

µ1←→ Q′ = µ1(Q) =

cc
cc cc

2

1

m

m − 1

1

2

6

6

6

6

�

���
-@

@I

よって命題 2から (RC′ ◦ (1, 2))3 = idが成り立つ。鏡映の巡回対称性から RC = µ1 ◦RC′ ◦ µ1と
表せるので，定義 RC = µ1 ◦ (1, 2) ◦ µ1 と合わせて (RC ◦ RC)3 = idが分かる。

ii) n > 2の場合，箙 Qに変異 µ1 を施すと

Q =

cc
cc cccc

2

1

m

m − 1

2

1

n

n − 1
6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

-

-
�

�	@
@I

µ1←→ Q′ = µ1(Q) =

cc
cc cccc

2

1

m

m − 1

2

1

n

n − 1
6

6

6

6 6

?

?
6

6

�

���
�
��

@
@I

I

=

cc
cc cccc

2

1

1

m

3

2

n

n − 1
6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

-

-
�

�	@
@I

が得られる。これは長さ n − 1 の閉路 C′ = (2 → 3 → · · · → n → 2) と長さ m + 1 の閉路
C′ = (1→ 1→ 2→ · · · → m→ 1)が「蝶番」で繋がれた形である。以下，鏡映の巡回対称性
に注意しながら変異 µ2, µ3, . . . , µn−2 を順番に施すことで，i) n = 2の場合に帰着できる。 �

隣接する閉路 同じ長さ nの 2つの閉路 C = (1→ 2→ · · · → n→ 1)と C = (1→ 2→ · · · →
n→ 1)を「松葉」i→ i→ i − 1 (i ∈ Z/nZ)で隣接させた箙 Qを考える。

命題 13 (cf. [6, Theorem 3.2]). RC と RC は組紐関係式 (RC ◦ RC)3 = idを満たす。

証明 些か天下り的ではあるが Qに変異の合成列 M = µn−2,n−2,...,2,2,1,1 を施してみよう。
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Q =

cc
cc
cc

cc
cc
cc4

3

2

1

n

n − 1

4

3

2

1

n

n − 1
6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6
-

-

-

-

-

-

�
�	
�

�	
�

�	
�

�	
�

�	
�

�	
�

�	

...

...

µ1−→

cccccc

cccccc

4

3

2

1

n

n − 1

4

3

2

1

n

n − 1

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

?

?

-

-

-

-

�

�
�	
�

�	
�

�	

�
�	
�

�	

���

...

...

I
µ1
−→

cccccc

cccccc

4

3

2

1

n

n − 1

4

3

2

1

n

n − 1

6

6

6

6

6

?

6

6

6

6

6

?

?

-

-

-

-

-

�
�	
�

�	
�

�	

�
�	
�

�	

���
@@I

...

...

I

µ2−→

cc
cc
cc

cc
cc
cc4

3

2

1

n

n − 1

4

3

2

1

n

n − 1

6

6

6

6

6

6
?

6

6

6

6

?

-

-

-

-

�

�
�	
�

�	

�
�	
�

�	

���

...

...

?

I
µ2
−→

cccccc

cccccc

4

3

2

1

n

n − 1

4

3

2

1

n

n − 1

6

6

6

6

66
?

6

6

6

6

?

-

-

-

-

-

�
�	
�

�	

�
�	

�
�	
�

�	

���

@@I

...

...

?

I
µ3−→

cccccc

cccccc

4

3

2

1

n

n − 1

4

3

2

1

n

n − 1

6

6

6

6

6

66
?

6

6

6

?

-

-

-

-

�

�
�	

�
�	

�
�	
�

�	

���

...

...

?

I

...

...

µ3
−→

cc
cc
cc

cc
cc
cc4

3

2

1

n

n − 1

4

3

2

1

n

n − 1

6

6

6

6

6

6

6

?

6

6

6

?

-

-

-

-

-

�
�	

�
�	
�

�	

�
�	
�

�	

���

@@I

?

I

...

...

µ4−→ · · ·
µn−3
−→

cc
cc
cc

cc
cc
cc2

1

n

n − 1

n − 2

n − 3

2

1

n

n − 1

n − 2

n − 3

6

6

6

6

6
?

6

6

6
?

6

6

-

-

-

-

-

�
�	
�

�	

�
�	
�

�	

�
�	

@@I

���

	 6

...

...
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µn−2−→

cccccc

cccccc

2

1

n

n − 1

n − 2

n − 3

2

1

n

n − 1

n − 2

n − 3

6

6

6

6

6
?

6

6

6

6

?

-

-

-

-

�

�
�	
�

�	

�
�	

�
�	

���

I

...

...

µn−2
−→

cccccc

cccccc

2

1

n

n − 1

n − 2

n − 3

2

1

n

n − 1

n − 2

n − 3

6

6

6

6

6

?

6

6

6

6

?

-

-

-

-

-

�
�	
�

�	

�
�	

�
�	
�

�	

@@I

���

I

...

...

= M(Q)

上図のように Q(2k−1) = µk,k−1,k−1,...,2,2,1,1(Q)は，長さ n−kの閉路C(2k−1) = (k+1→ k+2→ · · · →
n→ k + 1)と長さ n + 1の閉路 C(2k−1) = (1→ 2→ · · · → k → k → k + 1→ · · · → n→ 1)を部
分グラフとして含み，かつ RC(2k−1) と RC(2k−1) で不変な箙である。同様に Q(2k) = µk,k,...,2,2,1,1(Q)
は，長さ n − k の閉路 C(2k) = C(2k−1) と長さ n の閉路 C(2k) = (1 → 2 → · · · → k → k + 1 →
k + 2→ · · · → n→ 1)を含み，かつ RC(2k) と RC(2k) で不変な箙である。ここで

(7) RC = M−1 ◦ RC(2n−4) ◦ M, RC = M−1 ◦ RC(2n−4) ◦ M

が成り立つが，これは変異の各段階で鏡映の巡回対称性に注意すれば明らかである。とくに
箙 Q(4n−4) = M(Q)において，長さ 2の閉路 C(4n−4) = (n − 1 → n → n − 1)と長さ nの閉路の
C(2n−4) = (1→ 2→ · · · → n−2→ n − 1→ n→ 1)は「蝶番」で繋がれた形ゆえ，命題 12から
(RC(2n−4) ◦ RC(2n−4))3 = idが成り立つ。これは (7)式を介して (RC ◦ RC)3 = idと同値である。 �

4 例

これまでに説明した一般的な枠組みを用いて，様々なワイル群の双有理表現が団代数から得
られる。以下 2つの具体例を実際に見てみよう。

4.1 D(1)
5 型の q-差分パンルヴェ方程式（q-PVI）

はじめに 2つの 2サイクル C13 = (1 → 3 → 1)と C24 = (2 → 4 → 2)が「蝶番」1 → 2 →
3→ 4→ 1で繋がれた箙4

Q0 = (V0, E0), V0 = {1, 2, 3, 4}, E0 = {i→ i + 1 | i ∈ Z/4Z}

を考える。定理 6から C13, C24 に付随する鏡映 R13, R24 は Q0 を不変に保ち，また命題 12か
らは組紐関係式 (R13 ◦R24)3 = idが従う。即ち Q0を不変に保つ群GQ0 は，A2型の（有限）ワ
イル群 W(A2)と同型な群 〈R13,R24〉を含む。

4あるいは 2つの 2サイクル C13 と C24 を「松葉」1 → 2 → 3と 3 → 4 → 1で隣接させた箙と看做しても
同じである。
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Q0 =
c1 - c2c

3
- c

4

�
�	@
@I =

c1 - c2c
4
� c

3

6
? ←→ cR13 cR24

A2 型

図において左側には箙を，右側には現れたワイル群に対応するディンキン図形を記した。
次に Q0 に頂点 1の「複製」1′を付け加えた箙 Q1 を考える。明らかに頂点 1と頂点 1′の
置換 (1, 1′)は Q1 を不変に保ち，また命題 2から (R13 ◦ (1, 1′))3 = idが従う。尚 (1, 1′)と R24

は可換である。即ち GQ1 ⊃ 〈R13,R24, (1, 1′)〉 ' W(A3)となる。

Q1 =
c1 - c2c

4
� c

3

6
?

1′ c
A

A
A
AK
HHHHj

←→ cR13 cR24

(1, 1′)c
@

@ A3 型

同様に Q0 の 4頂点全てに対し「複製」を付け加えた箙

Q = (V, E),

V = {1, 2, 3, 4, 1′, 2′, 3′, 4′}, E = {i→ i + 1, i′ → i + 1, i→ (i + 1)′ | i ∈ Z/4Z}

を考えれば
GQ ⊃ W = 〈R13,R24, (1, 1′), (2, 2′), (3, 3′), (4, 4′)〉 ' W(D(1)

5 )

となり，D(1)
5 型のアフィン・ワイル群W(D(1)

5 )の双有理表現が得られる。

Q = (V, E) =
c1 - c2c

4
� c

3

6
?

1′ c
A

A
A
AK
HHHHj

2′c
�

�
�
��

����*
-

4′
c��

�
��

�����
3′

c
A
A
A
AUHHHHY

�

6

?

←→ cR13 c
R24

(1, 1′)c
@

@

(3, 3′)
c��

(2, 2′)c
�

�

(4, 4′)
c@

@

D(1)
5 型

箙 Qの頂点に付随する y変数 yi (i = 1, 2, 3, 4, 1′, 2′, 3′, 4′)への双有理変換

s0 = (1, 1′), s1 = (3, 3′), s2 = R13, s3 = R24, s4 = (4, 4′), s5 = (2, 2′)

の具体形は，命題 9から次のように書き下すことができる。

s0 : y1 ↔ y1′ , s1 : y3 ↔ y3′ , s4 : y4 ↔ y4′ , s5 : y2 ↔ y2′ ,

s2(y{1,3}) =
1

y{3,1}
, s2(y{2,2′}) = y{2,2′}

y1(1 + y3)
1 + y1

, s2(y{4,4′}) = y{4,4′}
y3(1 + y1)

1 + y3
,(8)

s3(y{2,4}) =
1

y{4,2}
, s3(y{1,1′}) = y{1,1′}

y4(1 + y2)
1 + y4

, s3(y{3,3′}) = y{3,3′}
y2(1 + y4)

1 + y2

その他の記していない変数への作用は自明である。頂点の置換と辺の向きの反転 ιの合成

σ1 = (1, 2) ◦ (1′, 2′) ◦ (3, 4) ◦ (3′, 4′) ◦ ι, σ2 = (1, 3) ◦ (1′, 3′) ◦ ι
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もやはり箙 Qを不変に保つが，これはディンキン図形の自己同型に相当する。
さて，乗法的ルート変数 ai (0 ≤ i ≤ 5)を

a2 = y1y3, a3 = y2y4,

a0 =
y1′

y1
, a1 =

y3′

y3
, a4 =

y4′

y4
, a5 =

y2′

y2

で導入しよう。このとき

(Ci j)0≤i, j≤5 =



2 −1
2 −1

−1 −1 2 −1
−1 2 −1 −1

−1 2
−1 2


c2 c

3

0c
@

@

1
c��

5c
�

�

4
c@

@

を D(1)
5 型の一般カルタン行列として si(a j) = a jai

−Ci j が成り立つ。全ての頂点の y変数の積

q := y1y2y3y4y1′y2′y3′y4′ = a0a1a2
2a3

2a4a5

は W(D(1)
5 ) で不変となり，零ルートに対応する。乗法的ルート変数をパラメタと看做せば，

ワイル群作用 (8)の離散力学系としての次元は 8− 6 = 2に等しい。例えば「従属変数」 f1, f2

を

f1 =

(
y1y1′

y3y3′

)1/4

, f2 =

(
y4y4′

y2y2′

)1/4

で導入すると，それらと乗法的ルート変数への作用は次のように閉じた形で書ける。

si(a j) = a jai
−Ci j ,

σ1(a{0,1,2,3,4,5}) =
1

a{5,4,3,2,1,0}
, σ2(a{0,1,2,3,4,5}) =

1
a{1,0,2,3,4,5}

,

s2( f2)
f2
= a2

1/2 f1 + a0
1/4a1

−1/4a2
−1/2

f1 + a0
1/4a1

−1/4a2
1/2 ,

s3( f1)
f1
= a3

−1/2 f2 + a3
1/2a4

1/4a5
−1/4

f2 + a3
−1/2a4

1/4a5
−1/4 ,

σ1( f{1,2}) = f{2,1}, σ2( f2) =
1
f2

これは坂井 [12]による有理曲面の代数幾何に由来したワイル群作用と一致する5。拡大アフィ
ン・ワイル群 W̃ = 〈si (0 ≤ i ≤ 5), σ1, σ2〉の平行移動部分 ` = (σ1σ2s2s0s1s2)2 から生ずる 2
次元の離散力学系が，q-PVI と呼ばれる q-差分パンルヴェ方程式に他ならない。
同様の方法で様々なディンキン図形に対応したワイル群作用が構成できる。本節では 2つ
の 2 サイクルが「蝶番」で繋がれた箙 Q0 = (1 → 2 → 3 → 4 → 1) を基礎として，各頂点
に「複製」を 1つ付け加えた箙 Qから D(1)

5 を得たが，替わりに付け加える「複製」の個数
5坂井 [12]は射影平面の 9点ブローアップとその退化を考えて，E(1)

8 型の楕円差分方程式を頂点とする 2次
元の離散パンルヴェ系の一族を幾何学的に構成した。
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を任意に選ぶことで論文 [13]のワイル群作用が再現される6。また任意の個数の 2サイクル
を「蝶番」で数珠繋ぎにした箙を基礎とし，付け加える「複製」の個数も任意に選ぶことで
津田–竹縄 [14]の与えたある有理代数多様体上のワイル群作用が再現される7。

註. 上記の箙 Qから q-PVIが導出できることは，大久保 [9, 10]による離散ソリトン方程式と
団代数についての一連の研究の中で発見された8。また Bershtein–Gavrylenko–Marshakovの
論文 [1]は「団可積分系」の非自励化を介して，2次元の全ての q-差分パンルヴェ系（およ
び，その背景のアフィン・ワイル群対称性）を団代数から導出する画期的なものである。反
面これらの結果において，箙とディンキン図形との対応は漠然としていた。本稿の 2節と 3
節に整備した「閉路グラフに付随する鏡映変換」の一般論は，従来の結果に自然な解釈を許
すのみならず，様々なワイル群の双有理表現を統一的に構成する枠組みを与えている。

4.2 高次元の例

m, n を 2 以上の整数とする。頂点集合が V = {vi, j | i ∈ Z/mZ, j ∈ Z/nZ} で，有向辺集合が
E = {vi, j → vi+1, j, vi, j → vi, j+1, vi+1, j+1 → vi, j}で与えられた円環面上の箙

Q = (V, E) = cc cc
vi, j+1

vi, j

vi+1, j+1

vi+1, j6

6

6

6

6

6
-

-

-

-

-

-
�

�	
�

�	

�
�	
�

�	
�

�	

�
�	
�

�	

...

...

· · ·· · ·

を考える。箙 Qは長さ nの「縦方向の閉路」Cv
i = (vi,1 → vi,2 → · · · → vi,n → vi,1) (i ∈ Z/mZ)

と長さ m の「横方向の閉路」Ch
j = (v1, j → v2, j → · · · → vm, j → v1, j) ( j ∈ Z/nZ) を部分グラ

フとして含む。また m, n が互いに素でない場合には，その最大公約数を g ≥ 2 として長さ
` := mn/g の「斜め方向の閉路」Cd

k = (vk,0 → vk−1,−1 → vk−2,−2 → · · · → vk−`+1,−`+1 → vk,0)
(k ∈ Z/gZ)も含んでいる。定理 6の条件 (W)が満たされていることから，箙 Qはこれらの
縦・横・斜め 3種類の閉路に付随する鏡映

s4i = RC4i
, 4 = v, h, d

で不変であることが分かる。
以下では，簡単のため m, n ≥ 3の場合を考えよう9。各 4 = v, h, dごとに閉路 C4i と C4j は，
|i− j| = 1のとき隣接し，|i− j| ≥ 2のとき互いに接続する辺を持たない。また 4 , 4′のとき，

6例えば Q0 = (1→ 2→ 3→ 4→ 1)の頂点 1に 2つ，頂点 3に 5つ「複製」を付け加えた箙からは E(1)
8 型

の q-差分パンルヴェ方程式が得られる。
7このワイル群作用は，高次元の q-差分パンルヴェ系の幾何学的な起源の 1つである。実際，増田 [8]はこ

こから D(1)
r 型の高階 q-差分パンルヴェ方程式と呼ぶべき新しい系列を導出した。

8大久保 [10]は離散 KdV方程式に対応する無限グラフに周期条件を課すことで q-PVI に対応する箙 Qを得
た。その他のいくつかの q-差分パンルヴェ方程式についても同様の構成が為されている。

9mまたは nが 2の場合は A(1)
1 型のアフィン・ワイル群が現れる。
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任意の i, jに対し C4i と C4
′

j は交叉している。よって命題 11と命題 13から鏡映の満たす基
本関係式 (

s4i
)2
=

(
s4i ◦ s4i+1

)3
= id (∀i;∀4)

s4i ◦ s4j = s4j ◦ s4i (|i − j| ≥ 2;∀4)

s4i ◦ s4
′

j = s4
′

j ◦ s4i (∀i, j;4 , 4′)

が得られる。各 4 = v, h, dごとに {s4i }は A(1)
r 型のアフィン・ワイル群W(A(1)

r ) (r = m − 1, n −
1, g − 1)を生成し，それらの作用は互いに可換である。即ち Qを不変に保つ群 GQ について

GQ ⊃ W = 〈sv
i , s

h
i , s

d
i 〉 ' W(A(1)

m−1) ×W(A(1)
n−1) ×W(A(1)

g−1)

が分かる。
頂点 vi, j の y変数を yi, j とおくと，双有理変換 s4i の具体形は命題 9から次のようになる。

sv
i の作用： sv

i (yi, j) =
Fi, j−1

yi, j−1Fi, j+1
,

sv
i (yi+1, j)
yi+1, j

=
sv

i (yi−1, j−1)
yi−1, j−1

=
yi, j−1Fi, j

Fi, j−1
(9)

sh
j の作用： sh

j(yi, j) =
Gi−1, j

yi−1, jGi+1, j
,

sh
j(yi, j+1)

yi, j+1
=

sh
j(yi−1, j−1)

yi−1, j−1
=

yi−1, jGi, j

Gi−1, j
(10)

sd
k の作用： sd

k(yi+k,i) =
Hi+k+1,i+1

yi+k+1,i+1Hi+k−1,i−1
,

sd
k(yi+k,i+1)
yi+k,i+1

=
sd

k(yi+k+1,i)
yi+k+1,i

=
yi+k+1,i+1Hi+k,i

Hi+k+1,i+1
(11)

その他の記していない変数への作用は自明である。ここで y変数の多項式 Fi, j, Gi, j, Hi, j を

Fi, j =

n∑
a=1

a−1∏
b=0

yi, j+b, Gi, j =

m∑
a=1

a−1∏
b=0

yi+b, j, Hi, j =
∑̀
a=1

a−1∏
b=0

yi−b, j−b

と定めた。定理としてまとめておこう。

定理 14. 双有理変換 (9)–(11)は A(1)
m−1 × A(1)

n−1 × A(1)
g−1 型のアフィン・ワイル群W の生成元 sv

i ,
sh

j , sd
k の有理函数体 Q({yi, j | i ∈ Z/mZ, j ∈ Z/nZ})上の実現を与える。

註. 上記の内 (9), (10)の部分は，山田 [15]および梶原–野海–山田 [7]によるW(A(1)
m−1)×W(A(1)

n−1)
の作用10と（適当な変数変換を介して）等価である。斜めの閉路に付随する鏡映 (11)の出現
は，団代数を用いた 1つの利点であろう。アフィン・ワイル群の平行移動部分からは q-PIV,
q-PVおよびその高階化が得られることは論文 [7]に述べられた通りである。また m = 2かつ
nが 4以上の偶数の場合，(11)も含んだ今回の構成法に基づいて，全く同じ箙 Qから q-ガル
ニエ系など種々の q-PVI の高階化も得られることが大久保–鈴木 [11]に報告されている11。

10離散戸田方程式や幾何学的 R行列の文脈にも現れる可積分系の分野では馴染み深い対象である。尚，2節
末の註にも述べた通り，井上–Lam–Pylyavskyy [6]は Qにおいて縦方向の周期条件のみを課したような円筒上
の箙の団代数から，m次対称群 Sm ' W(Am−1)の作用を構成している。

11離散ソリトン方程式の観点から，q-PVI の高階化が Qから生ずること自体は [10]以来予見されていた。
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