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1. Introduction

PSL(2,C) = SL(2,C)/± Iの離散部分群をKlein群（Kleinian group）と呼ぶ．すなわ
ち2× 2の複素行列の（射影的同値類の）なす群で，その自然な位相に関して離散的な
ものである．これがわれわれが取り扱う対象である．
Klein群には後で述べるようにいくつかの aspectsがあるが，本講演では主にその函

数論的objectsを興味の対象とする．具体的には，Klein群の不連続領域であり，その変
形空間である．不連続領域はKlein群の作用に関して普遍な平面領域もしくはRiemann

面の立場から考察する．変形空間はTeichmüller空間の理論の延長線上にある対象物と
してその構造を考察する．

2. Klein群
2.1. 導入

PSL(2,C)の行列

A = ±

(
a b

c d

)
(a, b, c, d ∈ C; ad− bc = 1)

にメビウス変換

γA(z) :=
az + b

cz + d
(z ∈ C)

を対応させることで，PSL(2,C)からメビウス変換全体のなす群Möb(C)への同型が得
られる．この対応で，行列A ∈ PSL(2,C)と変換γA ∈ Möb(C)は同一視される．
よく知られているように，Möb(C)はリーマン球面 Ĉの自己等角写像全体Aut(Ĉ)そ

のものであり，またこれは 3次元双曲空間H3 = {(z, t) | z ∈ C, t > 0}の向きを保つ自
己等距離写像全体の空間 Isom+(H3)とも同一視される．つまり，これらより次の同一
視が得られる．

PSL(2,C) ≃ Möb(C) ≃ Aut(Ĉ) ≃ Isom+(H3). (1)

したがって，G ⊂ PSL(2,C)がKlein群であるとき，Gは上の同一視によってそれぞ
れの部分群とみなせ，いくつかのaspectsからの観察が可能になる．例えば Isom+(H3)

の部分群とみなしたとき，GはH3に真性不連続に作用していることが分かる．した
がって，その商空間NG := H3/Gには双曲計量が定義され，NGは 3次元双曲多様体
（もしくはorbifold）となる．つまり，単なる2× 2行列の部分群であったものと，豊穣
たる3次元多様体論とのつながりがついたことになる．
もう一つ別の見方を与えよう．与えられた Klein群 Gに対し，H3 の 1点 oの軌道

Go = {G(o) | G ∈ G}を考える．GのH3の作用は真性不連続であったから，Gが無
限群の時，GoはH3の境界 ∂H3 = Ĉにのみ集積点を持つ．この集積点全体をKlein群
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Gの極限集合（the limit set）と呼び，Λ(G)と書く．Λ(G)は基点o ∈ H3の取り方には
依らないことが分かる．極限集合はその定義から Ĉの閉集合であるが，時には有限集
合になることがある．しかし，その場合Klein群は初等的と呼ばれ，その構造はよく分
かっている．本講演ではそれは興味の対象とはせず，Klein群は全て非初等的，すなわ
ち極限集合は無限集合であると仮定する．
Klein群Gの極限集合Λ(G)のリーマン球面における補集合をΩ(G)と書き，Gの不

連続領域（the region of discontinuity）という．不連続領域は定義より開集合であるが，
空集合になる場合もある．本講演で扱うKlein群は，不連続領域は常に空でないと仮定
する．このとき，Ω(G)の連結成分をGの成分 (component)と呼び，さらにG(Ω0) = Ω0

となるGの成分Ω0をGの不変成分 (invariant component)という．
以上の仮定の下，与えられたKlein群Gの極限集合Λ(G)と不連続領域Ω(G)の基本

的性質として次を挙げておく．

1. Λ(G), Ω(G)は共にG不変である．すなわち，G(Ω(G)) = Ω(G), G(Λ(G)) = Λ(G)．

2. Ω(G)はGが真性不連続に作用する最大の開集合である．

3. Λ(G)はG不変な最小の閉集合であり，Gの位数無限大の元の固定点全体の閉包
である．

4. Λ(G)は完全集合（perfect set）であり，したがって非可算集合である．

2番目の性質より，Ω(G)のGによる商空間Ω(G)/Gには自然にRiemann面（または
orbifold）の構造が入る．つまり今度はRiemann面との繋がりが得られたわけである．
初めに挙げた 3次元双曲多様体NGに関連して言えば，Ω(G)/GはNGの境界に現れ

ている．さらに，Λ(G)のH3における双曲的凸核（convex core）hull(Λ(G))の境界に
擬似的に現れるものでもある．hull(Λ(G))はその定義からG不変なH3の閉集合である
が，hull(Λ(G))/Gの ε-近傍（ε > 0）の双曲体積が有限であるとき，Klein群Gは幾何
学的有限 (geometrically finite）であるという．また，ある ε > 0が存在して，3次元双
曲多様体NGの単射半径が εより大きいとき，G（もしくはNG）は有限幾何（bounded

geometry）を持つ呼ばれる．

ここで，Klein群とRiemann面の関係についての最も基本的であり，かつ議論の出発
点というべき事実を挙げる (cf. [29]) ．

Theorem 2.1 (Ahlforsの有限性定理). Gを有限生成Klein群とする．このとき，Ω(G)/G

は有限型Riemann面の有限和となる．

ただしRiemann面が“有限型”であるとは，それが閉Riemann面から有限個の点を
除いたときをいう．

2.2. 例

1) Fuchs群
XをRiemann面とする．Xが Ĉ，C，C∗またはトーラスのいずれとも等角同値でな

ければ，Xの普遍被覆面は上半平面H = {z ∈ C | Im z > 0}と等角同値になる．した
がって，その被覆変換群ΓXはAut(H) ≃ PSL(2,R)の離散部分群とみなせ，H/ΓX = X

である．群としてはΓXはXの基本群と同型である．



一般にPSL(2,R)の離散部分群をFuchs群と呼ぶ．Fuchs群はHに真性不連続に作用
している．したがってGXはFuchs群で，

Ω(ΓX) ⊃ H, R̂ ⊃ Λ(ΓX)

となっている．Riemann面Xが有限型であれば，Ω(ΓX) = H ∪ L,Λ(ΓX) = R̂となる．
ただし，L := {z ∈ C | Im z < 0}．

2) Schottky群
g > 1なる自然数に対し，C上に2g個の互いに交わらない単純閉曲線 C1, C2, . . . , C2g

をとる．さらに，ある γj ∈ PSL(2,C) (j = 1, 2, . . . , g)が存在して，C2j−1の内部が γj
によってC2jの外部に写されていると仮定する．するとγ1, γ2, . . . , γgによって生成され
る群G ⊂ PSL(2,C)はKlein群となり，極限集合 Λ(G)はCantor集合 1で，Ω(G)/Gは
種数gの閉Riemann面になることがわかる．また群としてはGは loxodromic elements

からなる rank gの自由群になる．このように構成されたKlein群をSchottky群と呼ぶ．
単純閉曲線C1, C2, . . . , C2gが全て円であるとき，Gは古典的Schottky群と呼ばれる．
Riemann面Xが閉Riemann面から互いに素な有限個の連続体を除いたものである

とき，そのFuchs群 ΓXは古典的 Schottky群となる．また，上の構成法で対となって
いる単純閉曲線—例えばC1, C2—が互いに接しているとき，γ1, . . . , γgを同様に取って
Klein群Gを構成することができる．この場合もGの極限集合Λ(G)はCantor集合に
なるが，Gはparabolicな元を含むものになる．このように構成されたKlein群を（カ
スプを持つ）拡張されたSchottky群と呼ぶ．

3）擬Fuchs群，境界群
有限型Riemann面Xの Fuchs群 ΓX に対して，ある擬等角写像 φ : Ĉ → Ĉが存在

して，
Γφ
X := φΓXφ

−1

が再びKlein群になるとき，Γφ
Xを（第 1種）擬Fuchs群と呼ぶ．このとき，Ω(Γφ

X) =

φ(H) ∪ φ(L),Λ(Γφ
X) = φ(R̂)である．

T (X)をXのTeichmüller空間とする．Bersの埋め込みによって，T (X)はΓXから上
のように得られた擬Fuchs群の空間の中の集合とみなせる ([6])．さらにこの意味での境
界には，やはりKlein群が現れる．その群はただ一つの単連結な不変成分を持つKlein

群として特徴付けられている．このようなKlein群を境界群あるいはb-群という．幾何
学的に有限なb-群は regular b-群と呼ばれる．これは stable curve，つまりRiemann面
X上の有限個の単純閉曲線をそれぞれ 1点に退化させてできるnodes付きRiemann面
に対応したものとして現れている．

3. 不連続領域の函数論的性質
3.1. 不変成分の解析

Klein群Gの不連続領域Ω(G)はリーマン球面 Ĉの開部分集合で，その連結成分の境界
は極限集合Λ(G)の点からなっている．Λ(G)はG不変な集合であるので，一般に複雑
な形状をしている 2．したがって，Gの成分は複雑な境界を持った平面領域となってい

1ここでCantor集合は一般の意味で，全不連結な完全集合を指す．
2例えば多くの場合，極限集合の 2次元測度は 0だが，そのハウスドルフ次元は真に 1より大きい．



る．ここではその函数論的性質を考える．これに関して，まずMcMullenによる次の結
果を挙げる ([30]) ．

Proposition 3.1. Ω0を有限生成Klein群Gの不変成分とする．このとき以下は同値で
ある．

1. Ω0はJohn domainである．

2. Gは幾何学的有限で，その放物的変換はΩ0内のある円板を不変にする．

これは次のように改良される ([41]) ．

Theorem 3.1. Proposition 3.1と同じ仮定の下で以下は同値である．

1. Ω0はJohn domainである．

2. Ω0はHölder domainである．

3. Gは幾何学的有限で，その放物的変換はΩ0内のある円板を不変にする．

特にΩ0が単連結ならば，Ω0がHölder domainであることと quasi-diskであることとは
同値である．　

ここでは John domainとHölder domainのきちんとした定義は与えないが，両者と
もある種の regularityを持った領域で，大雑把に言ってJohn domainとは尖った境界を
持たない領域であり，Hölder domainとは，単連結の場合には，リーマン写像がHölder

連続になるような領域のことである．
一般にHölder domainならば John domainであるが，逆は成り立たない．したがっ

て，確かにTheorem 3.1はProposition 3.1の改良になっている．

3.2. Riemann mappings

Gを有限生成Klein群で単連結な成分Ω0を持つものとする．例えば，擬Fuchs群，b-群は
その典型例である．Ω0は単連結であるから，単位円板∆からのリーマン写像φ : ∆ → Ω0

が存在する．このリーマン写像の函数論的性質とKlein群Gとの関係を考える．以下
は主として論文 [41]の結果である．
単葉函数論（Koebeの歪曲定理）から，∆で単射正則関数φに対して，ある定数A > 0

が存在して

|φ′(z)| ≤ A

(1− |z|)3
(z ∈ ∆) (2)

が成り立つことが知られている (cf. [36])．これは sharpな評価であるが，一般論であ
る．われわれの場合には，φの像領域はKlein群の作用に関する不変性という特殊性が
ある．よって，原理的には一般論による不等式 (2)よりも良い評価が得られると予想で
きる．実際，それは正しく，次が成り立つ．

Theorem 3.2. Gを有限生成Klein群で，単連結不変成分Ω0で∂Ω0 ⊂ Cなるものを持
つとする．また，φ : ∆ → Ω0をΩ0のリーマン写像とする．

1. Gが regular b-群であるとき，定数A > 0が存在して，∂∆の近傍で

|φ′(z)| ≤ A

(1− |z|)| log(1− |z|)|2
(3)

が成り立つ．



2. Gが有限幾何を持つとき，定数A > 0，α > 0が存在して，∂∆の近傍で

|φ′(z)| ≤ A

(1− |z|)| log(1− |z|)|α
(4)

が成り立つ．

Remark 3.1. 有界単連結領域Ω0が quasi-disk(=リーマン球面で定義された擬等角写
像による単位円板の像)であれば，そのリーマン写像φ : ∆ → Ω0に対して，ある定数
A > 0とκ ∈ (0, 1)が存在して，

|φ′(z)| ≤ A

(1− |z|)κ
(5)

が成り立つことが知られている (cf. [36])．Regular b-群はTeichmüller空間の境界に現
れるため，その不変成分はquasi-diskではない．実際，(3)の評価は，一般の評価 (2)と
quasi-diskの場合の評価 (5)の間にある．

Remark 3.2. Gehring-Pommerenke [13]は∆上の単葉関数φに対して，それが

∥Sφ∥ ≤ 2 (6)

を満たすならば (3)が成立することを示している．ここで Sφは φの Schwartz微分で
あり，

∥Sφ∥ = 4 sup
z∈∆

(1− |z|)2|Sφ|

である．単連結領域Ω0が有限生成擬Fuchs群の不変成分であるとき，そのリーマン写
像φ : ∆ → Ω0はBers埋め込みによるTeichmüller空間の点を表わしている．その際，
∥Sφ∥ < 2であれば，そのような単葉関数φはTeichmüller空間に含まれており，かつ
∥Sφ∥ > 2を満たすφで regular b-群に対応するものが存在することも知られている．し
たがって，Theorem 3.2の最初の主張は，Gehring-Pommerenkeの条件 (6)を満たさず，
その主張が成り立つ単葉関数，しかもFuchs群のTeichmüller空間から得られるものが
（豊富に）存在することを示している．

上の結果において (3)と (5)のgrowth orderは大きな差がある．これはRemark 3.1で
見たように，regular b-群の不変成分が quasi-diskでないから一般論としても当然であ
る．しかし，更にKlein群が作用しているという特殊性から，(3)における | log(1−|z|)|
の冪である2が，ある意味で criticalとなっていることを示すことができる．すなわち，

Theorem 3.3. Gを有限生成Klein群で，∂Ω0 ⊂ Cなる単連結不変成分Ω0を持つとす
る．このとき，リーマン写像φ : ∆ → Ω0について以下は同値である．

1. ある定数α > 0, A > 0が存在して，単位円∂∆の近傍で

|φ′(z)| ≤ A

(1− |z|)| log(1− |z|)|2+α
(7)

が成り立つ．

2. Gは擬Fuchs群である．

3. ある定数κ ∈ (0, 1)，A > 0が存在して，∂∆の近傍で

|φ′(z)| ≤ A

(1− |z|)κ
(8)

が成り立つ．



3.3. 単連結でない不連続領域

Klein群Gの成分が単連結でない場合，それは必然的に無限連結領域になる．Gが例2.2

2)で与えた Schottky群，拡張された Schottky群のときはその典型で，この場合Λ(G)

は対数容量正の閉集合である．したがって，Ω(G)は（無限型）Riemann面としてある
意味で “大きな”理想境界をもっている．この理想境界の性質として次が得られる [40]

（[38]も参照）．

Theorem 3.4. 1. Gが Schottky群であるとき，その不連続領域Ω(G)のMartin境
界はextreme pointsのみからなり，Martinコンパクト化は Ĉと同相になる．また，
Ω(G)で定義された Ĉへの擬等角写像はそのMartinコンパクト化から Ĉへの同相
写像に拡張される．

2. Gがカスプを持つ拡張されたSchottky群であるとき，Λ(G)のparabolic fixed point

には丁度二つの extreme pointsが対応する．

最近の論文 [43]では，上記の議論もbaseにしてCantor集合の補集合として与えられ
るRiemann面のある種の普遍性について論じている．

4. 変形空間の函数論的性質
4.1. Teichmüller 空間

Γを商空間X := H/Γが種数g > 1のコンパクトRiemann面になるようなFuchs群とす
る．Γは上半平面Hと下半平面Lに作用している．ΓのTeichmüller 空間T (Γ)はΓ-同
変な上半平面Hの自己擬等角写像φのTeichmüller同値類全体 [φ]T として定義される．
ここで二つのΓ-同変自己擬等角写像がTeichmüller同値とはそれらが導くPSL(2,R)へ
の同型が共役であるときをいう．T (Γ)には次のTeichmüller距離dTが定義される．

dT ([φ1]T , [φ2]T ) := inf
φ1,φ2

logK(φ1 ◦ φ−1
2 ).

ここで，φ1, φ2はその同値類を与える擬等角写像全体を動くものとする．また，K(f)

は擬等角写像 fのmaximal dilatationである．Teichmüller距離 dT はT (Γ)において完
備になっている．
擬等角写像φ : H → HがΓ-同変は，そのBeltrami係数µφをもちいて，

µφ(γ(z))
γ′(z)

γ′(z)
= µφ(z) (γ ∈ Γ, a. e. in H) (9)

なる関係式で特徴付けられる．このように与えられたµφを下半平面Lで恒等的に0と
延長して，C上のBeltrami係数 µ̂φを定義する．この µ̂φはCで (9)を満たす．したがっ
て，これをBeltrami係数に持つ Ĉ上の擬等角写像wµ̂φは再びΓ-同変となり，Γから擬
Fuchs群への表現を与える．f [φ] := wµ̂φ |Lは等角写像であり，そのSchwartz微分Sf [φ]

はΓに関する保形性
Sf [φ] ◦ γ · (γ′)2 = Sf [φ] (γ ∈ Γ)

をLで持つ．これは Sf [φ]がX = L/Γ上の正則 2次微分であることを示している．こ
の procedureはT (Γ)でwell-definedであることが知られている．つまり，T (Γ)からコ
ンパクトRiemann面Xの正則 2次微分の空間Q(X) ∼= C3g−3への写像が得られたこと



になる．実際にはこの写像は埋め込みになっており，これによってT (Γ)に自然な複素
構造が入り，T (Γ)は複素多様体になる．そこでC3g−3の部分領域としてのT (Γ)の複素
解析的な性質が問題となる．これについて述べる前に正則凸性について簡単に述べる．
複素多様体M上の正則函数全体の集合をO(M)とする．O(M)の部分集合Oに対し

て，MがO-凸であるとは，Mの任意のコンパクト集合Kに対して，そのO-凸包

K̂O := {p ∈ M | |f(p)| ≤ max
q∈K

|f(q)|, ∀f ∈ O}

がMでコンパクトになるときをいう．この定義よりO1 ⊂ O2 ⊂ O(M)ならば，O1-凸
はO2-凸を意味する．したがって，小さなクラスの正則凸性の方が強い性質になる．M

がその上の正則関数全体O(M)に対してO(M)-凸であるとき，Mは正則凸と呼ばれ，
有界正則函数全体の集合について凸であるとき，MはH∞-凸であるという．また，M

がCnの領域で，Cnの多項式全体の集合について凸であるとき，Mは多項式凸である
という．

T (Γ)の複素解析的性質について，以下のことが知られている ([6], [8], [22], [25], [39])．

Proposition 4.1. 上記の埋め込みによってTeichmüller空間T (Γ)をC3g−3内の集合と
みなす．このとき

1. T (Γ)はC3g−3の有界単連結領域である．

2. T (Γ)はC3g−3で多項式凸である．

3. Teichmüller距離dTはT (Γ)のKobayashi距離と等しい．

4. T (Γ)のCarathéodory距離は完備で，一般にKobayashi距離より真に小さい．

4.2. Klein群の変形空間

一般の有限生成Klein群Gに対して，G-同変な擬等角写像による変形全体をD(G)と
記して，Gの変形空間（deformartion space）と呼ぶ．GからPSL(2,C)への準同型写
像の言葉では，

D(G) = {θ ∈ Hom(G,PSL(2,C)) | θ(γ) = w ◦ γ ◦ w−1}/ ∼ .

となる．ただし，wは擬等角写像で，θ1 ∼ θ2はPSL(2,C)共役を意味するものとする．
D(G)には，その生成系の表示から自然に複素構造が定義される ([21])．また，D(G)

にはTeichmüller距離d
D(G)
T が，θ1, θ2 ∈ D(G)に対し，

d
D(G)
T (θ1, θ2) = inf

w1,w2

logK(w2 ◦ w−1
1 )

によって定義される．ここにw1, w2はそれぞれθ1, θ2を与える擬等角写像を動くものと
する．Standardな議論で，d

D(G)
T はD(G)で完備な距離であることがわかる．

この観点から，コンパクトRiemann面を表すFuchs群のTeichmüller空間は，上半平
面での擬等角変形全体と捉えられる．これはFuchs群のPSL(2,C)への表現とみなせる
が，擬等角変形のサポートを上半平面に限っているので，Fuchs群の変形空間としては
いわば「半分だけ」の変形である．これをKlein群の変形空間として，fullにした変形



空間はquasi-Fuchsian spaceと呼ばれる．ΓをHの商空間がコンパクトになるFuchs群
とする．このとき，quasi-Fuchsian space QF(Γ)(= D(Γ))は

QF(Γ) = {w | wは正規化された Ĉ上のΓ-同変な擬等角写像}/ ∼

とも表現される．ここで，w1 ∼ w2はw1|R = w2|Rと思ってもよい．QF(Γ)は自然にG

のPSL(2,C)への表現空間Hom(Γ,PSL(2,C))に埋め込まれる．
Bersの同時一意化定理により，QF(Γ)はΓのTeichmüller空間T (Γ)の直積と双正則

になる．したがって，T (Γ)の解析的性質はある程度QF(Γ)に伝播するが，さらに次の
ことが知られている ([31])．

Proposition 4.2 (McMullen). QF(Γ)はHom(Γ,PSL(2,C))でdisk convexである．す
なわち，単位円板の閉包∆で連続で，∆で正則である写像Φ : ∆ → Hom(Γ,PSL(2,C))
がΦ(∂∆) ⊂ QF(Γ)であれば，常にΦ(∆) ⊂ QF(Γ)となっている．

一般のKlein群の変形空間で同様の考察を行う．以下は主として論文 [42]の結果で
ある．

Theorem 4.1. Gを成分が全て単連結であるようなKlein群とする．φを単位円板∆内
のあるAB-removableなコンパクト集合Kの外部∆K := ∆ \KからHom(G,PSL(2,C)
への正則写像で，任意の z ∈ ∆K に対して φ(z)(γ)が parabolicになるのは γ ∈ Gが
parabolicのときのみとする．このとき，φ(∂∆) ⊂ D(G)であれば，φは∆からD(G)へ
の正則写像に拡張できる．

上の定理で，∆のコンパクト集合KがAB-removableとは，∆Kで定義された任意の
有界正則函数が∆まで正則に拡張されるときをいう．例えば，1次元ハウスドルフ測度
が0であるコンパクト集合はAB-removableである．
Theorem 4.1の「成分が全て単連結であるようなKlein群」という条件を満たすもの

は，quasi-Fuchs群以外にもb-群や蜘蛛の巣群 (web group）と呼ばれるKlein群がある．
一方で，この条件を満たさないKlein群においては，次のように状況は全く異なる．

Theorem 4.2. Gを有限生成Klein群で，単連結でない成分を持つものとする．この
とき，∆∗ := ∆ \ {0}で定義され，φ(z)がつねに群同型となるようなD(G)への正則写
像φで，∆まで正則に拡張できないものが存在する．

Theorem 4.2はTheorem 4.1の比較においても興味深いが，そこに現れる現象を解析
することで，変形空間D(G)の構造を調べることができる．

Theorem 4.3. Gを有限生成Klein群とする．このとき，以下が成り立つ．

1. D(G)においてCarathéodory擬距離は距離である．

2. Gの成分が全て単連結であれば，Carathéodory距離は完備である．特に，D(G)

はH∞-凸である．

3. Gが単連結でない成分を持てば，D(G)はH∞-凸ではない．特に，Carathéodory

距離は完備ではない．

また，D(G)のKobayashi距離については，



Theorem 4.4. 有限生成 Klein群 Gの変形空間 D(G)において，Kobayashi距離は
Teichmüller距離 d

D(G)
T と等しい．したがって完備である．また，Gが単連結でない成

分を持てば，D(G)においてKobayashi距離とCarathéodory距離とKobayashi距離は異
なる．
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Norm. Sup. 16 (1983), 193-217.

[24] A. Marden and H. Masur, A foliation of Teichmüller space by twist invariant disks,
Math. Scand 36 (1975), 211-228.

[25] V. Markovic, Caratheodory’s Metrics on Teichmueller Spaces and L-shaped pillowcases,
to appear in Duke Journal of Mathematics

[26] B. Maskit, A theorem on planar covering surfaces with applications to 3-manifolds, Ann.
of Math. 65 (1965), 341–355.

[27] B. Maskit, On boundaries of Teichmüller spaces and on kleinian groups: II, Ann. of
Math. 91 (1970), 607–639.

[28] B. Maskit, Self-maps on Kleinian groups, Amer. J. Math. 93 (1971), 840–856.

[29] K. Matsuzaki and M. Taniguchi, Hyperbolic Manifolds and Kleinian Groups, Clarendon
Press Oxford 1998.

[30] C. T. McMullen, Kleinian groups and John domains, Topology 37 (1998), 485–496.

[31] C. T. McMullen, Complex earthquakes and Teichmüler theory, J. Amer. Math. Soc. 11
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