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1. 序
超関数の理論は佐藤幹夫により創始され ([23], [24]),その後代数解析と呼ばれる分野形成
の礎となった (佐藤幹夫 -河合隆裕 -柏原正樹 [25],柏原正樹 - P. Schpaira [15]およびそ
れらの参考文献参照). 超関数は実解析関数の自然な拡張で L. Schwartzの distributions

を含む. またその空間は線形微分方程式の解を尽くすという意味で十分大きく, 線形微
分方程式論を始め諸課題で重要な役割を果たす (小松彦三郎 [17] 等).

1次元空間上の超関数は複素平面上実軸を除いた所で正則な関数で代表され, その関
数が実軸を超えて正則関数として拡張される時, 零となるものとして定められる. 従っ
てこの場合は比較的簡明で具体的扱いも可能である. 高次元空間上の超関数は局所コ
ホモロジーにより定義され, 理論は導来関手の言葉で展開される. これを具体化するた
め 金子 晃 [13], 森本光生 [22] は超関数の“直感的表示” を導入した. この方面の最近の
研究として 小森大地 - 梅田耕平 [20] がある.

一方, 講演者は Čech-de Rham コホモロジーとその上の積分論, 特にその相対版を用
いて特性類の局所化理論を研究していた ([5], [26], [27]). 同様にして Čech-Dolbeaultコ
ホモロジー理論も展開し種々の応用を試みていた ([1], [28]). その後, ここで自然に現
れる相対 Dolbeault コホモロジーは正則微分形式の層を係数とする A. Grothendieck,

佐藤幹夫 の局所 (相対)コホモロジーと規準的に同型になり, このことを用いると高次
元の超関数が 1次元の時と同様に扱えることを見出した ([29], [30]). 即ち, 任意次元の
超関数は自然なコサイクル条件を満たす C∞ 微分形式の対で表せる. この表示は超関
数の扱いを著しく簡明にするばかりでなく, 超関数論に新しい見地を与え, 既存の方法
では得難かった結果をももたらすことが分かってきた.

本講演では相対 Dolbeault コホモロジー論の概要を述べ, 応用として超関数, その
基本的演算, 関連した局所双対性等の表示について話したい. 特筆すべき点の一つは,

我々の立場では超関数の積分は Čech-de Rham コホモロジーの積分論に由来し, C∞ 級
微分形式の普通の積分で与えられる. また実解析関数の超関数への埋め込み (さらに
一般に正則関数の境界値射)はトポロジーと解析の接触点であり, 我々の立場では相対
de Rham コホモロジーから相対 Dolbeault コホモロジーへの射影で表される. ここで
はThom 類の相対 de Rham コホモロジーでの表示が本質的な役割を果たす.

以上のアイディア, 方法には更なる可能性があり, 代数解析の諸課題, 例えば Laplace

超関数の理論 ([10], [11], [18]), 擬微分作用素の表象理論 ([2], [3]) 等にも応用される. 実
際 梅田 [31] は前者, 小森 [19] は後者につき, この立場から理論展開を行っている.

本講演は 本多尚文, 伊澤 毅 との共同研究 [12] の一部を含む. 講演では基本的アイ
ディアの説明に重点をおき, 詳細, さらなる展開については [12] を参照して頂きたい.
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2. 相対 Dolbeault コホモロジー
この節では相対 Dolbeault コホモロジーの概略, またそれが正則微分形式層を係数とす
る相対 (局所)コホモロジーと規準的に同型となることを述べる.

2.1. 層係数のコホモロジー
この部分節の参考文献として [6], [16] をあげておく. S を位相空間X 上の加群の層と
する. X の開集合 V に対し, V 上の切断のなす加群をS (V ) で表す. さらに開部分集
合 V ′ ⊂ V に対し V ′ 上零になる切断のなす部分加群をS (V, V ′) で表す.

標準的コホモロジー 理論としては脆弱 (flabby) 分解によるものを用いる. ここで
層 F が脆弱であるとは X の任意の開集合 V に対し, 制限射 F (X) → F (V ) が全
射となることを言う. X ′ を X の開集合とするとき, 複体 F •(X,X ′) の q-次 コホモ
ロジーを Hq(X,X ′;S ) と書く, ただし 0 → S → F • は S の脆弱分解である. こ
のコホモロジーは脆弱分解の取り方によらず規準的同型を除き一意的に決まる. これ
は S = X∖X ′ として Hq

S(X;S ) とも書く. このコホモロジーは最初の表現で S の
(X,X ′) 上の相対コホモロジー と呼ばれ [24], ２番目の表現で S に台を持つ S の X

上の 局所コホモロジー と呼ばれる [8]. Hq(X;S ) = Hq(X, ∅;S ) とする.

2.2. Čech-Dolbeault コホモロジー
X を n 次元複素多様体とする. X 上の 正則 p-形式, C∞ 級 (p, q)-形式の層をそれぞれ
O(p)

X , E (p,q)
X で表す. O(0)

X は単に OX と書く. 添字 X は誤解の恐れがないときは略す.

Dolbeault 複体 (E (p,•), ∂̄) は O(p) の細 (fine) 分解を与える :

0 −→ O(p) −→ E (p,0) ∂̄−→ E (p,1) ∂̄−→ · · · ∂̄−→ E (p,n) −→ 0.

Dolbeault コホモロジー : X の (p, q)-型の Dolbeault コホモロジー Hp,q

∂̄
(X) は複体

(E (p,•)(X), ∂̄) の q 次コホモロジーである. 次の同型がある (Dolbeault の定理) :

Hp,q

∂̄
(X) ≃ Hq(X;O(p)). (1)

上の同型を与える射の中に規準的なものがある ([29], [30]).

Čech-Dolbeault コホモロジー : Čech-Dolbeault コホモロジー は複素多様体の任意
の開被覆に対し定義できるが, ここでは二つの開集合からなる被覆の場合を考え, 一般
の場合および詳細については [28], [29] を参照されたい.

V = {V0, V1} を X の開被覆とし, V01 = V0 ∩ V1 とおく. ベクトル空間 E (p,q)(V) を
次により定義する :

E (p,q)(V) = E (p,q)(V0)⊕ E (p,q)(V1)⊕ E (p,q−1)(V01).

従って E (p,q)(V)の元は三つ組 ξ = (ξ0, ξ1, ξ01)で与えられる. 微分 ϑ̄を次により定める :

ϑ̄ : E (p,q)(V) −→ E (p,q+1)(V), ϑ̄(ξ0, ξ1, ξ01) = (∂̄ξ0, ∂̄ξ1, ξ1 − ξ0 − ∂̄ξ01).

そうすると ϑ̄ ◦ ϑ̄ = 0 となることは容易に確かめられる.

定義 2.1 複体 (E (p,•)(V), ϑ̄) の q-次コホモロジーを V 上の (p, q)-型 Čech-Dolbeault

コホモロジーとよび, Hp,q

ϑ̄
(V) で表す.



定理 2.2 ω 7→ (ω|V0 , ω|V1 , 0) で与えられる包含 E (p,q)(X) ↪→ E (p,q)(V) は次の同型を
導く :

Hp,q

∂̄
(X)

∼−→ Hp,q

ϑ̄
(V).

上の同型射の逆は (ξ0, ξ1, ξ01) の類に対し, ρ0ξ0 + ρ1ξ1 − ∂̄ρ0 ∧ ξ01 の類を対応させる
ことにより得られる. ここで {ρ0, ρ1} は V に従属した C∞ 級の 1 の分解である.

2.3. 相対 Dolbeault コホモロジー
X を上の通りとし, S を X の閉集合とする. V0 = X∖S, V1 を S の X 内の近傍とし,

X, X∖Sの被覆 V = {V0, V1}, V ′ = {V0} を考える. 次のようにおく :

E (p,q)(V ,V ′) = { ξ ∈ E (p,q)(V) | ξ0 = 0 } = E (p,q)(V1)⊕ E (p,q−1)(V01).

そうすると (E (p,•)(V ,V ′), ϑ̄) は (E (p,•)(V), ϑ̄) の部分複体である .

定義 2.3 複体 (E (p,•)(V ,V ′), ϑ̄) のq-次コホモロジーを (V ,V ′) の (p, q)-型の相対 Dol-

beault コホモロジーとよび, Hp,q

ϑ̄
(V ,V ′) で表す.

複体の完全列

0 −→ E p,•(V ,V ′)
j∗−→ E p,•(V) i∗−→ E p,•(V0) −→ 0, (2)

ただし j∗(ξ1, ξ01) = (0, ξ1, ξ01), i
∗(ξ0, ξ1, ξ01) = ξ0, から次の完全列を得る :

· · · −→ Hp,q−1

∂̄
(V0)

δ−→ Hp,q

ϑ̄
(V ,V ′)

j∗−→ Hp,q

ϑ̄
(V) i∗−→ Hp,q

∂̄
(V0) −→ · · · , (3)

ただし δ は θ の類に対し (0,−θ) の類を対応させる. 上の列と 定理 2.2 より次を得る :

命題 2.4 コホモロジー Hp,q

ϑ̄
(V ,V ′)は V1 の取り方によらず, 規準的同型を除き一意的

に定まる.

上により Hp,q

ϑ̄
(V ,V ′) を Hp,q

ϑ̄
(X,X∖S) とも書く.

命題 2.5 (切除性質) S を含む任意の開集合 V に対し, 次の標準的同型が存在する :

Hp,q

ϑ̄
(X,X∖S) ≃ Hp,q

ϑ̄
(V, V ∖S).

相対 Dolbeault コホモロジー は O(p)-係数の X の相対 (局所) コホモロジーと他の
基本的性質も共有する. 実際次が成り立つ（[29], [30]) :

定理 2.6 (相対 Dolbeault 定理) 次の規準的な同型が存在する :

Hp,q

ϑ̄
(X,X∖S) ≃ Hq

S(X;O(p)).

注意 2.7 1. 0 → O(p) → F • を O(p) の脆弱分解とし, X ′ = X∖S とすると定義より

0 −→ F •(X,X ′)
j∗−→ F •(X)

i∗−→ F •(X ′) −→ 0 (4)

は完全である. ただし j∗, i∗ は包含 j : (X, ∅) ↪→ (X,X ′), i : X ′ ↪→ X よりひき起
こされる射. これが脆弱分解による相対コホモロジーの定義が理論的にはうまく行く
理由である. 実際にはこのコホモロジーを具体的に表したいのであるが, 例えば細分



解 0 → O(p) → E (p,•) を用いると (4) で i∗ に対応する射が全射にならない. そこで
E (p,•)(X), E (p,•)(X,X ′) を上のような E (p,•)(V), E (p,•)(V ,V ′) で置き換えると (2) の完
全列があり, 議論がうまく進む. つまり細層の場合 X ′ 上の切断 ξ0 は必ずしも X に延
ばせないが S = X∖X ′ の近傍 V1 とその上の切断 ξ1 をとり, それらと共に“差” ξ01 も
記録しておけばよい.

2. 上の相対 Dolbeault コホモロジーは導来圏の理論における “mapping-cone” に双対
な複体のコホモロジーとも解釈することが出来, 定理 2.6はこの立場からも証明出来る
([30]). 従ってこのコホモロジーは導来圏の理論にもうまくあてはまる.

3. Čech-Dolbeault コホモロジーでもカップ積, 積分等が定義できる. これらについて
は後に関連する場合に議論する.

3. 佐藤超関数
この節では佐藤超関数の定義を想起し, その相対 Dolbeault コホモロジーによる表現に
ついて超形式のそれと共に述べる.

3.1. 超関数と超形式
M を n 次元実解析多様体とし, X をその複素化とする. X 上の層 S に対し, 前層
V 7→ Hq

M∩V (V,S ) により定められる層を H q
M(S ) と書く. この層は M に台を持ち,

M 上の層と考えられる. 次の基本定理を引用する ([14], [15], [25]) :

定理 3.1 1. M は X の内で OX に関し純 n-余次元的, 即ちH i
M(OX) = 0, i ̸= n.

2. 層 H n
M(OX) は脆弱.

M 上の佐藤超関数の層は次で与えられる ([15], [25]) :

BM = H n
M(OX)⊗ZM

orM/X ,

ここで orM/X = H n
M(ZX) は相対向き付け層, 即ち法束 TMX の向き付け層である. さ

らに一般に次を導入する :

定義 3.2 M 上のp-超形式の層を次により定める :

B(p)
M = H n

M(O(p)
X )⊗ZM

orM/X .

これは超関数係数の p-形式の層と言われてきたものに他ならない. X は複素多様体
なので常に向き付け可能であるが, 以下考える向きは必ずしも “普通のもの” とは限ら
ない. ここで X の向きが普通であるとは (z1, . . . , zn), zi = xi +

√
−1yi, を X 上の複

素座標系とするとき (x1, y1, . . . , xn, yn) が正の座標系となる向きを言う. Mが向きづけ
可能であれば, TMX もそうである. 従ってこの時, 任意の開集合 U ⊂M に対し, 次が
成り立つ

B(p)
M (U) = Hn

U(V ;O(p)
X )⊗ZM (U)

Hn
U(V ;ZX), (5)

ここで V は X の開集合で U を閉集合として含むものである. 以下そのような V を
U の X 内の複素近傍ということにする.

注意 3.3 上の (5) では M が X の中で O(p)
X および ZX に関し純 n-余次元的であるこ

とを用いた. 後者は Thom 同型より分かる (下の部分節 5.1 参照).



向きの決め方 : M が向き付け可能のとき X, TMX, M の向きは次のように定める :

Xの向き = TMXの向き+Mの向き. (6)

従って X とM の向きを指定すると, TMX の向きが定まり,規準的同型 orM/X ≃ ZX

さらに次の規準的同型が定まる :

任意の開集合 U ⊂M に対し, B(p)
M ≃ H n

M(O(p)
X ), B(p)

M (U) ≃ Hn
U(V,O

(p)
X ). (7)

以下, コホモロジー Hn
U(V ;ZX) は Hn

U(V ;CX) に埋め込み, 後者は相対 de Rham コ
ホモロジーで表され, 一方 Hn

U(V ;O(p)
X ) は相対Dolbeault コホモロジーで表される.

3.2. 相対 Dolbeault コホモロジーによる超形式の表現
簡単のため M = Rn ⊂ Cn = X とする. さらに Rn および Cn は (x1, . . . , xn) および
(y1, . . . , yn, x1, . . . , xn) が正の座標系になるように向き付けておく. 従って (y1, . . . , yn)

が法方向の正の座標系となる. そうすると開集合 U ⊂ Rn 上の p-超形式の空間は (7)

で与えられる. 一方, 定理 2.6 により次の規準的同型が存在する :

B(p)(U) ≃ Hp,n

ϑ̄
(V, V ∖U).

以下, この同型によりB(p)(U) とHp,n

ϑ̄
(V, V ∖U) を同一視し, 超形式およびそれらのい

くつかの基本的演算の具体的表示を与える.

V0 = V ∖U , V1 を U の V の中での近傍とし, V , V ∖U の開被覆 V = {V0, V1},
V ′ = {V0} を考える. そうすると Hp,n

ϑ̄
(V, V ∖U) = Hp,n

ϑ̄
(V ,V ′) となり, p-超形式は対

(ξ1, ξ01) で表せる. ここで ξ1 は V1 上の (p, n)-形式 (自動的に ∂̄-閉), ξ01 は V01 上の
(p, n− 1)-形式で V01 上 ξ1 = ∂̄ξ01となるものである. 次の完全列がある ((3) 参照)

Hp,n−1

∂̄
(V ) −→ Hp,n−1

ϑ̄
(V ∖U) δ−→ Hp,n

ϑ̄
(V, V ∖U) j∗−→ Hp,n

∂̄
(V ).

Grauertの定理 [7]により, V として Stein開集合をとることが出来,この時 Hp,n

∂̄
(V ) ≃

Hn(V,O(p)) = 0 である. 従って δ は全射で Hp,n

ϑ̄
(V, V ∖U) の任意の元は (0,−θ) とい

う形のコサイクルで表される, ここで θ は V ∖U 上の ∂̄-閉な (p, n− 1)-形式である.

n > 1 の時, Hp,n−1

∂̄
(V ) ≃ Hn−1(V,O(p)) = 0 となり, δ は同型射である. n = 1 の時,

次の完全列がある

Hp,0

∂̄
(V ) −→ Hp,0

ϑ̄
(V ∖U) δ−→ Hp,1

ϑ̄
(V, V ∖U) −→ 0,

ここで Hp,0

ϑ̄
(V ∖U) ≃ H0(V ∖U,O(p)), Hp,0

∂̄
(V ) ≃ H0(V,O(p)) なので, これは p = 0 の

時, １変数超関数の佐藤による元表現を与える.

注意 3.4 多くの場合, 超形式は一つの微分形式で表されるが, 一般には対 (ξ1, ξ01) で表
されることに留意しておくことが大切である.

4. 基本的演算
部分節 3.2 におけるように, U を Rn の開集合, V を Cn の中の U の複素近傍とする.



実解析関数による積 : A (U) を U 上の実解析関数のなす空間とする. 積

A (U)×Hp,n

ϑ̄
(V, V ∖U) −→ Hp,n

ϑ̄
(V, V ∖U)

を (f, [ξ]) 7→ [(f̃ ξ1, f̃ ξ01)] により定める. ここで f̃ はf の複素化を表す.

偏微分 : 偏微分
∂

∂xi
: H0,n

ϑ̄
(V, V ∖U) −→ H0,n

ϑ̄
(V, V ∖U)

は次のように定められる. (ξ1, ξ01) を U 上の超関数の代表とし, ξ1 = f dz̄1 ∧ · · · ∧ dz̄n,
ξ01 =

∑n
j=1 gj dz̄1 ∧ · · · ∧ d̂z̄j ∧ · · · ∧ dz̄n と表す. ∂

∂xi
[ξ] は次のコサイクルで表される :

( ∂f
∂zi

dz̄1 ∧ · · · ∧ dz̄n,
n∑

j=1

∂gj
∂zi

dz̄1 ∧ · · · ∧ d̂z̄j ∧ · · · ∧ dz̄n
)
.

以上より微分作用素 P (x,D) に対し, P (x,D) : H0,n

ϑ̄
(V, V ∖U) → H0,n

ϑ̄
(V, V ∖U) が

定義できる.

微分 : 微分 ([29] 参照, ここでは ∂ を d と書く)

d : Hp,n

ϑ̄
(V, V ∖U) −→ Hp+1,n

ϑ̄
(V, V ∖U) (8)

は (ξ1, ξ01) の類に対し (−1)n(∂ξ1,−∂ξ01) の類を対応させることにより定める.

なおこれは超形式の de Rham 複体

0 −→ C −→ B
d−→ B(1) d−→ · · · d−→ B(n) −→ 0.

を導く ([12], [29]).

超形式の積分 : Rn および Cn の向きを部分節 3.2 のように定める. K を U 内のコン
パクト集合とし, K に台を持つ U 上の p-超形式の空間 B(p)

K (U) を次の完全列により
定める :

0 −→ B(p)
K (U) −→ B(p)(U) −→ B(p)(U∖K) −→ 0.

そうすると次が成り立つ :

命題 4.1 K を含む X の開集合 V に対し 規準的同型がある :

B(p)
K (U) ≃ Hp,n

ϑ̄
(V, V ∖K).

V を U の複素近傍とする. V0 = V ∖K, V1 を K の V 内の近傍とし, 被覆 VK =

{V0, V1}, V ′
K = {V0} を考える, そうするとB(p)

K (U) = Hp,n

ϑ̄
(VK ,V ′

K) と表せる. R1 を
V1 の実 2n-次元部分多様体で C∞ 境界 ∂R1 を持つものとし R01 = −∂R1 とおく. 積分∫

U

: B(n)
K (U) −→ C

を次のように定める. 超形式 u ∈ B(n)
K (U) = Hϑ̄(VK ,V ′

K) が

ξ = (ξ1, ξ01) ∈ E (n,n)(VK ,V ′
K) = E (n,n)(V1)⊕ E (n,n−1)(V01)

で表されるとき ∫
U

u =

∫
R1

ξ1 +

∫
R01

ξ01

とおく. これは代表 ξ の取り方によらない.



局所双対 : K, V , V1 を上の通りとすると, 次の双一次形式がある :

Hp,q

ϑ̄
(V, V ∖K)×Hn−p,n−q

∂̄
(V1)

⌣−→ Hn,n

ϑ̄
(V, V ∖K)

∫
−→ C.

最初の矢はカップ積でコサイクルレベルでは ((ξ1, ξ01), η) 7→ (ξ1 ∧ η, ξ01 ∧ η) で与えら
れる. 次のように定める :

Hp,q

∂̄
[K] = lim

−→
V1⊃K

Hp,q

∂̄
(V1).

そうすると上の双一次形式は射

Ā : Hp,q

ϑ̄
(V, V ∖K) −→ Hn−p,n−q

∂̄
[K]∗ = lim

−→
V1⊃K

Hn−p,n−q

∂̄
(V1)

∗ (9)

をひき起す. これを ∂̄-Alexander 射という. 以上では代数的双対を考えたが, 双対同
型を得るには位相的双対を考える必要がある.

Martineau の定理 : 次の A. Martineau の定理 [21] ([9],[16] も参照) は我々の枠組で
は位相的双対を考えると ∂̄-Alexander 射が同型となる例で, 従って双対性は上に述べた
ようなカップ積と積分の組み合わせで与えられる.

定理 4.2 K を Cn 内のコンパクト集合で Hq(K,O(p)) = 0, q ≥ 1,を満たすものとする.

このとき K を含む Cn 内の任意の開集合 V に対し, Hp,q

ϑ̄
(V, V∖K)および Hn−p,n−q

∂̄
[K]

はそれぞれ自然なFS および DFS 空間の構造を持ち, 次が成り立つ :

Ā : Hp,q

ϑ̄
(V, V ∖K)

∼−→ Hn−p,n−q

∂̄
[K]′ =

{
0 q ̸= n

O(n−p)[K]′ q = n.

ここで ′ は強双対を表す.

この定理は原論文では p = 0 のときに局所コホモロジーを用いて述べられている.

我々の枠組ではこの双対性は (q = n の時) 次にように記述できる. V0 = V ∖K, V1 を
K の V 内の近傍とし, V , V ∖K の被覆 VK = {V0, V1}, V ′

K = {V0} を考える. R1, R01

を前の通りとすると, 双対性は, E (p,n)(VK ,V ′
K) のコサイクル (ξ1, ξ01) と K の近くの正

則 (n− p)-形式 η に対し次で与えられる :∫
R1

ξ1 ∧ η +
∫
R01

ξ01 ∧ η. (10)

なお仮定 Hq(K,O(p)) = 0, q ≥ 1, は Grauert の定理により K が Rn の部分集合の
とき常に満たされている.

K ⊂ Rn とし, A (p) を Rn 上の実解析的 p-形式の層とすると

O(p)[K] = lim
−→

V1⊃K

O(p)(V1) ≃ lim
−→

U1⊃K

A (p)(U1) = A (p)[K],

ここで V1 は Kの Cn 内の近傍を亘り, U1 = V1 ∩ Rn である.

系 4.3 K を含む任意の開集合 U ⊂ Rn に対し, 対

B(p)
K (U)× A (n−p)[K] −→ Hn,n

ϑ̄
(V, V ∖K)

∫
−→ C

は位相的に非退化で
B(p)

K (U) ≃ A (n−p)[K]′.



デルタ関数 : K = {0} ⊂ Rn の場合を考え, 次のようにおく

Φ(z) = dz1 ∧ · · · ∧ dzn, Φi(z) = (−1)i−1zi dz1 ∧ · · · ∧ d̂zi ∧ · · · ∧ dzn.

Cn∖{0} 上の 0-Bochner-Martinelli 形式を次により定める :

β0
n = C ′

n

∑n
i=1 Φi(z)

∥z∥2n
, C ′

n = (−1)
n(n−1)

2
(n− 1)!

(2π
√
−1)n

.

そうすると βn = β0
n ∧ Φ(z) は Cn∖{0} 上の Bochner-Martinelli 形式である.

定義 4.4 デルタ関数 δ(x) は B{0}(Rn) = H0,n

ϑ̄
(Cn,Cn∖{0}) の超関数で次により表さ

れるものとする :

(0,−(−1)
n(n+1)

2 β0
n).

系 4.3 の同型は今の場合 B{0}(Rn) ≃ (A (n)
0 )′ となる, ただし A (n)

0 は A (n) の 0 に
おける茎である.

命題 4.5 デルタ関数 δ(x) は A (n)
0 の芽の代表 ω = h(x)Φ(x) に値 h(0) を対応させる

超関数である.

デルタ形式 : 再度 K = {0} ⊂ Rn の場合を考える.

定義 4.6 デルタ形式 δ(n)(x) は B(n)
{0}(R

n) = Hn,n

ϑ̄
(Cn,Cn∖{0}) の元で

(0,−(−1)
n(n+1)

2 βn)

で代表されるものである.

系 4.3 の同型は今の場合 B(n)
{0}(R

n) ≃ (A0)
′ となる.

命題 4.7 デルタ形式 δ(n)(x) は A0 の芽の代表 h(x) に値 h(0) を対応させる超形式.

注意 4.8 Cn を普通の座標系 (x1, y1, . . . , xn, yn) が正となるように向き付けると, デル
タ関数 δ(x) は (0,−β0

n) で表される. またデルタ形式 δ(n)(x) は (0,−βn) で表される.

ちなみにこれは階数 n の自明な複素ベクトル束の Thom 類の表現と同じである ([26,

Ch.III, Remark 4.6]).

5. 実解析関数の超関数への埋め込み
M を実解析多様体としX をその複素化とする. M 上の実解析関数の層 A の超関数の
層 B への埋め込みは定数 1 の超関数としての規準的見なし方により決まる (下記部分
節 5.3). 規準的同一視 ZM = orM/X⊗orM/X と規準的射 orM/X = H n

M(ZX) → H n
M(OX)

より, 次の規準的射を得る :

ZM = orM/X ⊗ orM/X −→ BM = H n
M(OX)⊗ orM/X .

これは単射 (注意 3.3)で 1 の像が対応する超関数である. これを我々の枠組で具体的に
求める. このために orM/X の複素化 orcM/X = H n

M(CX) を考えると上の射は次のよう
に拡張される

CM = orcM/X ⊗ orM/X −→ BM . (11)

以下, 射 H n
M(CX) → H n

M(OX) を相対 de Rham コホモロジーと 相対 Dolbeault コホ
モロジーを用いて調べる.



5.1. 相対 de Rham コホモロジー
Čech-de Rhamコホモロジー理論の詳細は [4], [26]を,また相対 de Rhamコホモロジー
およびこれにおける Thom 類については [26] を参照されたい.

X を m 次元 C∞ 多様体とし, E (q)
X を X 上の C∞ q-形式の層とする. de Rham 複体

(E (•), d) は定数層 C = CX の細分解を与える :

0 −→ C −→ E (0) d−→ E (1) d−→ · · · d−→ E (m) −→ 0.

q-次 de Rham コホモロジー Hq
d(X) は (E (•)(X), d) の q-次コホモロジー である. 次

の同型がある (de Rham の定理) : Hq
d(X) ≃ Hq(X;CX). なおこのような同型の内, 規

準的なものがある ([27], [30]).

Čech-de Rham コホモロジーは Čech-Dolbeault コホモロジーの定義において, Dol-

beault 複体を de Rham 複体で置き換えて得られる. 微分 ϑ̄ は D で置き換えられる.

相対 de Rham コホモロジーも同様に定義される. 即ち, S を X の閉集合とするとき,

V0 = X∖S, V1 を S の X 内の近傍とし, 前のように X, X∖S の被覆 V = {V0, V1},
V ′ = {V0} を考える. 次のようにおく :

E (q)(V ,V ′) = E (q)(V1)⊕ E (q−1)(V01).

また微分 D : E (q)(V ,V ′) → E (q+1)(V ,V ′)をD(σ1, σ01) = (dσ1, σ1−dσ01)により定める.

定義 5.1 複体 (E (•)(V ,V ′), D) の q-次コホモロジーを (V,V ′) の q-次 相対 de Rham

コホモロジーとよび, Hq
D(V ,V ′) で表す.

Dolbeault のときと同様に, このコホモロジーは V1 の取り方によらず, 同型を除いて
一意的に決まるので, Hq

D(X,X∖S)とも表す. 次の規準的同型がある (相対 de Rham定
理 [27], [30]) :

Hq
D(X,X∖S) ≃ Hq(X,X∖S;CX). (12)

注意 5.2 層係数コホモロジーHq(X;ZX)は規準的に X の Z-係数有限鎖の特異ホモロ
ジーHq(X;Z) と同型で, Hq(X,X∖S;ZX) は相対特異 コホモロジー Hq(X,X∖S;Z)
と同型である.

Thom 類 : π : E →M を C∞ 多様体 M 上の階数 l の向き付けられた C∞ 実ベクト
ル束とし, M を零切断の像と同一視する. このとき次の Thom 同型がある :

T : Hq−l(M ;Z) ∼−→ Hq(E,E∖M ;Z).

E の Thom 類 ΨE ∈ H l(E,E∖M ;Z) は [1] ∈ H0(M ;Z) の T による像である.

C-係数の Thom 同型は de Rham コホモロジーと 相対 de Rham コホモロジーを用
いて表せる :

T : Hq−l
d (M)

∼−→ Hq
D(E,E∖M).

これの逆は π に沿ったファイバー積分で与えられる [26, Ch.II, Theorem 5.3]. W0 =

E∖M , W1 = E とし, E, E∖M の被覆 W = {W0,W1}, W ′ = {W0} を考えると
Hq

D(E,E∖M) = Hq
D(W ,W ′) と表せる.

命題 5.3 自明な束 E = Rl ×M に対しては, ΨE は E (l)(W ,W ′) のコサイクル (0,−ψl)

で表せる.



上で ψl は Rl 上の “角形式” で次により与えられる :

ψl = Cl

∑l
i=1 Φi(x)

∥x∥l
, Φi(x) = (−1)i−1xi dx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxl. (13)

ここで Cl は l = 2k の時 (k−1)!
2πk , l = 2k + 1 の時 (2k)!

2lπkk!
により与えられる定数である.

重要な点はこれが閉形式で, Rl∖{0} 内の普通に向き付けられた (l− 1)-次元球面 Sl−1

に対し,
∫
Sl−1 ψl = 1 となることである.

X を m 次元 C∞ 多様体, M ⊂ X を n 次元閉部分多様体とし, l = m − n とする.

TMX を M の X における法束とすると, 管状近傍定理と切除性質により, 次の同型が
ある :

Hq(X,X∖M ;Z) ≃ Hq(TMX,TMX∖M ;Z).

X とM は向き付けられているとする. そうすると TMX は束として向き付け可能である
が,向きは (6)に準じて付ける. このときM の X 内の Thom類 ΨM ∈ H l(X,X∖M ;Z)
を q = l のときの上の同型により TMX の Thom 類に対応する類として定める. また
次の Thom 同型がある :

T : Hq−l(M ;Z) ∼−→ Hq(X,X∖M ;Z). (14)

これから M は X の中で ZX に関し純 l-余次元的であることが分かる. さらに Thom

類 ΨM は M の各点で規準的生成元を与える orM/X ≃ ZM の大域的切断と考えられる.

相対向き付け層の複素化 orcM/X と M の任意の開集合 U に対し, (12) より次を得る :

orcM/X(U) ≃ H l
U(V ;CX) ≃ H l

D(V, V ∖U), (15)

ここで V は X の開集合で U を閉集合として含むものである.

5.2. 相対 de Rham コホモロジーから相対 Dolbeault コホモロジーへの射影
X を n 次元複素多様体とする. 射 ρq : E (q) → E (0,q) を q-形式 ω にその (0, q)-成分
ω(0,q) を対応させることにより定める. そうすると ρq+1(dω) = ∂̄(ρqω) が成り立ち, 次
の複体の射を得る :

0 // C //

ι
��

E (0) d //

ρ0

��

E (1)

ρ1

��

d // · · · d // E (q)

ρq

��

d // · · ·

0 // O // E (0,0) ∂̄ // E (0,1) ∂̄ // · · · ∂̄ // E (0,q) ∂̄ // · · · .

従って X の任意の開集合 X ′ に対し射 ρq : Hq
D(X,X

′) → H0,q

ϑ̄
(X,X ′) が定まり, 次の

可換図式を得る :

Hq
D(X,X

′)
ρq

//

≀

H0,q

ϑ̄
(X,X ′)

≀

Hq(X,X ′;C) ι // Hq(X,X ′;O).

(16)

5.3. 超関数としての 1

M , X をこの節の初めと同様とする. まず 1 の射 (11) による像を求める. 簡単のため
M は向き付け可能とする. U を M 内の座標近傍とし, V を U の X 内の複素近傍と



する. X, M の向きを, V , U に部分節 3.2 の向きが与えられるように決める. そうする
と次の規準的同型を得る :

CM(U) ≃ H n
M(CX)(U) ≃ Hn

U(V ;C), BM(U) = H n
M(OX)(U) ≃ Hn

U(V ;O).

最初の同型は対 (V, U) に対する C-係数 Thom 同型 (14) である. U は連結とし, V , V ′

を部分節 3.2 のような被覆とする. そうすると次の可換図式を得る ((15), (16)) :

C = H0(U ;C) ∼
T

// Hn
U(V ;C) ι //

≀

Hn
U(V ;O)

≀

Hn
D(V ,V ′)

ρn
// H0,n

ϑ̄
(V ,V ′).

T による 1 の像が U の Thom 類 ΨU であることを想起し, これを Hn
D(V,V ′) で表す

E (n)(V ,V ′) のコサイクルを (ψ1, ψ01) とすると, 以上の考察から 1 の局所表示を得る :

定理 5.4 超関数として 1 はE (0,n)(V,V ′) のコサイクル (ψ
(0.n)
1 , ψ

(0.n−1)
01 ) で表せる.

命題 5.3 より, (ψ1, ψ01) として特に (0,−ψn) を選ぶことが出来る. ここで ψn は Rn
y

の角形式 (13). この時 1 は (0,−ψ(0,n−1)
n ) で表され, ψ

(0,n−1)
n は次により与えられる :

ψ(0,n−1)
n = (

√
−1)nCn

∑n
i=1(−1)i(zi − z̄i)dz̄1 ∧ · · · ∧ d̂z̄i ∧ · · · ∧ dz̄n

∥z − z̄∥n
.

特に n = 1 の時,

ψ
(0,0)
1 =

1

2

y

|y|
.

実解析的形式の超形式への埋め込み : U , V を上の通りとする. 射

A (p)(U) −→ B(p)(U) = Hp,n

ϑ̄
(V, V ∖U)

を ω(x) 7→ [(ψ
(0,n)
1 ∧ ω(z), ψ

(0,n−1)
01 ∧ ω(z))] により定める. ただし (ψ1, ψ01) は上のよ

うに Thom 類の代表で, ω(z) は ω(x) の複素化である. ここで ω(z) が正則なので
(ψ

(0,n)
1 ∧ ω, ψ(0,n−1)

01 ∧ ω) はコサイクルになる. 上の射は A (•), B(•) の微分 d と可換な
層の単射 ι(p) : A (p) → B(p) を引き起こす. 特に p = 0 の時, 実解析関数の超関数への
埋め込み A ↪→ B を得る. Distributions の超関数への埋め込みについては [12] 参照.
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