
ラプラシアンの第1固有値の最大化と極小曲面
納谷　信 (名古屋大学)∗

序論
　本講演の目的は, 閉曲面上のラプラシアンの第1固有値をリーマン計量を動かして最
大化する問題における近年の進展について解説することである. 本題に入る前に, この
ような問題意識の出発点となったHerschの不等式 [8]とそのYang-Yauによる高種数の
場合への一般化 [18]について述べることから始めよう.

Mを向き付け可能な閉曲面 (境界のないコンパクト曲面)とし, M上のリーマン計量
ds2に対して

Λ(ds2) := λ1(ds2) · Area(ds2)

とおく. ここで, λ1(ds2)はds2に関するラプラシアン

∆ds2 : f ∈ C∞(M) 7→
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∈ C∞(M)

の第1固有値 (最小の正固有値)であり, Area(ds2)は (M,ds2)の面積である.

例 1. (M, ds2) = (S2, ds2
S2) のとき, λ1(ds2

S2) = 2, Area(ds2
S2) = 4π であるから

Λ(ds2
S2) = 8πである. ここで, ds2

S2 は S2 上のガウス曲率 ≡ 1の計量 (標準計量)で
ある.

次に述べるHerschの不等式は, S2上のすべての計量の中での標準計量ds2
S2が汎関数

Λを最大化することを主張する.

定理 1 (Hersch [8]). 球面S2上の任意の計量ds2に対してΛ(ds2) ≤ 8πが成り立つ.

Herschの不等式はYang-Yauによって任意種数の場合に一般化された.

定理 2 (Yang-Yau [18]). 次数 dの有理型関数 (M, ds2) → C = C ∪ {∞}が存在するな
らば

Λ(ds2) ≤ 8π · d (1)

が成り立つ. とくに, Mが種数γのとき, M上の任意の計量ds2に対して

Λ(ds2) ≤ 8π ·
[
γ + 3

2

]
(2)

が成り立つ.

以上の二定理から自然に派生する問題として次がある:

(i) 種数γを固定したとき, Yang-Yauの不等式 (2)はシャープか?
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(ii) Λ(γ) := supds2 Λ(ds2)を実現する計量は存在するか? また, 定数倍を除いて一意
的か?

(iii) Λ最大化計量はどのような幾何学的特徴を持つか?

種数0の場合は問題 (i), (ii)の解答はいずれも肯定的である.

なお, 高次元の場合, λ1(ds2) · Vol(ds2)2/nがスケール不変になるので, これを最大化
する問題を考えることは自然であるが, この量の上限は必ず無限大になることが知られ
ている. この量を無限大に発散させる計量の列は, 浦川 [17]によってS3上に初めて構成
された.

次節以降で上記の問題に関する 90年代から最近までの進展について述べていく. ま
ず, 第1節では種数1の場合を扱う. この場合には最大化問題はNadirashvili [11]によっ
て完全に解決されている. また, 同じ論文で最大化問題の解と球面内の極小曲面との
間の美しい関係が見出されているので, 併せて紹介する. 第 2節では種数 2の場合に,

ある計量 (ただし有限個の錐状特異点をもつ)が最大化問題の解を与えるであろという
JLNNP予想 [9]を紹介する. この予想は, 最近になって庄田敏宏氏 (佐賀大)と講演者に
よって肯定的に解決されたので, 証明の概要を第 4節で述べる. 第 3節では, JLNNP予
想と極小曲面のモース指数を計算する問題との間の関係について述べる. 第 5節では,

Kähler多様体の場合に関連した問題が定式化されているので, それを紹介し, 曲面の場
合には共形類を固定して汎関数Λを最大化する問題と同等であることをみる. 最後に
補遺において, Herschの不等式の証明を与え, Yang-Yauの不等式についても証明の概
要を述べておく.

1. 種数1の場合–Nadirashviliの結果–

　種数 1, すなわちトーラス T 2の場合を考えよう. T 2上の平坦計量の範囲では, 汎関
数Λの上限は等辺トーラスR2/Γの平坦計量によって実現されることが確かめられる.

ここで, Γは (1, 0)と (1/2,
√

3/2) によって生成される格子である. (この計量について,

λ1 = 16π2/3, Area =
√

3/2, Λ = 8π2/
√

3である.) Berger [2]は次の問題を提起した:

T 2上のすべての計量の中で, 等辺トーラスの平坦計量が汎関数Λの上限Λ(1)を実現す
るだろうか? すなわち, Λ(1) = 8π2/

√
3だろうか? 1996年になってNadirashvili [11]は

Bergerの問題を肯定的に解決し, 同時に種数が1の場合に前節で述べた問題のすべてに
対して解答を与えた.

定理 3 (Nadirashvili [11]). γ = 1のとき, Λ(1) = 8π2/
√

3で, この値は等辺トーラスの
平坦計量の定数倍, そしてそれらによってのみ実現される.

この定理により, 種数 1の場合はYang-Yauの不等式 (2)はシャープでないことが分
かる. 一方, 汎関数Λの上限Λ(1)を実現する計量が定数倍を除いて一意的に存在する.

このように, 種数 1の場合, 問題 (i), (ii)の解答はそれぞれ否定的, 肯定的である. 次の
例は問題 (iii)に対して一定の解答を与えている.

例 2. 等辺トーラスR2/Γの平坦計量を ds2とする. 写像φ : R2/Γ → S5 (S5はC3内の
単位球面)を

φ((x, y) mod Γ) =
1√
3

(
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3 , e

2πi
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によって定めると, これは極小埋め込みであり, φ∗ds2
S5 = 8π2

3
ds2となる. (すなわち, 埋

め込みは相似的である.)

次の定理は, 例2の状況が種数に依らずに成立することを主張する.

定理 4 (Nadirashvili [11]). M を種数 γの閉曲面とし, ds2をΛ(γ)を実現するM 上の
計量とする. このとき, ds2のラプラシアンの第 1固有関数 f1, · · · , fdを適当にとると,

f = (f1, · · · , fd) : M → RdはSd−1 への相似的極小はめ込みを与える.

種数γが一般の場合のΛ(γ)を実現する計量の存在についても, かなりのことが分かっ
てきている.

定理 5 (Petrides [16]). Mを種数γの閉曲面とする. このとき, もしΛ(γ) > Λ(γ − 1)な
らばΛ(γ)を実現する計量 (ただし, 有限個の錐状特異点を持ち得る)が存在する.

2. 種数2の場合–JLNNP予想–

　 γ = 2の場合, 不等式 (2)はΛ(ds2) ≤ 16πになる. 等号成立の候補として, 論文 [9]の
著者達は次の計量に注目した.

B = {(z, w) ∈ C2 | w2 = z(z4 + 1)} ∪ {(∞,∞)}

は種数2の閉リーマン面であり, Bolza曲面とよばれる. B上の有理型関数gB : (z, w) ∈
B 7→ z ∈ Cは次数 2であり, 6点 (0, 0), (∞,∞), (±1, 0), (±i, 0)を分岐点にもつ. ds2

S2

を S2 = C上の標準計量として ds2
B = gB

∗ds2
S2とおくと, ds2

Bは gBの分岐点において,

そしてそこでのみ退化する特異リーマン計量である. gBは 2重の分岐被覆であるので
Area(ds2

B) = 8πである.

予想 1 ([9]). λ1(ds2
B) = 2, したがってΛ(ds2) = 16πが成立する.

この予想–JLNNP予想とよぶ–は, 2017年になって庄田敏宏氏 (佐賀大)と講演者に
よって肯定的に解決された. 証明の概要を第4節で述べることにする.

3. 極小曲面のモース指数との関連
　R3内の完備極小曲面やトーラスT 3内のコンパクト極小曲面のモース指数 (不安定指
数) を評価・計算する問題は, Fischer-Colbrie [6]の研究に始まり, その後多くの人々に
よって研究されてきた. この節では, JLNNP予想がこの問題と密接に関わることを述
べる.

M を R3 内の向き付け可能な極小曲面とし, はめ込み写像を f : M → R3 とする.

ft : M → R3 (|t| < ε)を fの変分でコンパクト台Ωをもつものとするとき, Mの第 1変
分は零であり, Mの面積の第2変分は

d2

dt2
Area(Ω, ft

∗ds2
R3)|t=0 =

∫
Ω

(|du|2 + 2Ku2) da

によって与えられる. ここで, V = d
dt

ft|t=0を変分ベクトル場, NをMの単位法ベクト
ル場として, u = 〈V,N〉である. また, K, daはぞれぞれMのガウス曲率, 面積要素を表
す. 極小曲面Mは, 任意のコンパクト台をもつ変分に対して第2変分が非負であるとき
に, 安定であるといわれる. Mの完備性を仮定すると, 安定になるのは平面の場合に限
る [3, 7]. つまり, 平面以外の完備極小曲面はすべて不安定である. そこでMのモース



指数 Ind(M)を以下のように定義する. まず, コンパクト領域Ω ⊂ Mに対して Ind(Ω)

を
∀u ∈ V \ {0},

∫
Ω

(|du|2 + 2Ku2) da < 0

をみたす線形部分空間V ⊂ C∞
0 (Ω)の最大次元 (有限)として定義する. そして

Ind(M) = sup
Ω

Ind(Ω)

と定める. ここで, supはすべてのコンパクト領域Ω ⊂ Mにわたってとる. こうして定
義された Ind(M)は無限大になり得るが, Fischer-Colbrie [6] によって,

Ind(M) < ∞ ⇔
∫

M

(−K) da < ∞

が証明されている. したがって, Ind(M)を定量的に調べる場合は
∫

M

(−K) da < ∞と仮

定してよい. そしてこの場合, Mはコンパクトリーマン面Mから有限個の点を除いた
もの (有限型リーマン面)にリーマン面として同型であり, Mのガウス写像 g : M → C
はM上の有理型関数 g : M → Cに拡張することが知られている. (Ossermanの古典的
結果. cf. [15].)

一般に, コンパクトリーマン面M上の非定値な有理型関数 g : M → Cに対して, 先
に特異計量ds2

Bを構成したのと同様に gによってC = S2の標準計量を引き戻すことに
より, M上の特異計量ds2

gが得られる. ds2
gのラプラシアンを∆gで表し,

Ind(g) = −∆gの2未満の固有値の個数 (重複度を込めて数える),

Nul(g) = −∆gの固有値2の重複度

と定める.

命題 6 ([6, 4, 10]). R3内の全曲率有限な完備極小曲面Mのモース指数 Ind(M)は Ind(g)

(gは拡張されたガウス写像)に等しい. また, Nul(g)はM上の有界ヤコビ場全体のなす
ベクトル空間の次元に等しい.

−∆g は必ず定数関数を 0固有関数とするので Ind(g) ≥ 1である. JLNNP予想は,

g = gB の場合にその次に小さい固有値が 2であることを主張しており, したがって
Ind(gB) = 1と同値である.

4. JLNNP予想の証明の概要
　第2節で述べたようにJLNNP予想は庄田敏宏氏 (佐賀大)と講演者によって肯定的に
解決された. すなわち, 次の定理が成り立つ.

定理 7 (納谷-庄田 [14]). BをBolza曲面, gBをBの各点 (z, w)に第1座標 zを対応させ
るB上の有理型関数, ds2

Bを gBによってC = S2の標準計量を引き戻すことによって
得られるM 上の特異計量とする. このとき, λ1(ds2

B) = 2が成り立つ. 言い換えれば,

Ind(gB) = 1が成り立つ.

この定理から, 不等式Λ(ds2) ≤ 16πは非特異計量のクラスにおいてもシャープであ
ることが従うが, 等号の成立は不明である.



以下, この定理の証明の概要を述べる. まず, Bolza曲面の変形

Bθ = {(z, w) ∈ C2 | w2 = z(z4 + 2 cos 2θ · z2 + 1)} ∪ {(∞,∞)} (0 < θ < π/2)

を考える. Bπ/4 = Bである.

s1(z, w) = (z, w), s2(z, w) = (−z, iw), s3(z, w) = (1/z, w/z3)

で定義される写像 s1, s2, s3はBθの反正則な対合を与え,

s1 ◦ s3 = s3 ◦ s1, s2 ◦ s3 = s3 ◦ s2, s2 ◦ s1 = j ◦ s1 ◦ s2

をみたす. ここで, j : Bθ → Bθは超楕円的対合 j(z, w) = (z,−w)である.

有理型関数 gθ : (z, w) ∈ Bθ 7→ z ∈ CによるC = S2の標準計量の引き戻しを ds2
θ, 対

応するラプラシアンを∆θで表す. ds2
θはgθの6個の分岐点 (0, 0), (e±i(π/2±θ), 0), (∞,∞)

において退化する特異計量であり, 次のように記述される. S2 = C上の 3個の大円弧
C1, C2, C3を

C1 = {t | t ≥ 0} ∪ {∞}, C2 = {ei(π/2+t) | −θ ≤ t ≤ θ}, C2 = {e−i(π/2+t) | −θ ≤ t ≤ θ}

と定めると, (Bθ, ds2
θ)は (S2, ds2

S2)の二つのコピーをC1, C2, C3 に沿って貼り合わせた
ものである. θ → 0とすると, C1は変化せず, 一方, C2, C3はそれぞれ点 i, −iにつぶれ
ていく. (S2, ds2

S2)の二つのコピーを, ±iにおける接着を無視して, C1に沿ってのみ貼
り合わせて得られる計量を ds2

0とし, 対応するラプラシアンを∆0で表す. 固有値は余
次元 2の集合を感知しないと考えられるので, θ → 0のとき−∆θの固有値は−∆0の固
有値に収束すると期待される. 実際, 次が成立する.

補題 8. −∆θの第 k固有値λk(ds2
θ)は θについて連続であり, θ → 0のとき−∆0の第 k

固有値λk(ds2
0)に収束する.

この補題は [13, Theorem 1]の証明と同様の議論によって証明される.

−∆0の固有値は [12]において明示的に計算されており, とくに

λk(ds2
0) = 0 (k = 0), 3/4 (k = 1, 2), 2 (k = 3, 4, 5), > 2 (k ≥ 6)

である. 一方, 任意の非定値な有理型関数 gに対して, −∆gの固有値 2の重複度は 3以
上である. 何故なら, S2の固有値2の3個の独立な固有関数の gによる引き戻しが−∆g

の固有値2の固有関数となるからである. これらの事実と補題8から, θが十分0に近い
とき

λk(ds2
θ) = 0 (k = 0), < 2 (k = 1, 2), 2 (k = 3, 4, 5), > 2 (k ≥ 6)

となることが分かる.

次に, θを π/4まで増加させて, λk(ds2
θ)の挙動, とくにレベル 2を横切るか否かを調

べることにする. そのためにまず, −∆θの固有値2の重複度の変化を調べる.

再び, g : M → Cを一般の非定値な有理型関数 (Mはコンパクトリーマン面)とし, ∆g

をM 上の特異計量 ds2
g = g∗ds2

S2のラプラシアンとする. −∆gの固有値 2の固有関数
で, S2の固有値 2の固有関数の gによる引き戻しの形に表せないものは, 余分固有関数



(extra eigenfunction)とよばれる. そして, 江尻-小谷 [4]とMontiel-Ros[10]により, 余分
固有関数は gをガウス写像に持ちエンドがすべて平面的であるような完備極小曲面の
台関数 (はめ込み写像と単位法ベクトル場の内積)として得られることが示されている.

そのような極小曲面のWeierstrass表現公式による記述を経由して, 余分固有関数を求
める問題は代数的な問題に帰着する.

g = gθの場合にこの問題を実際に解くことにより, 0 < θ < π/4の範囲では, 余分固
有関数は θ = θ1 = 0.65 · · · のときに限って丁度 2次元分存在することが分かる. また,

基底をなす余分固有関数u1, u2を明示的に書き下すこともできる.

θが 0に近いところから増加して θ1に到達すると, そこで−∆θ の固有値 2の重複度
が2だけ増加する. θが θ1を通過するときの−∆θの固有値の挙動は, Bθの対称性 (三つ
の反正則な対合s1, s2, s3と超楕円的対合 jの存在) を用いて調べることができる. 実際,

余分固有関数u1を下図の上半平面と単位円板の共通部分Ωに制限してΩ上の関数と考
えると, u1が境界の赤い部分でNeumann条件をみたし, 青い部分でDirichlet条件をみ
たすことが分かる.

Ω

r ei(π/2−θ)rei(π/2+θ)

r
O

-

6

θが大きくなるとき, 単位円周上の赤い部分は短くなり, 青い部分は長くなるので, 関数
空間

W 1,2
0 (Ωθ) = {u ∈ W 1,2(Ω) | ∂Ωの赤い部分でu = 0}

は増大する. したがって, Ωにおける上記の境界条件下でのラプラシアンの固有値λk(Ωθ)

は, その変分法的特徴付け

λk(Ωθ) = inf
U⊂W 1,2

0 (Ωθ), dim U=k+1
sup

u∈U\{0}

∫
Ω

|du|2S2 daS2

/ ∫
Ω

u2 daS2

により増加することが分かる. u2についても同様であり, 以上のことから, θが増加し
て θ1を通過するとき, −∆θの二つの固有値が増加してレベル 2を横切ることが導かれ
る. すなわち, 2より小さい固有値は二つ減って0のみになり, θ1 ≤ θ ≤ π/4 においては
2が−∆θの第 1固有値を与える. とくに, θ = π/4とすると, この主張はJLNNP予想に
他ならない.

5. Kähler多様体の場合
　 (M,ω)を複素次元nのコンパクトKähler多様体とする. Ω = [ω]をωを含むde Rham

コホモロジー類とし, KΩでΩ に含まれるKähler計量の全体を表す:

KΩ = {ω + i∂∂ϕ | ϕ ∈ C∞(M), ω + i∂∂ϕ > 0}.

そして, KΩにおいて, Λ(Ω) = supω∈KΩ
λ1(ω)を実現する計量を求める問題を考える. こ

の問題について, 次の結果が知られている.



定理 9 (Apostolov-Jakobson-Kokarev [1]). ω ∈ KΩをΛ(Ω)を実現するKähler計量とす
る. このとき, ωのラプラシアンの第1固有関数f1, · · · , fdを適当にとると,

d∑
j=1

(
λ1(ω

2fj
2 − 2λ1(ω)|dfj|2 + 4|∂∂fj|2

)
= 0 (3)

がみたされる.

n = 1の場合,

KΩ = {λω | λ ∈ C∞(M), λ > 0, Area(λω) = Area(ω)}

であるので, 上記の問題は, 閉曲面上の計量の共形類を固定して, そこで面積一定の仮定
の下でラプラシアンの第1固有値を最大化する問題となる. (∆ωf)ω = −2i∂∂f , |ω|2 = 1

であるので, (3)の左辺 (∗)は

(∗) =
d∑

j=1

(
2λ1(ω)2fj

2 − 2λ1(ω)|dfj|2
)

= −λ1(ω)∆ω

(
d∑

j=1

fj
2

)

と書き換えられる. したがって, 次を得る.

系 10 (El Soufi-Ilias [5]). n = 1とし, ω ∈ KΩをΛ(Ω)を実現する計量とする. このとき,

ωのラプラシアンの第1固有関数f1, · · · , fdを適当にとると, f = (f1, · · · , fd) : M → Rd

はSd−1へのエネルギー密度が一定 (|df |2 ≡ λ1(ω))な調和写像を与える.

この系は定理4の共形版に他ならない.

閉曲面上の計量の共形類において, 汎関数Λの上限を実現する計量 (ただし, 有限個
の錐状特異点を持ち得る)の存在はPetrides [16]によって証明されている. なお, 系 10

は, 次元が 3以上のコンパクト多様体上の計量の共形類に対しても成立するが, そこに
おいて汎関数Λの上限を実現する計量の存在は知られていないようである.

補遺
　Herschの不等式 (定理 1)を証明し, 最後にYang-Yauの不等式 (定理 2)の証明の概要
を述べる.

まず, λ1(ds2)の変分法的特徴付け

λ1(ds2) = inf
R

S2 u da=0

∫
S2

|du|2ds2 da
/∫

S2

u2 da (4)

を思い出しておく. ここで, daはds2の面積要素である. (S2, ds2
S2)をR3内の単位球面と

みなし, R3の座標x1, x2, x3のS2への制限を同じ記号で表す. S2上の任意の計量ds2に
対して共形的微分同相φ : (S2, ds2) → (S2, ds2

S2) が存在する. u = xi ◦ φに対して (4)の
右辺のRayleigh商を計算する. ディリクレ積分の共形不変性と部分積分により,分子は∫

S2

|d(xi ◦ φ)|ds2 da =

∫
S2

|dxi|ds2
S2

daS2

= −
∫

S2

xi∆ds2
S2

xi daS2

= 2

∫
S2

(xi)2 daS2 =
8π

3



と計算される. 三番目の等号で xiが∆ds2
S2
の第 1固有関数であることを使った. 一方,

分母については,
3∑

i=1

∫
S2

(xi ◦ φ)2 da = Area(ds2)

であるから, 少なくとも一つの iに対して∫
S2

(xi ◦ φ)2 da ≥ Area(ds2)

3

となる. したがって, あと
∫

S2 xi ◦ φ da = 0が示されれば

λ1(ds2) ≤
∫

S2

|d(xi ◦ φ)|ds2 da
/∫

S2

(xi ◦ φ)2 da ≤ 8π

Area(ds2)

となってHerschの不等式の証明が完結するが, これは次の主張から従う.

主張. φを, すべての iに対して
∫

S2 xi ◦ φ da = 0となるように選ぶことができる.

主張の証明. p ∈ B3に対してAp : B3 → B3をAp(0) = pをみたす双曲的メビウス変
換とし, 写像F : B3 → B3をF (p) =

∫
S2 Ap ◦ φ daによって定義する. Fは∂B3 = S2ま

で連続的に拡張してF |S2 = idとなるので, F は全射であり, したがってF (p) = 0とな
るp ∈ B3が存在する. (主張の証明終わり)

以上でHerschの不等式の証明が終わる.

次に, Yang-Yauの不等式の証明の概要を述べる. gをM上の次数 dの有理型関数と
し, gの分岐値でない点p ∈ Cに対して

(ds2
∗)p =

∑
q∈g−1(p)

(g−1)∗(ds2)q

と定める. ここで, あとのg−1は局所的な逆写像である. ds2
∗はS2 = C上のL1計量であ

るので, Herschの議論が適用できて不等式 (1)を得る. 不等式 (2)は, 任意の種数γの閉
リーマン面上に, 必ず次数

[
γ+3

2

]
以下の有理型関数が存在するという事実による.
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