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1. 主結果

非線形 Schrödinger方程式の初期値境界値問題
Lu = f(t,x), x ∈ R+, t > 0,
u(0, x) = u0(x), x ∈ R+,
u (t, 0) = h (t) , t > 0

(1)

を考える. ここで h (t)は原点における境界条件, L = i∂t +
1
2
∆, ∆ = ∂2x,そして

f(t,x) は p次のべき乗型非線形項

f(t,x) = λ |u|p−1 u, λ ∈ C

とする. 整合条件 u0(0) = h(0)を仮定する. Fourier sine 変換を形式的に用いて
計算をすると, (1)の解は

u (t) = w (t) + z (t)

と書くことができる. ここで

w (t) = UD (t)u0 − i

∫ t

0

UD (t− τ) f(τ)dτ,

UD (t)ϕ =
1√
2πit

∫ ∞

0

(
e

i|x−y|2
2t − e

i|x+y|2
2t

)
ϕ (y) dy,

z (t, x) =
1√
2iπ

∫ t

0

e
ix2

2τ
x

τ
√
τ
h (t− τ) dτ.

すなわち積分方程式の解として表現できる. 以下ここで述べる解とは積分方程式
の解とする.
非線形 Schrödinger方程式の初期値問題は多くの人によって研究されている.

例えばCazenaveによる本 [5] 及びそこに引用されている文献を参照. さらに境界
条件が零である斉次Dirichlet境界値問題に対しても, いくつかの研究が行われて
いる ( [2], [10], [11], [12], [13], [20], [21], [23]). 境界条件が零でない非斉次Dirichlet
境界値問題の研究はこれらに比べると多いとは言えない. 空間１次元の場合は [3],
[4]による存在定理に関する研究があり, 解の漸近的振る舞いに関してはKaikina
による [18], [19]の研究がある. また逆散乱法用いた結果として [7], [8]. さらに最
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近の仕事として [9] がある. 論文 [9]では (u0, h) ∈ (Hs (R+) ,H2s+1 (0, T )) s > 1
2

なる条件のもと局所解の存在が示されている. 多次元の場合は [22] において研究
されているが, 論文 [22]では, 弱解の存在が示されているのみで解の一意性は証明
されていない.
本講演では解の漸近的振る舞いに関する [6]の研究成果を中心に報告する. ま

た用いる関数空間として重み付き Sobolev空間を用いるので, 時間局所解の存在
定理も述べることにする.
エネルギー法と発展作用素を行くつかの作用素に分解する方法, さらに作用素

J = x+ it∂xを用いて以下に述べる結果を証明する.
時間局所解の存在を述べるために関数空間

H1,0
(
R+
)
=
{
ϕ ∈ L2

(
R+
)
; ∥ϕ∥H1,0(R+) = ∥ϕ∥L2(R+) + ∥∂xϕ∥L2(R+) <∞

}
及び

H0,1
(
R+
)
=
{
ϕ ∈ L2

(
R+
)
; ∥ϕ∥H0,1(R+) = ∥ϕ∥L2(R+) + ∥xϕ∥L2(R+) <∞

}
を用いる.

定理 1. べき乗型非線形項の指数 pが p ≥ 2 を満たし, 初期境界値条件が

u0 ∈ H1,0
(
R+
)
∩H0,1

(
R+
)
, h ∈ C1 ([0, T1))

及び整合条件 u0 (0) = h (0) を満たすとする. このとき適当な正の時間 T ≤ T1 が
存在し, (1) は一意的な解

u ∈ C
(
[0, T ) ;H1,0

(
R+
)
∩H0,1

(
R+
))

を持つ . さらに, 初期値, 境界値が

∥u0∥H1,0(R+) + ∥u0∥H0,1(R+) ≤ ρ, sup
t∈[0,T1)

|h (t)| = sup
t∈[0,T1)

|∂th (t)| ≤ ρp

を満たすとき, 存在時間 T は

T = O

(
min

{
1

104ρ
4
3
(p−1)

,
1

104ρ
4
7
(p−1)

,
1

4 |λ| p22 1
2
(p+1)3pρp−1

})

のように書くことができる.

定理 1 からわかるように, 初期値, 境界値が与えられた空間の持つノルムの意
味で小さいとき, 存在時間は大きく取ることができる.
非線形項が分散項として働くとき, すなわち λ > 0の場合は, 解のエネルギー

空間での評価が求まり次の結果が成立する.

定理 2. 初期境界値条件が

u0 ∈ H1,0
(
R+
)
∩H0,1

(
R+
)
, h ∈ C1 ([0,∞))



及び整合条件 u0 (0) = h (0) を満たし p ≥ 2, λ > 0とする. このとき (1) は一意
的な解

u (t) ∈ C
(
[0,∞) ;H1,0

(
R+
)
∩H0,1

(
R+
))

を持つ.

次に臨界べき非線形項である p = 3の場合に関する結果を述べる.

定理 3. λ ∈ R, p = 3とし,

u0 ∈ H1,0
(
R+
)
∩H0,1

(
R+
)
, h ∈ C1 ([0,∞)) ,

u0 (0) = h (0) = 0 を仮定する. また

∥u0∥H1,0(R+)∩H0,1(R+) ≤ ε,

|h (t)| ≤ ε3 ⟨t⟩−
3
4
−ε4 , |∂th (t)| ≤ ε3 ⟨t⟩−

7
4
−ε4

とする. このとき, 適当な ε > 0 が存在して (1) は一意的な時間大域解

u ∈ C
(
[0,∞) ;H1,0

(
R+
)
∩H0,1

(
R+
))

を持ち, 時間減衰評価

∥u (t)∥L∞(R+)∩C([0,∞)) ≤ C ⟨t⟩−
1
2

を満足する.

最後に, 解の漸近的振舞いに関する結果を述べる.

定理 4. u (t, x)を前の定理で得られた解とする. このとき, 任意の (u0, h (t)),
に対して一意的な関数 Ψ ∈ L∞ (R+) ∩C ([0,∞))が存在して

u (t, x) = e
i|x|2
2t

1√
it
Ψ
(x
t

)
e−iλ|Ψ+(x

t )|
2
log t +O

(
ε2t−

1
2
−ε (1 + log t)

)
を満足する.

以下定理 2, 定理 3 の証明の概略を述べることにする. 定理 1 に関しては, 定
理 2 の証明と同じよう出来るので割愛する. また定理 4 に関しては定理 3 の手
法と初期値問題で用いた議論を用いることにより証明することが出来る. 定理 4
から解の主要項が斉次境界値問題の解になること, すなわち, 境界からの影響が剰
余項に含まれことがわかる. 境界値の時間減衰が緩やかなときには, 主要項に境
界値が影響を与えると思われるが分かっていない.



2. 定理 2 の証明

定理 1 の結果を仮定して定理 2 の証明方針を述べることにする. エネルギー法を
用いると時間局所解に対して次の評価

∥u (t)∥2L2(R+) ≤ ∥u0∥2L2(R+) +

∫ t

0

|∂xu(τ, 0)| |h (τ)| dτ

と

∥∂xu (t)∥2L2(R+) ≤ ∥∂xu0∥2L2(R+) + λ
1

p+ 1
∥u0∥p+1

Lp+1(R+)

+

∫ t

0

|∂xu(τ, 0)| |∂τh (τ)| dτ.

が λ > 0 の時わかる. さらに Strauss and Bu [22] の方法を用いると

∫ t

0

|∂xu(τ, 0)|2 dτ

≤ λ
2

p+ 1

∫ t

0

|h (τ)|p+1 dτ + ∥∂xu (t)∥L2(R+) ∥u (t)∥L2(R+)

+ ∥∂xu0∥L2(R+) ∥u0∥L2(R+) +

∫ t

0

|h (τ)| |∂τh (τ)| dτ

が成立する. これらの評価式より, エネルギー空間における解の評価

1

2
∥u (t)∥2L2(R+) +

1

2
∥∂xu (t)∥2L2(R+)

≤ 3

2
∥u0∥2L2(R+) +

3

2
∥∂xu0∥2L2(R+) + λ

1

p+ 1
∥u0∥p+1

Lp+1(R+)

+

∫ t

0

(
|h (τ)|2 + |∂τh (τ)|2

)
dτ + λ

2

p+ 1

∫ t

0

|h (τ)|p+1 dτ

が求まる. H0,1(R+) 空間における評価を示すために, 作用素 J が Schrödinger 作
用素と交換可能であることを利用する. 再びエネルギー法を用いると

1

2

d

dt
∥Ju (t)∥2L2(R+)

= −1

2
Im

∫ ∞

0

∂x
(
∂xJu · Ju

)
dx+ Imλ

∫ ∞

0

J |u|p−1 u · Judx.

右辺第一項は境界条件により∣∣∣∣∫ ∞

0

∂x
(
∂xJu · Ju

)
dx

∣∣∣∣
≤ 2t |h (t)| |∂xu (t, 0)|+ 4t2 |∂th (t)| |∂xu (t, 0)|

+4 |λ| t2 |h (t)|p |∂xu (t, 0)|



と評価される.
∫ t

0
|∂xu(τ, 0)|2 dτ に対する評価と境界条件によって

∥Ju (t)∥2L2(R+) ≤ C (u0, h) + C

∫ t

0

∥u (τ)∥p−1
L∞(R+) ∥Ju (τ)∥

2
L2(R+) dτ

が分かり, H0,1(R+) 空間における評価が求まる. これとエネルギー空間の評価を
合わせると定理 2 の結果になる.

3. 定理 3, 証明の概略

時間局所解の評価を求めることによって示す. 解を u = w+ z と二つに分解する.
ここでw, zはそれぞれ Lw = λ |u|2 u, x ∈ R+, t > 0,

w(0, x) = u0(x), x ∈ R+,
w (t, 0) = 0,

(2)


Lz = 0, x∈ R+, t > 0,
z(0, x) = 0, x ∈ R+,
z (t, 0) = h (t)

(3)

の解とする. 次の関数空間を

XT =
{
u (t) ∈ C

(
[0, T ) ;H1,0

(
R+
)
∩H0,1

(
R+
))

; ∥u∥XT
<∞

}
を用いる. ここで

∥u∥2XT
= sup

t∈[0,T )

⟨t⟩−2ε ∥u (t)∥2X

+ sup
t∈[0,T )

∥Ju (t)∥2L2(R+) ⟨t⟩
− 1

2
+2ε + sup

t∈[0,T )

∥u (t)∥2L∞(R+) ⟨t⟩

及び
∥u (t)∥2X = ∥u (t)∥2L2(R+) + ∥∂xu (t)∥2L2(R+)

とする.

補題 1. u を (1) の時間局所解とする.このとき

sup
t∈[0,T )

⟨t⟩−2ε ∥u (t)∥2X + sup
t∈[0,T )

⟨t⟩−
1
2
+2ε ∥Ju (t)∥2L2(R+) ≤ Cε2

が成立する.

wは斉次境界値問題の解なので, 初期値問題の場合と同様に証明を行うことが
できるので割愛する. z (t)に関する評価を求めるために, エネルギー法により示
すことができる

∥z (t)∥2L2(R+) ≤
∫ t

0

|∂xz (τ, 0)| |h (τ)| dτ, (4)



∥∂xz (t)∥2L2(R+) ≤
∫ t

0

|∂xz (τ, 0)| |∂τh (τ)| dτ, (5)

及び

∥Jz (t)∥2L2(R+) ≤
∫ t

0

|∂xz (τ, 0)|
∣∣τh (τ) + 2τ 2∂τh (τ)

∣∣ dτ (6)

を用いる. 第一章で定義した z(t, x)に x = 0を代入して, 部分積分を使うと

∂xz (t, 0)

=

∫ t

0

1√
τ
∂th (t− τ) dτ =

{∫ t
2

0

+

∫ t

t
2

}
1√
τ
∂th (t− τ) dτ

=

∫ t
2

0

1√
τ
∂th (t− τ) dτ −

∫ t

t
2

1√
τ
∂τh (t− τ) dτ

=

∫ t
2

0

1√
τ
∂th (t− τ) dτ −

∫ t

t
2

∂τ

(
1√
τ
h (t− τ)

)
dτ

+

∫ t

t
2

1

2

1

τ
√
τ
h (t− τ) dτ

となる. 条件 |∂th (t)| ≤ Cε3 ⟨t⟩−
3
2
−γ , |h (t)| ≤ Cε3 ⟨t⟩−

1
2
−γ , γ = ε4 及び h (0) = 0

から
|∂xz (t, 0)| ≤ Cε3 ⟨t⟩−1−γ

が求まり. この式より

∥Jz (t)∥2L2(R+) ≤
∫ t

0

|∂xz (τ, 0)|
∣∣τh (τ) + 2τ 2∂τh (τ)

∣∣ dτ
≤ Cε6

∫ t

0

⟨τ⟩−1−γ ⟨τ⟩
1
2
−γ dτ ≤ Cε6 ⟨t⟩

1
2
−2γ (7)

が求まる. 評価式 (4), (5) 及び (7)より,

sup
t∈[0,T )

∥z (t)∥2X + sup
t∈[0,T )

⟨t⟩−
1
2
+2γ ∥Jz (t)∥2L2(R+) ≤ C

ε6

γ
= Cε2 (8)

が従う. wの評価と合わせれば補題 1が得られる.

一様ノルムにおける局所解の評価を求めるために [16]で用いられたように発
展作用素を

UD (t)ψ =
1√
2πit

∫ ∞

0

(
e

i|x−y|2
2t − e

i|x+y|2
2t

)
ψ (y) dy

=
2√
2πit

e
i|x|2
2t iDt

∫ ∞

0

(sin (xy)) e
i|y|2
2t ψ (y) dy

= MDtFsMψ,



のようにを分解する. ここでM = e
i|x|2
2t , Dtϕ = 1√

it
ϕ
(
x
t

)
,

(Fsϕ) (ξ) =

√
2

π

∫ ∞

0

(sin (xξ))ϕ (x) dx.

等式

ψ (t) = UD (t)UD (−t)ψ (t) =MDtFsMUD (−t)ψ (t)

= MDtFsUD (−t)ψ (t) +MDtFs (M − 1)UD (−t)ψ (t)

より

∥ψ (t)∥L∞(R+)

≤ Ct−
1
2 ∥FsUD (−t)ψ (t)∥L∞(R+) + Ct−

3
4 ∥xUD (−t)ψ (t)∥L2(R+) (9)

となることがわかる. ここで非斉次境界値問題を扱う場合

x (Fsϕ) (x) = Fc (∂ξϕ) (x) +

√
2

π
ϕ (0)

となることに注意する. wは斉次境界値問題の解なので

x
(
FsM

−1w
)
(t, x) = Fc

(
∂ξM

−1w
)
(t, x)

それゆえ関係式 UD (−t) =M−1D−tFsM
−1より

∥xUD (−t)w∥L2(R+) =
∥∥xM−1D−tFsM

−1w
∥∥
L2(R+)

=
∥∥Fct∂xM

−1w
∥∥
L2(R+)

≤
∥∥t∂xM−1w

∥∥
L2(R+)

= ∥Jw∥L2(R+) (10)

が求まる. この評価式を (9) に用いると

∥w (t)∥L∞(R+) ≤ Ct−
1
2 ∥FsUD (−t)w∥L∞(R+) + Ct−

3
4 ∥Jw∥L2(R+) (11)

となり, 右辺第一項の評価が求まれば一様ノルム評価が従う. zに関する評価を求
める. 剰余項を二つに

Fs (M − 1)UD (−t) z (t)
= Fs (M − 1)UD (−t)

(
z (t, x)− e−xh (t)

)
+Fs (M − 1)UD (−t) e−xh (t)

のように分解する.
z (t, x)− e−xh (t) |x=0 = 0

であることに注意し, (10)を使えば,∥∥MDtFs (M − 1)UD (−t)
(
z (t)− e−xh (t)

)∥∥
L∞(R+)

≤ Ct−
3
4 ∥Jz (t)∥L2(R+) + Ct

1
4 |h (t)| (12)



が成立することがわかる. 等式FsUD (−t) e−x = e−i ξ
2

2
tFse

−xとMDtFsMUD (−t) =
I を利用して ∥∥MDtFs (M − 1)UD (−t) e−xh (t)

∥∥
L∞(R+)

≤ C |h (t)|
∥∥e−x

∥∥
L∞(R+)

+ Ct−
1
2 |h (t)|

∥∥e−x
∥∥
L1(R+)

≤ C |h (t)| (13)

を t ≥ 1に対して導く. このように (12) と (13)から,

∥Fs (M − 1)UD (−t) z (t)∥L∞(R+)

≤
∥∥Fs (M − 1)UD (−t)

(
z (t)− e−xh (t)

)∥∥
L∞(R+)

+
∥∥MDtFs (M − 1)UD (−t) e−xh (t)

∥∥
L∞(R+)

≤ Ct−
3
4 ∥Jz (t)∥L2(R+) + Ct

1
4 |h (t)| (14)

が t ≥ 1 に対して成立することがわかる. よって (9) より

∥z (t)∥L∞(R+)

≤ Ct−
1
2 ∥FsUD (−t) z∥L∞(R+) + Ct−

3
4 ∥Jz (t)∥L2(R+) + Ct

1
4 |h (t)| (15)

となる. (15)式右辺第一項を考える.

FsUD (−t) z (t, x) =
∫ t

0

iξe−
iξ2

2
τh (τ) dτ

=

∫ ∞

0

iξe−
iξ2

2
τh (τ) dτ −

∫ ∞

t

iξe−
iξ2

2
τh (τ) dτ (16)

と書けるので, 部分積分を用いることによって∣∣∣∣∫ ∞

t

iξe−
iξ2

2
τh (τ) dτ

∣∣∣∣ ≤ C
√
t |h (t)|+ C

∫ ∞

t

|h (τ)|√
τ
dτ

+C

∫ ∞

t

√
τ |∂τh (τ)| dτ (17)

及び ∣∣∣∣∫ ∞

0

iξe−
iξ2

2
τh (τ) dτ

∣∣∣∣ ≤ C

∫ ∞

0

√
τ |∂τh (τ)| dτ +

∫ ∞

0

|h (τ)|√
τ
dτ (18)

がわかる. このように (16) (17)と (18) から

|FsUD (−t) z| ≤ Cε3 (19)

が従う. ここで |h (t)| ≤ Cε3 ⟨t⟩−
3
4 を用いた. (15)と (19)より, 求めたい評価式

∥z (t)∥L∞(R+) ≤ Cε3t−
1
2 (20)



が従う. ∥w (t)∥L∞(R+) ⟨t⟩
1
2 の評価を求めるために, 非線形項を

|u|2 u =
∣∣y + e−xh (t)

∣∣2 (y + e−xh (t)
)

= |y|2 y +R

と書く. ここでRは

R = e−x |y|2 h (t) + 2e−xyReyh (t)

+e−x |h (t)|2 y + 2e−xh (t) Reyh (t) + e−3x |h (t)|2 h (t)

なので, 剰余項と考えられる. 作用素 FsUD (−t) を (2)式の両辺に作用させると

i∂tFsUD (−t)
(
y + e−xh (t)

)
= λt−1 |FsUD (−t) y|2FsUD (−t) y +O

(
ε3t−1−ε

)
となり, この式から ∥∥FsUD (−t)

(
y + e−xh (t)

)∥∥
L∞(R+)

≤ Cε

が従い
∥FsUD (−t)w∥L∞(R+) ≤ Cε (21)

が求まる. (21)式と評価式

∥w∥L∞(R+) ≤ Cεt−
1
2 ∥FsUD (−t)w∥L∞(R+) + Cεt−

3
4 ∥Jw∥L2(R+)

より
∥w (t)∥L∞(R+) ≤ Cε ⟨t⟩−

1
2 (22)

が求められたことになる. (20), (22), 補題 1 より定理 3 が示された.
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