
無限粒子系の確率解析学

古典的確率解析の新展開とランダム行列の力学的普遍性

長田　博文 (九州大学)∗

1. Dysonモデル
DysonモデルとはRを運動する無限粒子系X = (X i)i∈Nである．粒子の時刻 tの位置
Xt = (X i

t)i∈N ∈ RNは次の確率微分 (積分)方程式で与えられる．

X i
t −X i

0 = Bi
t +

∫ t

0

∞∑
j ̸=i

1

X i
u −Xj

u

dt (i ∈ N). (1.1)

ここでB = (Bi)i∈NはRN-値ブラウン運動，Xはある確率空間 (Ω,F , P, {Ft})で定義さ
れた連続なパスを持つ確率過程である．Xは時刻 tとω ∈ Ωの関数であり，X = Xt =

X(t) = Xt(ω) = X(t, ω) などとも表記する．確率論の習慣で，大抵ωは省略しXの中
に書かない．(1.1)は積分形で表示したが，通常，確率微分方程式 (1.2)で表す．

dX i
t = dBi

t +
∞∑
j ̸=i

1

X i
t −Xj

t

dt (i ∈ N). (1.2)

ただし (1.2)の意味は (1.1)である．係数に無限和を含むので (1.2)の意味は今の段階で
は形式的である．(1.2)はSpohn [24]によって有限粒子系の確率微分方程式

dXN,i
t = dBi

t +
N∑
j ̸=i

1

XN,i
t −XN,j

t

dt− 1

N
XN,i

t dt (i = 1, . . . , N) (1.3)

でN → ∞としたものとして得られた．(1.3)はガウス型ユニタリランダム行列の固有
値の確率力学を記述する確率微分方程式である．

2. Set up と代表例
S = Rdとする．Rdの無限粒子系の空間はRdN := (Rd)Nだが，広すぎるので，粒子を
区別しない空間として，Rd上の配置空間S = {s =

∑
i δsi ; s(Sr) < ∞ for all r ∈ N}

を考える．定義からSは，有限もしくは無限個の点測度の和からなるラドン測度の空間
である．Sには，漠位相を入れ，Polish空間 (完備可分距離空間と位相同型）と見做す．
(S,B(S))の確率測度µをSの上の点過程とよぶ．対称な関数ρn :Sn→ [0,∞)は (2.1)

を満たすときラドン測度mに対するµのn-点相関関数と呼ばれる:∫
A

k1
1 ×···×Akm

m

ρn(x1, . . . , xn)m(dx1) · · ·m(dxn) =

∫
S

m∏
i=1

s(Ai)!

(s(Ai)− ki)!
dµ. (2.1)
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但し，A1, . . . , Am ∈ B(S)，k1, . . . , km ∈ N，k1 + · · ·+ km = n. s(Ai)− ki < 0の時は，
s(Ai)!/(s(Ai)− ki)! = 0と解釈する．点過程µが核関数K :S×S→Cとラドン測度mに
付随する行列式点過程とは，µのmに対する相関関数が次式で与えられることである．

ρn(x1, . . . , xn) = det[K(xi, xj)]
n
i,j=1.

2.1. Sineβ 干渉ブラウン運動 (無限次元Dysonモデル) [17, 25]:

d = 1, Φ(x) = 0, Ψ(x, y) = − log |x− y|, β = 1, 2, 4とする.

dX i
t = dBi

t +
β

2
lim
r→∞

∑
|Xi

t−Xj
t |<r, j ̸=i

1

X i
t −Xj

t

dt (i ∈ N). (2.2)

(2.2)は，β = 2の時，特に無限次元Dysonモデルと呼ばれる．これが前述の (1.2)と対
応している．アンラベル粒子の力学Xt =

∑∞
i=1 δXi

t
の定常分布µsin,βは平行移動不変性

を持ち，係数の和は，絶対収束はしない．21a µsin,βはSineβ点過程と呼ばれる．β = 2

の時，行列式点過程となり，核関数Ksin,2は次式で与えられる．

Ksin,2(x− y) =
sin 2(x− y)

π(x− y)
. (2.3)

2.2. Airyβ 干渉ブラウン運動 [21]:

d = 1, Φ(x) = 0, Ψ(x, y) = − log |x− y|, β = 1, 2, 4とする．

dX i
t = dBi

t +
β

2
lim
r→∞

{( ∑
j ̸=i, |Xj

t |<r

1

X i
t −Xj

t

)
− 2

√
r

π

}
dt (i ∈ N). (2.4)

β = 2の時，定常分布µAi,2は，行列式点過程であり，核関数は 次式で与えられる．

KAi,2(x, y) =
Ai(x)Ai′(y)− Ai′(x)Ai(y)

x− y
(x ̸= y).

ただしAi′(x) = dAi(x)/dxまたAi(z) = 1
2π

∫
R dk e

i(zk+k3/3) (z ∈ R)はAiry関数.

2.3. Ginibre 干渉ブラウン運動 [17]:

d = 2, Ψ(x, y) = − log |x− y|とし，二つの無限次元確率微分方程式 (2.5)と (2.6)：

dX i
t = dBi

t + lim
r→∞

∑
|Xi

t−Xj
t |<r, j ̸=i

X i
t −Xj

t

|X i
t −Xj

t |2
dt (i ∈ N), (2.5)

dX i
t = dBi

t −X i
t + lim

r→∞

∑
|Xj

t |<r, j ̸=i

X i
t −Xj

t

|X i
t −Xj

t |2
dt (i ∈ N) (2.6)

を考える．定常分布はGinibre点過程µGin と呼ばれる行列式過程で有り，その核関数
はR2をCと同一視して，複素関数で表すと次式で与えられる．

KGin(x, y) =
1

π
exp{−1

2
|x|2 + xȳ − 1

2
|y|2}.

明らかに，(2.5)と (2.6)は異なる方程式だが，Ginibre点過程µGinのサポートの上では，
µGin-a.s.出発点に対して同じ一意的強解を持つ．



2.4. Lennard-Jones 6-12 potential:

d = 3, β > 0とし Ψ6,12(x) = {|x|−12 − |x|−6} と置く．干渉ポテンシャル Ψ6,12 は
Lennard-Jones 6-12ポテンシャルと呼ばれる．対応する無限次元確率微分方程式は

dX i
t = dBi

t +
β

2

∞∑
j=1,j ̸=i

{12(X i
t −Xj

t )

|X i
t −Xj

t |14
− 6(X i

t −Xj
t )

|X i
t −Xj

t |8
}
dt (i ∈ N).

3. ランダム行列と干渉ブラウン運動
N次のガウス型ランダム行列MN = [mij]

N
i,j=1とは，正方行列であって，その成分が対

称性–実対称，Hermit対称，quaternion対称 (分布の直交，ユニタリ，シンプレクティ
ク不変性)– からくる制約を除いて独立同分布な確率変数である．これらのランダム行
列はG(O/U/S)Eと呼ばれる．分散と平均を標準的に選べばMNの固有値の分布は

mN
β (dxN) =

1

Z
{

N∏
i<j

|xi − xj|β} exp

{
−β

4

N∑
k=1

|xk|2
}
dxN , (3.1)

ここでGOE, GUE, GSEはβ = 1, 2, 4にそれぞれ対応している．
(R,B(R))上の確率測度全体の空間をPとおく．mN

β (dxN)の下でP値確率変数

XN =
1

N

N∑
i=1

δxi/
√
N

を考え，µN
β をその分布とする．定義からµN

β は (R,B(R))上の確率測度全体の空間Pの
上の確率測度である．Pの元σsemi(x)dxを

σsemi(x) =
1

π

√
4− x21(−2,2)(x) (3.2)

で定義する．σsemi(x)dxは形から半円分布と呼ばれる．有名なWignerの半円法則とは，
{µN

β }がノンランダムな測度 δσsemi(x)dxに弱収束することを主張する.

半円分布σsemi(x)dxを考察したRの各点をマクロな位置とよぶ．各マクロな位置θ ∈ R
において意味のある極限があるように，適切に (3.2)をリスケールする．これは |θ| < 2

と θ = ±2の場合に可能で前者をBulk，後者をSoft Edgeの位置と呼ぶことにする．

3.1. Bulk極限と (小さな)普遍性

Bulkの位置{|θ| < 2}のスケーリングをBulk極限という．このとき (3.1)を

xi 7→
si + θN√

N

とスケーリングする．するとmN
β (dsN)の分布は

m̃N
β (dsN) =

1

Z
{

N∏
i<j

|si − sj|β} exp

{
−β

4

N∑
k=1

|si + θN√
N

|2
}
dsN . (3.3)

対応する配置空間Sの分布をµN
β,θと表すと，極限µβ,θは核関数Kθ(x, y) =

sin{
√
4−θ2(x−y)}
π(x−y)

をもつSineβ,θ点過程になる．ここで θ = 0の場合が，(2.3)で現れた．



N粒子系XN = (XN,i)Ni=1 の確率微分方程式は (3.3)から部分積分をして与えられる．

dXN,i
t = dBi

t +
β

2

N∑
j ̸=i

1

XN,i
t −XN,j

t

dt− β

2N
XN,i

t dt− β

2
θdt.

この確率微分方程式でNを形式的に飛ばした極限は

dX∞,i
t = dBi

t +
β

2

∞∑
j ̸=i

1

X∞,i
t −X∞,j

t

dt− β

2
θdt.

この方程式は θ = 0以外では正しい極限を与えない．実際，極限は常に (2.2)である．

定理 3.1 (河本-O.[5]). β = 2とする．アンラベル粒子の初期分布をµN
2,θで与え，初期

のラベルを適切に設定すると，任意のm ∈ Nに対してXN = (XN,i)Ni=1の最初のm個
はC([0,∞);Rm)に於いて，(2.2)の解の最初のm個に弱収束する．

3.2. Soft Edge極限，Airy干渉ブラウン運動

半円分布の両端の点 θ = ±2でのスケーリングをSoft Edge極限という．この時，

x 7−→ 2
√
N +

s

N1/6
. (3.4)

N → ∞の極限は，µAi,βとなる．N粒子系の分布µN
Ai,β(ds)は，

µN
Ai,β(dsN) =

1

Z
{

N∏
i<j

|si − sj|β} exp
{
− β

4

N∑
k=1

|2
√
N +

sk
N1/6

|2
}
dsN .

これから対応するN粒子系XN = (XN,1
t , . . . , XN,N

t ) が満たす確率微分方程式は

dXN,i
t = dBi

t +
β

2

N∑
j=1, j ̸=i

1

XN,i
t −XN,j

t

dt− β

2

{
N1/3 +

1

2N1/3
XN,i

t

}
dt. (3.5)

ここでN → ∞の極限をとる難しさは，(3.5)の係数が−β
2
N1/3dt という発散項を含む

点である．種村氏との共同研究 [21] で無限次元確率微分方程式

dX i
t = dBi

t +
β

2
lim
r→∞

{( ∑
j ̸=i, |Xj

t |<r

1

X i
t −Xj

t

)
− 2

√
r

π

}
dt (3.6)

を解き，河本氏との共同研究 [6]で (3.5)の解が (3.6)の解に収束することを示した．尚，
確率微分方程式 (3.6)の形は半円分布 (3.2)とスケーリング (3.4)から直感的に導くこと
ができる．この導出は普遍的だと思われる．

4. 代数的構成:時空間相関関数の方法
干渉ポテンシャルが対数関数の時，1次元系に於いて逆温度β = 2ならば，時空間相関
関数を拡張核関数の行列式で具体的に与えることで確率力学を構成できる．1次元の無
限粒子系の代表例，Sine，Airy点過程の場合に，この拡張核関数を明示する．
S値過程Xtの多重時間モーメント生成関数を以下で定義する．

Ψt[f ] = E

[
exp

{
M∑

m=1

∫
R
fmdXtm

}]
,



いまK(s, x; t, y)を拡張核関数とし，そのFredholm行列式を用いてΨt[f ]を表示する:

Ψt[f ] = Det
(s,t)∈{t1,t2,...,tM}2,

(x,y)∈R2

[
δstδ(x− y) +K(s, x; t, y)χt(y)

]
,

ここでM ∈ N, f = (fi)
M
i=1 ∈ C0(R)M , t = (ti)

M
i=1 (0 < t1 < · · · < tM)である．また，

χti = efi − 1 (1 ≤ i ≤ M) [3, 4].

(i)拡張 sine核: Ksin(s, x; t, y), s, t ∈ R+ = {x ∈ R : x ≥ 0}, x, y ∈ R:

Ksin(s, x; t, y) =


1

π

∫ 1

0

du eu
2(t−s)/2 cos{u(y − x)} if s < t,

Ksin(x, y) if s = t,

− 1

π

∫ ∞

1

du eu
2(t−s)/2 cos{u(y − x)} if s > t.

(ii) 拡張Airy核: KAi(s, x; t, y), s, t ∈ R+, x, y ∈ R:

KAi(s, x; t, y) =



∫ ∞

0

du e−u(t−s)/2Ai(u+ x)Ai(u+ y) if s < t,

KAi(x, y) if s = t,

−
∫ 0

−∞
du e−u(t−s)/2Ai(u+ x)Ai(u+ y) if s > t.

5. 解析的構成:干渉ブラウン運動の一般論の始まり
点過程µの正則条件付き確率µn

r,ξを次式で定義する．

µn
r,ξ(dx) = µ(πSr(·) ∈ ·|πSc

r
(x) = πSc

r
(ξ), x(Sr) = n). (5.1)

ここで，πA(s) = s(· ∩ A)，Sr＝ {s ∈ S; |s| < r}，ξ ∈ S．つまりSrの外で ξ，内部に
ちょうどn個の粒子が存在するという条件付き確率である．ΛをLebesgue測度を強度
とするPoisson点過程とし，Λn

r = Λ(· ∩ Sn
r )とおく．但し，Sn

r = {s ∈ S; s(Sr) = n}. µ
が (Φ,Ψ)-カノニカルGibbs測度とは，次の関係式 (DLR方程式)を満たすことである．

µn
r,ξ(dx) =

1

Z
e−Hr,ξΛn

r (dx). (DLR方程式)

ここでHr,ξ = Hr + Ir,ξとする．ただし

Hr(s) = β{
n∑

i=1

Φ(si) +
∑

i<j, si,sj∈Sr

Ψ(si, sj)}, Ir,ξ = β
∑

si∈Sr, ξk∈Sc
r

Ψ(si, ξk). (5.2)

HrはSr内のハミルトニアン，Ir,ξは内部と外部の干渉項である．
Ψ:Rd→R ∪ {∞}で相互作用しながら運動するRdのブラウン粒子は

dX i
t = dBi

t −
β

2

∞∑
j ̸=i

∇Ψ(X i
t −Xj

t )dt (i ∈ N). (5.3)

で記述される．確率微分方程式 (5.3)は，Lang [9, 10]によって始めて一般的に解かれ
た．通常，確率微分方程式を解くためには，伊藤スキームを用いる．つまり常微分方



程式の場合と類似のPicard近似による方法をとる．従って，少なくとも局所的な，係
数のLipschitz連続性が必要となる．無限次元では，係数のLipschitz連続性は期待でき
ないし，局所化も非常に複雑になる．Langはポテンシャル係数が，Ψ ∈ C3

0(Rd)の場合
に，Gibbs測度の評価と組み合わせることにより実行した．しかしΨが多項式減衰の
場合は，Langの方針—伝統的な伊藤の方法を用いること—で証明するのは無理だった．

無限次元確率微分方程式は，一般には無限個の異なる係数σiと biによって

dX1
t = σ1(Xt)dB

1
t + b1(Xt)dt

dX2
t = σ2(Xt)dB

2
t + b2(Xt)dt

dX3
t = σ3(Xt)dB

3
t + b3(Xt)dt

· · ·

と言う形で与えられる．もし，(σi, bi)が i → ∞で十分に早く (0, 0)に収束すれば，(収
束の早さ次第で)通常のSDEと同様に解くことが出来る．今の場合，問題は (σi, bi)が
「対称性」を持ち，i → ∞で (0, 0)に収束しない点である．つまり，各係数が，1つの
関数 (σ, b) :Rd×Rd→(Rd2×Rd) ∪ {∞} によって，次で与えられる．（Xi♢

t =
∑∞

j ̸=i δXj
t
）

dX1
t = σ(X1

t ,X
1♢
t )dB1

t + b(X1
t ,X

1♢
t )dt

dX2
t = σ(X2

t ,X
2♢
t )dB2

t + b(X2
t ,X

2♢
t )dt

dX3
t = σ(X3

t ,X
3♢
t )dB3

t + b(X3
t ,X

3♢
t )dt

· · ·

繰り返すが，ここで関数 (σ, b)(x, s)が粒子の番号 iに依存しないことに注意する．
対称性は従来の感覚の手法を使う障害となった．逆にそれにより，系全体を配置空
間に値をとる対象と見なせて，アンラベル確率力学X =

∑∞
i=1 δXi が有効になる．Xは

不変確率測度を持ち，幾何的な確率解析的手法，Dirichlet形式論が有効になる．

6. 幾何的構成：Dirichlet form approach（第一理論）
この章の目的は，次の無限次元確率微分方程式を解く一般論を展開することである．

dX i
t = σ(X i

t ,X
i♢
t )dBi

t + b(X i
t ,X

i♢
t )dt (i ∈ N), X ∈ Wsol. (6.1)

方程式は時間区間 [0, T ] で解くこととし W (RdN) = C([0, T ];RdN) と置く．Wsol は
W (RdN)の対称な部分集合で解の空間である．係数を自然にW (RdN)の部分集合で定義
された関数と見なした時，Wsolはその定義域に含まれているとする．

6.1. アンラベル拡散過程の構成

定義 6.1 (準Gibbs測度). Φ,Ψをそれぞれ自由および干渉ポテンシャルとする．µが
(Φ,Ψ)準Gibbs測度とは (5.1)のµn

r,ξが，(r, ξ, n)に依存する正定数C = C(r, ξ, n) に対
して次の不等式を満たすことである．µ-a.s. ξとすべての r, n ∈ Nに対して

C(r, ξ, n)−1e−Hr(s)dΛn
r ≤ µn

r,ξ(ds) ≤ C(r, ξ, n)e−Hr(s)dΛn
r .

ここで二つの測度µと νがµ ≤ νとは，すべてのAに対してµ(A) ≤ ν(A)が成り立つ
ことを表す． Hr(s) は (5.2)で定義されたSr内部だけのハミルトニアンである．



(6.1)の係数σを用いてa(x, s) = σ(x, s) tσ(x, s) と置く．以下を仮定する．
(A1) aは一様楕円かつ有界，µは(Φ,Ψ)準Gibbs測度，上半連続なポテンシャル(Φ0,Ψ0)

と正定数 c1と c2によって，c1(Φ0,Ψ0) ≤ (Φ,Ψ) ≤ c2(Φ0,Ψ0)．
(A2) あるp > 1に対してµのn点相関関数がすべてのn ∈ NについてLp局所有界．
これらの，µとaに対して以下のようにDirichlet形式を定義する．

Ea,µ(f, g) =

∫
S

Da[f, g]dµ, Da[f, g] =
1

2

∑
i

a(si, s
i♢)

∂f̌

∂si
· ∂ǧ
∂si

.

但し s =
∑

i δsiに対して si♢ =
∑

j ̸=i δsjと置く．D◦をS上の局所的かつ滑らかな関数空
間とし，Da,µ

◦ = {f ∈ D◦ ∩ L2(F, µ); Ea,µ(f, f) < ∞}と置く．

定理 6.1 ([14, 15, 18]). (A1)と (A2)を仮定する．このとき (Ea,µ,Da,µ
◦ )はL2(F, µ)上，

可閉となる．その閉包 (Ea,µ,Da,µ) に付随する拡散過程 (X, {Ps}s∈s) が存在する．

6.2. ラベル力学

Ss,i = {s; s({x}) = 0 or 1 for ∀x ∈ Rd, s(Rd) = ∞}と置き，次の二つを仮定する．
(A3) 各粒子{X i}は非衝突かつ無限系: Pµ(Xt ∈ Ss,i for ∀t ∈ [0,∞)) = 1.

(A4) 各粒子{X i}は非爆発: Pµ(
∩∞

i=1{sup0≤u≤t |X i
u| < ∞ for ∀t ∈ [0,∞)}) = 1.

以上二つの仮定の下でアンラベルパスXtに時刻 t = 0でラベル l(X0) = sをつけると
それはずっと保存される．このパス空間からパス空間への対応を lpathと表す．

定理 6.2. (A1)–(A4)を仮定する．定理 6.1で構成したアンラベル力学 Xに対して
X = lpath(X)によってラベル力学Xを構成できる．XはRdN値拡散過程となる．

µ[m](dxds) = ρm(x)dxµx(ds)をµのm-Campbell測度とよぶ．ただし ρmはµのm点
相関関数，µxはx = (x1, . . . , xn) ∈ (Rd)mで条件づけられた縮約Palm測度である：

µx(ds) = µ(ds−
n∑

i=1

δxi
| s(xi) ≥ 1 for all i).

µ[m]に対してm-ラベル力学に対する定理 6.1の類似が成立する．そこでµ[m]に対応す
る (Rd)m×Sの上のDirichlet 空間をΞ[m](µ)と置く．

定理 6.3 ([16]). (A1)–(A4)を仮定する．この時，Ξ[m](µ)に対して 6章のΛの場合と
同じカップリングが存在する．つまり，Ξ[m](µ)に付随するX[m]は次を満たす．

X[m] = (X1, . . . , Xm,
∞∑

i=m+1

δXi) in distribution.

ここで右辺のX iは定理 6.2で構成されたラベル力学X = (X i)i∈Nの各成分である．

6.3. 無限次元確率微分方程式

つぎに確率微分方程式 (6.1)を解く．そのため，対数微分dµの概念を導入する．

定義 6.2. dµがµの対数微分とはすべてのf ∈ C0(Rd)⊗D◦に対して∫
Rd×S

dµfdµ[1] = −
∫
Rd×S

∇xfdµ
[1]. (6.2)



(6.2)から，対数微分をdµ(x, s) = ∇x log µ
[1](x, s)と表す．

(A5) µは対数微分dµをもち，次の微分方程式を満たす．

2b(x, s) = ∇xa(x, s) + a(x, s)∇x log µ
[1](x, s).

定理 6.4 ([17]). (A1)–(A5)を仮定する．このとき与えられたラベル lに対して確率微
分方程式 (6.1)はµl-a.s. s の出発点に対して解 (X,B)をもつ．Xは，(Rd)N値拡散過
程になる．また対応するアンラベル確率力学Xはµ可逆拡散過程である．

7. 末尾解析（第二理論）：強解の存在とパスワイズ一意性
第一理論の解は，通常のRdN-値過程Xとブラウン運動Bの対 (X,B)として得られる
弱解である．一般にXがブラウン運動Bの関数として構成される場合，強解と呼ぶが，
それではない．また，与えられたDirichlet空間に付随する解は一意だが，確率微分方
程式 (6.1)に付随するDirichlet空間の一意性が示されておらず，故に第一理論では解の
一意性は証明されていない．
この章では大きな無限次元空間RdNの代わりに小さな無限次元空間の列 (Rd)m×Sを
考える．(Rd)m×SにおいてSはランダム環境，また (Rd)mを，強解の存在や一意性が
成立する有限次元空間の列と捉え直し，その上の，有限次元確率微分方程式の列を考
える．そして，(Rd)m(m ∈ N)上の確率微分方程式 (7.1)の間に，カップリングを導入す
る．つまり，1つの無限次元確率微分方程式を無限個の両立性を持つ有限次元確率微分
方程式の列 (IFC)と解釈する．そのために，第一理論で構成した弱解 (X,B)を用いる．

7.1. 無限次元確率微分方程式の強解の存在とパスワイズ一意性

(6.1)の解 (X,B)が与えられているとする．つぎに (X,B)をもちいて，(Rd)m-値確率
微分方程式の族を考える．各m ∈ Nに対してYm = (Y m,i)mi=1についての方程式

dY m,i
t = σ(Y m,i

t ,Ym,i♢
t + Xm∗

t )dBi
t + b(Y m,i

t ,Ym,i♢
t + Xm∗

t )dt, Ym
0 = sm. (7.1)

を考える．ここで，s = (si)i∈Nに対して sm = (s1, . . . , sm)，また，次のように置く．

Ym,i♢ =
m∑
j ̸=i

δY m,j , Xm∗ =
∞∑

k=m+1

δXk , Xm∗ = (Xk)∞k=m+1.

各Xを固定するごとに，(7.1)は，時間非一様なdm次元の確率微分方程式になる．従っ
て，Xの振る舞いが良ければ，有限次元確率微分方程式 (7.1)は，各mに対してパスワ
イズ一意の強解をもつ．これは，(Bm,Xm∗)と初期条件 smの関数なので

Ym = Ym(sm,Bm,Xm∗) = Ym(s,B,Xm∗)

とあらわす．Ymはσ[s,B,Xm∗]可測である．(X,B)が無限次元確率微分方程式の解と
いう仮定と方程式 (7.1)の解のパスワイズ一意性から

Xm = Ym (7.2)

となり，極限 limm→∞Ymが自明に存在する．つまり次式が成立する．

X = lim
m→∞

Ym(s,B,Xm∗). (7.3)



尚，(7.2)より解Xが「不動点」と成るが，時節ではより一般の場合も考えている．
ラベルパス空間のラベルについての末尾σ加法族Tpath(RdN)を

Tpath(RdN) =
∞∩

m=1

σ[Xm∗]

で定義する．尚，後で配置空間Ｓの空間についての末尾σ 加法族を導入する．更に

B(RdN)×B(W (RdN))×Tpath(RdN)

の「完備化」を T̃ T pathとおく．すると，(7.3)からXは，T̃ T path可測である．
弱解 (X,B)の分布をPとし，初期条件 sとブラウン運動Bについて条件付けた正則
条件付き確率をPs,B = P ( · |(s,B))，Bの分布をP∞

Br，Υ = (µ ◦ l−1)×P∞
Brとおく．

(P1) 無限次元確率微分方程式 (6.1)がµ ◦ l−1-a.s. sに対して解 (X,B)をもつ．
(P2) 各m ∈ Nに対して，(7.1)はパスワイズ一意の強解を持つ．
(P3) Υ-a.s. (s,B)に対して，Ps,B|Tpath(RdN)は自明かつ一意．

定理 7.1 ([20]). (P1)–(P3)を仮定する．すると，(6.1)は，µ ◦ l−1-a.s. s に対して強解
が存在しパスワイズに一意である．更に，任意の解は一意的な強解と一致する．

(P1)は第一理論で解決した．(P2)と (P3)も広範囲で成立する十分条件がある．

7.2. IFC解

(7.2)の両立性は漸近的なものでもよく，そこまで一般化すると IFC解の概念が得られ
る．IFC解には様々なレベルの種類があり，古典解の性質「弱解」，「強解」，「パスワイ
ズ一意性」と一対一に対応している．この章では (P2)を仮定する．
W0 = {X ∈ W (RdN) ; X0 = 0}, Wsol

s = {X ∈ Wsol;X0 = s}と置く．写像 Fm
s :

Wsol
s ×W0→Wsol

s を次式で定義する．

Fm
s (X,B) = {(Y m,1

t , . . . , Y m,m
t , Xm+1

t , Xm+2
t , . . .)}0≤t≤T .

ここでYm = (Y m,i)mi=1は仮定 (P2)から得られる (7.1)の一意解である．
各 (s,B)を固定すると, Fm

s ( · ,B)はWsol
s からWsol

s への写像Fm
s = (Fm,i

s )mi=1を定め
る．Wsol

s ×W0上の確率測度 P̄sが与えられたとする．この時，

F∞
s (X,B) = lim

m→∞
Fm
s (X,B) in Wsol under P̄s (7.4)

とは，下記の条件が満たされることとする．F∞
s (X,B) ∈ Wsolかつ，すべての i ∈ N

に対して，W (S)に於ける極限 (7.5)–(7.7)が P̄s-a.s. (X,B)に対して存在する．

lim
m→∞

Fm,i
s (X,B) =F∞,i

s (X,B), (7.5)

lim
m→∞

∫ ·

0

σi(Fm
s (X,B)u)dB

i
u =

∫ ·

0

σi(F∞
s (X,B)u)dB

i
u, (7.6)

lim
m→∞

∫ ·

0

bi(Fm
s (X,B)u)du =

∫ ·

0

bi(F∞
s (X,B)u)du. (7.7)

ここでσi(Zt) = σ(Zi
t ,Z

i,♢
t )，また biも同様に定義する．



定義 7.1 (IFC解). P̄sは (7.4)と (7.8)を満たすとき，(6.1)の IFC解と呼ぶ．

P̄s(W
sol
s ×W0) = 1, P̄s(B ∈ ·) = P∞

Br . (7.8)

まず，(6.1)の弱解を IFC解から構成する．

補題 7.2 (種村-O.[20]). 初期条件 sを固定する．(P2)を仮定する．P̄sは (6.1)の IFC解
とする．この時 P̄sの下で (F∞

s (X,B),B)は (6.1)の弱解である．

定理 7.3 (種村-O.[20]). 初期条件 sを固定する．(P2)を仮定する．次が成立する．
(1) P̄sを (6.1)の IFC解とする．この時，P̄sの下で (F∞

s (X,B),B)が強解になること
と，Tpath(RdN)がP∞

Br -a.s. Bに対して P̄s,B-自明であることとは同値である．
(2) XとX′を同じブラウン運動Bに対して定義された (6.1)の強解とし，P̄sと P̄ ′

sをそ
れぞれ (X,B)と (X′,B) の分布とする．この時，(7.9)と (7.10)は同値である．

P∞
Br(X = X′) = 1 (7.9)

T [1]
path(R

dN; P̄s,B) = T [1]
path(R

dN; P̄ ′
s,B) for P∞

Br -a.s. B. (7.10)

(3) (6.1)が一意な強解Xを持つことと，P∞
Br -a.s. Bに対して Tpath(RdN)が P̄s,B-自明

であり，かつT [1]
path(RdN; P̄s,B)が (6.1)の解 (X,B)の分布 P̄sと独立であることは同値で

ある．

この理論ではパス空間のラベルについての末尾σ加法族Tpath(RdN)を強解の境界条件
として扱っている．Tpath(RdN)が自明であり，更に解の分布のTpath(RdN)への制限が一
意であることが，もとの無限次元確率微分方程式の解の一意性を示しているのである．

7.3. (P3)の十分条件

T (S) =
∩∞

r=1 σ[πSc
r
]をRdの配置空間 Sの末尾 σ加法族とする．ここで集合A ⊂ Rdに

対して，πA :S→Sは射影πA(s) = s(· ∩ A)，Sc
r = {s ∈ Rd; |s| ≥ r}．

(Q1) µの末尾σ加法族T (S) は自明．つまり, µ(A) ∈ {0, 1} for all A ∈ T (S).

(Q2) Pµ ◦ X−1
t ≺ µ for all t. (絶対連続条件).

(Q3) Pµ(∩∞
r=1{mr(X) < ∞}) = 1, (no big jump 条件)

但しX =
∑

i∈N δXi に対して，mr = inf{m ∈ N;X i ∈ C([0, T ];Sc
r) for m < ∀i ∈ N}.

定理 7.4 (種村-O.[20]). (P2)，(Q1)–(Q3)を仮定する．この時，(P3)が成立する．

行列式点過程は (Q1)を満たす．準Gibbs測度は，常に末尾自明な測度に分解できる．
その上で，定理 7.1を適用できる．アンラベル力学Xが µ-可逆なので，(Q2)は自明．
(Q3)は可逆性とLyons-Zheng分解から従う．記号を準備しアイデアを説明する．

T = {t = (t1, . . . , tm) ; ti ∈ [0, T ],m ∈ N}, Xn∗
t = (Xn∗

t1
, . . . ,Xn∗

tm)

T̃path(S) =
∨
t∈T

∞∩
r=1

σ[πc
r(Xt)], T̃path(RdN) =

∨
t∈T

∞∩
n=1

σ[Xn∗
t ].

定義から，T̃path(S)は，アンラベルパス空間のシリンダー末尾σ加法族であり，T̃path(RdN)

は，ラベルパスの空間のシリンダー末尾σ加法族である．Tpath(RdN)の自明性を T̃path(S)



の末尾自明性から，下図の手順に従って証明する．

T (S)
(Step I)−−−−−−−−→

(Q1), (Q2)
T̃path(S)

(Step II)−−−−−→
(Q3)

T̃path(RdN)
(Step III)−−−−−→
(IFC)

Tpath(RdN)

µ Pµ Pµl =

∫
P̄s(X ∈ ·)dµl P̄s,B a.s. (s,B).

矢印の下に書いたのは，その段階で使われる条件や概念，下段は自明性を証明する確
率測度である．小さな無限次元からひとつひとつ大きな無限次元に移行していく．

8. ランダム行列の力学的普遍性
2000年以降ランダム行列の普遍性が盛んに研究されてきた．大別して二つの定式化が
あり，一つは行列の成分をガウス分布以外に一般化にすること，もう一つは対数ガスに
おいて自由ポテンシャルをx2から一般化することである．数多くの成果があるが，前
者はTao，後者はH.T.Yauが中心となって非常に一般的に証明されている．
Wignerの半円則に現れるノンランダムな確率測度は，ちょうど大数の法則における
平均値の対応物であり，実際，一般にはモデルごとに様々なものが現れる．一方，それ
をリスケールした点過程のレベルでの収束先は，マクロなポジション，つまり，bulk，
soft edge, hard edgeなどに応じて，1次元ならば，sine, Airy, Bessel点過程，2次元な
らば，bulkでGinibre点過程が出現するもので，モデルの詳細によらない．
上の二つのグループは，相関関数の弱収束を証明している．古典的な中心極限定理
と同等のレベルの収束概念である．一方，より強く相関関数の強収束（局所一様収束）
を示した結果もいろいろと知られている．これは，古典的中心極限定理において，「局
所中心極限定理」に対応するレベルである．次に確率力学版について述べる．
(Eµ,lwr,Dµ,lwr)を有界領域で反斜壁境界条件を課したDirichlet形式の単調増大極限と
する．(Eµ,lwr,Dµ,lwr) は (Eµ,Dµ)の拡張となっておりµに対して自然に定義される．

定理 8.1 (河本-O.[7]). (Eµ,Dµ) = (Eµ,lwr,Dµ,lwr)とする．さらに，µNの相関関数がµ

の相関関数に局所一様収束し，かつ，極限の相関関数の零点の capacityがゼロとする．
このときN粒子系の確率力学は極限の確率力学にパス空間で弱収束する．

(Eµ,Dµ) = (Eµ,lwr,Dµ,lwr)の十分条件は [8]で与えられた．この条件はこのabstractの
すべてを含む広い範囲で成り立つ．特に，3.1章と 3.2章の収束定理は，この結果から
は直ちに導出できる．定理 8.1は，複雑な有限粒子系近似µNの例に広範囲に適用でき
る．応用例をふたつのべる．

8.1. Airy干渉ブラウン運動の普遍性

l ∈ N, κ2l > 0，V (x) =
∑2l

i=0 κix
iとする．点過程µN

Ai,V を次のように定義する．

µN
V,Ai(ds

N) =
1

Z

N∏
i<j

|si − sj|2
N∏
k=1

exp(−NV (N− 1
2l (cN

(
1 +

sk

αNN
2
3

)
+ dN))) ds

N .

ここでαN , cN , dNはV とNのみによる定数である [2]．N次元確率微分方程式は，

dXN,i
t = dBi

t +
N∑
j ̸=i

1

XN,i
t −XN,j

t

dt− N
1
3
− 1

2l cN
2αN

V ′
( 1

N
1
2l

{
cN

(
1 +

XN,i
t

αNN
2
3

)
+ dN

})
dt.

この解はAiry干渉ブラウン運動 (2.4)にN → ∞で収束する．



8.2. Ginibre干渉ブラウン運動の普遍性 (Akemannの「強非エルミット」モデル)

定数γ ≥ 0, Kp ∈ R, τ ∈ [0, 1)に対しN次正規行列の空間J (N)上の確率測度

σ(J) =
1

Z
exp

{
− N

1− τ 2
Tr(JJ∗ − τ

2
(J2 + J∗2))− γ(TrJJ∗ −NKp)

2
}

を考える．この時，固有値の分布密度は次の関数の定数倍となる．

N∏
i<j

|zi − zj|2×exp
{
− N

1− τ 2

( N∑
i=1

|zi|2 −
τ

2

N∑
i=1

(z2i + z̄i
2)
)
− γ

( N∑
i=1

|zi|2 −NKp

)2}
c1, c2, c3 > 0はKp, γ, τに依存する定数，E = {z ∈ C; c1(ℜz)2 + c2(ℑz)2 < 1}とする．

補題 8.2 ([1, Theorem 1]). ζ ∈ E, k ∈ Nに対して

lim
N→∞

1

N
ρ1N(ζ) =

c3
π
1E(ζ),

1

(c3N)k
ρkN

(
ζ +

z1√
c3N

, . . . , ζ +
zk√
c3N

)
= ρkgin(z1, . . . , zk) +O

( 1√
N

)
.

N粒子系の確率微分方程式を計算すると，(i = 1, . . . , N)に対して

dXN,i
t = dBi

t +
1

2

{( N∑
j ̸=i

2(XN,i
t −XN,j

t )

|XN,i
t −XN,j

t |2
)
− τN

1− τ 2

(
ζ +

XN,i
t√
c3N

) 1√
c3N

+
τN

1− τ 2

(
ζ +

XN,i
t√
c3N

)† 1√
c3N

−
(
ζ +

XN,i
t√
c3N

) 2γ√
c3N

{ N∑
k=1

∣∣∣ζ + XN,k
t√
c3N

∣∣∣2 −NKp

}
dt.

ここで (x, y)† = (x,−y) ∈ R2. N → ∞でGinibre干渉ブラウン運動 (2.5)に収束する．

9. GinibreとGAFと渦の方程式
9.1. GAF (Gaussian analytic function)

平面GAFというガウス確率変数を係数に持つ解析関数Fを考える．

F (z) =
∞∑
k=0

ξk√
k!
zk.

ここで{ξk}は独立同分布，ξkの分布は 1
π
e−|z|2dzである．

µGAFをF の零点からなるCの点過程とする．µGAFは，平行移動不変かつ回転不変
で，Ginibre点過程に大変よく似ているが，より剛性が高いことが知られている．実際，
Sr = {|x| ≤ r}の外側を条件つけると，中の粒子の平均がランダムでなくなる．µGAF

は準Gibbs測度ではないが，第一理論を拡張することで，Dirichlet形式の可閉性がい
え，拡散過程を構成できる．しかし，µGAFの「対数微分」は存在は言えるが，「よい表
現」はない．少なくとも，2体の干渉ポテンシャルで簡単に記述できるようなものには
ならないと思われる．
ランダムな解析関数は様々な状況で考えられるから，それからその零点や極として
構成した点過程は興味深いと思われる．



9.2. 渦の方程式

最後にまだ解けていない無限次元確率微分方程式を紹介する．粘性のある平面に無限
個の渦が運動しているとする．Ginibreに合わせるため，すべて同じ強さの同じ向きの
渦とする．Xt = (X i

t)i∈N ∈ (R2)Nと書く．定数 (粘性と渦度)を適当に選べば，

dX i
t = dBi

t +
∞∑
j ̸=i

(X i
t −Xj

t )
†

|X i
t −Xj

t |2
dt (i ∈ N).

「†」以外はGinibre干渉ブラウン運動と同じである．しかし背後にある幾何学は非常に
異なり，また，力学的にも，これは歪対称な運動を記述する．
渦の個数が有限個の場合は，たとえどんな種類の渦度を持つ場合でも，対応する熱
方程式を解くことで拡散過程を構成し，さらにそれを用いて確率微分方程式を解ける．
これには一般化された発散形式を用いるのだが，実は，学生時代に研究した懐かしい
話です．[11, 12, 13]

10. Remarks

•確率微分方程式の解の一意性には様々な応用がある．例えば，Dirichlet形式の一意性
[22, 8]やSDE Gap [5]，有限粒子系近似 [6, 7, 8]，代数的構成と解析的構成の一致 [23]，
マルチンゲール問題の一意性などを証明することに使用できる．
•強解の存在と一意性以外にも，この IFCの考えが，他の様々な確率解析の古典理論の成
果の無限粒子系への拡張を可能にすると思われる．例えば無限次元RdNでのStochastic

flowの構成や，アンラベル力学について空間のエルゴード分解，無限次元確率微分方
程式の非平衡解の構成などに，発展することを期待している．
• 今回は，ブラウン運動を基にした無限粒子系を考察したが，これ以外にも「格子気
体 (川崎力学)」「Jump過程」などでも類似の話を展開できると思われる．対称マルコ
フ過程 (Dirichlet形式)を持つ場合は平行した議論が可能と思われる．さらに，非マル
コフ的な粒子系にも，発展できるかもしれない．
• パス値拡散過程は，(粒子の種類は無限だが)無限粒子系とみなせる場合があり，その
時は，今回の論法が使える可能性がある．
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