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はじめに

代数的閉体k上の基本的 (basic)有限次元多元環Aは，クイバーと関係式 (Q,R)
によってA ∼= k(Q,R) := kQ/⟨R⟩の形で与えられ，Aの加群圏ModAは，(Q,R)
の k上の表現の圏Repk(Q,R)と同値になる．このことを用いて，多元環の具体例
が大量に簡単に作ることができ，その加群圏も理解しやすくなり，多元環の表現
論が飛躍的に発展した．Qが有向閉路をもつ場合と持たない場合を比べると，後
者の方が計算がずっと簡単になるが，自己入射多元環では，ほとんどいつもクイ
バーは有向閉路を持つ．そこで，有向閉路を持つクイバーの表現を，有向閉路を
持たないクイバーの表現に帰着させる方法がRiedtmann [20], Bongartz–Gabriel
[9], Gabriel [14], Green [15]達によって導入された．クイバーを図形とみて，その
普遍被覆を取れば閉路を消すことができるが，彼らの理論は，このことを代数的
に行ったものである．そのため，これは多元環の表現論における被覆理論とよば
れる．この理論はクイバーで定義される線形圏の加群圏の研究で非常に便利なも
のであったので，これを一般の線形圏の加群圏や導来圏にも適用したいと考える
ことは自然である．それを実際に行い，応用して，有限表現型自己入射多元環を
導来同値のもとで分類することができた [1, 2]．ここで解説する理論はその中心
的道具を一般化させて得られたものである．クイバーと関係式で与えられる線形
圏においては，異なる対象は互いに非同型である．この特殊性から理論は簡単な
形になっていたが，一般の線形圏では互いに同型な異なる対象はいくらでもある
ので，このままでは理論は適用できない．その困難は，自然変換の族を用いるこ
とで回避できる．それで，線形圏の集まりとそれらの間の関手，さらにそれら関
手の間の自然変換も考える設定が必要になってくる．すなわち 2-圏論的扱いが自
然に必要になってくる (2-圏については [18]などを参照)．本講演では，この 2-圏
論的被覆理論を解説し，それを導来同値に応用する．最初は群作用を持つ線形圏
での設定で行っていたが [3, 4]，群の作用は圏の同型でなく同値で与えられる場合
がほとんどなので，群作用では応用が限られる．Deligne, Drinfeldなどの人々に
よって導入されていた，群の弱い作用を用いる方が自然である．この群の弱い作
用は，見方を変えると，単に群から 2-圏への擬関手 (pseudofunctor) となるが，こ
のことはあまり知られていないように思われるので，このことも解説に加えた．
第 1節では，この群の擬作用の設定のもとで 2-圏論的被覆理論を打ち立てる．

第 2節では，これを導来同値に応用する．第 3節では，群の作用から圏の作用に
一般化することに少し触れる．これにより，有向閉路を解消する理論であったも
のを，多くの圏を関手で貼り合わせる理論に強化することができた [5, 6]．この
理論はさらに，圏を両側加群で貼り合わせる理論に一般化できる．また，ここで
取り扱った導来同値は片側傾け加群に関係するものであるが，両側傾け加群に相
当する理論もあり，いろいろな応用が期待できる．ここでは紙面（時間）の関係
で，これらについては触れることはできなかった．

本研究は科研費 (課題番号:25610003, 25287001, 18K03207)の助成を受けたものである．.
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1. 2圏論的被覆理論

この節では，kを可換環とする．圏 Cは，すべての対象 x, yについて C(x, y)が
k-加群で，合成が双線形になっているとき，k-線形圏あるいは短く k-圏とよばれ
る．それらの間の関手 F : B → Cは，B(x, y) → C(Fx, Fy) (x, y ∈ B0) が k-線形
であるとき，k-関手とよばれる．k-小圏の全体とその間の k-関手，それらの関手
の間の自然変換からなる 2-圏を k-Catで表す．k-圏の集まりSに対して，それを
対象の全体とし，それらの間の k-関手を 1-射の全体，それら 1-射の間の自然変換
を 2-射の全体とする 2-圏を k-Cat(S)で表す．

1a. 群の作用と擬作用. Cを線形圏とする．GのCへの作用とは，群準同型X : G→
Aut(C)のことであり，組 (C, X)をG-作用を持つ圏，あるいは単にG-圏とよぶ．群
G = (G, ·)を単対象圏 ({∗}, G, dom, cod, ·)と見なし，単対象からなる圏k-Cat({C})
(CからCへの関手の全体を射とする)を考えると，このXは，関手G→ k-Cat({C})
と同一視できる．さらに，C を小圏に限れば，(C, X)は，次で定義される関手
X ′ : G→ k-Catと同一視できる:

X ′(∗) := C, X ′(a) := X(a) (a ∈ G).

そこで，上で用いていなかった k-Cat({C})および k-Catの 2-圏構造 (関手の
間の自然変換の全体を 2-射とする)を活用して，G-圏の概念を次のように一般化
する．

定義 1.1. 線形圏 Cと擬関手X : G→ k-Cat({C})の組 (C, X)をG-擬作用を持つ
圏（短く擬G-圏）とよぶ．特にCが小圏であるとき，これを擬関手X : G→ k-Cat
でX(∗) = Cを満たすものと同一視する．すなわち，Xは次のデーターからなり
以下の公理を満たすものである．
データー：

(1) k-圏 C,
(2) 関手の族 (X(a) : C → C)a∈G,
(3) 自然同型X∗ : X(1) ⇒ 1lC,
(4) 自然同型の族 (Xb,a : X(ba) ⇒ X(b) ◦X(a))a,b∈G.

公理：

(a1)

?> =<89 :;X∗?> =<89 :;Xa,1

X(a)

X(1)

X(a·1)

=

X(a)

, (a2)

?> =<89 :;X∗ ?> =<89 :;X1,a

X(a)

X(1)
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?> =<89 :;Xb,a?> =<89 :;Xc,ba

X(b)
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X(ba)
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(a, b, c ∈ G)



注意 1.2. (1) 自然変換の合成には水平合成 (◦で表す)と垂直合成 (•で表す)の 2
つがあるが，上のようにストリング図を用いると，これらを視覚的に区別でき，
2種類の合成の交替法則も自動的に表すことができる．ここでは，垂直合成は下
から上に，水平合成は右から左に書いている．同じ内容は，普通は自然変換の可
換図式で表されている．
(2) (C, X)を擬G-圏とすると，各X(a) (a ∈ G) は Cの自己同値になっている．

実際，X(a)◦X(a−1) ∼= X(aa−1) = X(1) ∼= 1lC．同様にして，X(a−1)◦X(a) ∼= 1lC．

補題 1.3. 擬G-圏のデーター (1), (2) (4)の組が公理 (b)を満たし，X(1) : C → C
が圏の同値であると仮定する．すると，随伴同値系 (X(1), Y, η, ε)が存在する．こ
のとき，条件 (a1), 条件 (a2)および次の 4つの条件はすべて互いに同値である:
(a′1): a = 1に対する (a1), (a′2): a = 1に対する (a2),

(a′′1) : X∗ =

?> =<89 :;η−1

GF ED@A BCX−1
1,1/.-,()*+η

Y

X(1)

X(1)
X(1)

, (a′′2) : X∗ =

/.-,()*+εGF ED@A BCX−1
1,1 ?> =<89 :;ε−1

Y

X(1)

X(1)
X(1)

したがって特に，(a′1)または (a′2)が成り立てば次が成り立つ．?> =<89 :;η−1

GF ED@A BCX−1
1,1/.-,()*+η

Y

X(1)

X(1)
X(1)

=

/.-,()*+εGF ED@A BCX−1
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Y
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注意 1.4. 以上の補題より，
(a′) X(1)は自己同値である

という条件を考えると，擬G-圏は，定義 1.1のデーター (1), (2), (4)と公理 (a′),
(b)だけで定まる．すなわち，この定義はDeligne等 [12], [13], [10]による群の圏
への弱い作用1の定義と同値である．

1b. 群の擬作用を持つ圏と同変関手のなす 2圏.

定義 1.5. 擬G-圏 (C, X)から擬G-圏 (C ′, X ′)へのG-同変関手とは，次のデーター
の組 (E, ρ)で，以下の公理を満たすものである．
データー:

• 関手E : C → C ′

• 自然同型の族 ρ = (ρa : X
′(a)E ⇒ EX(a))a∈G

1(a′)よりも強く，すべてのX(a) (a ∈ G)が自己同値と仮定しているが，この部分も注意 1.2
から従う．



公理: 各 a, b ∈ Gに対して次の 2つの等式が成り立つ:

(1-1)
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,

(1-2)
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また特に，上の ρa がすべて恒等射にとれるとき，すなわち各 a ∈ Gに対して
X ′(a)E = EX(a)となるとき，Eは厳格なG-同変関手であるという．
G-同変関手 (E, ρ)は，Eが同値であるとき，G-同変同値とよばれる．

定義 1.6. (E, ρ), (E ′, ρ′) : (C, X) → (C ′, X ′)を擬G-圏の間のG-同変関手とする．
(E, ρ)から (E ′, ρ′)への射とは自然変換 η : E ⇒ E ′で，各 a ∈ Gに対して次の等
式を満たすものである.

/.-,()*+η 76 5401 23ρa

E′

E

E

X(a)

X′(a)

=

?> =<89 :;ρ′a /.-,()*+η
E′

E′

E

X(a)

X′(a)

補題 1.7. (C, X)
(E,ρ)

// (C ′, X ′)
(E′,ρ′)

// (C ′, X ′) を擬 G-圏の間の G-同変関手とす

ると，
(E ′, ρ′) ◦ (E, ρ) := (E ′ ◦ E, ρ′ ◦ ρ) : C → C ′′

もG-同変関手となる．これを (E, ρ)と (E ′, ρ′)の合成という．ただし，ρ′ ◦ ρ :=
((E ′ ◦ ρa) • (ρ′a ◦ E))a∈G, つまり ρ′ ◦ ρは次の自然同型の族である:

(ρ′ ◦ ρ)a :=

76 5401 23ρa?> =<89 :;ρ′a

E′

E′

E

E

X(a)

X′(a)
||
||
|

X′′(a)

定義 1.8. 次で 2-圏G-Cat [およびG-Cats]が定義される．



• 対象は擬G-小圏 [G-小圏] (C, X) : G→ k-Catの全体．
• 1-射はそれらの間のG-同変関手の全体．
• 対象 (C, X)の恒等 1-射は，(1lC, (1l1lC)a∈G)に等しい．
• 2-射はG-同変関手の間の射の全体．
• 1-射 (E, ρ) : (C, X) → (C ′, X ′) の恒等 2-射は，Eの恒等自然変換 1lE．
• 1-射の合成は上の補題で与えられたもの．
• 2-射の垂直合成，水平合成は自然変換に対して普通に定義されるもの．

1c. 群次数付き圏と (弱)次数保存関手のなす 2圏.

定義 1.9. (1) G-次数圏とは，次のデーターからなり以下の公理を満たすもので
ある．
データー:

• 線形圏 B,
• ベクトル空間の内部直和による分解B(x, y) =

⊕
a∈G Ba(x, y) (正確にいう

と，部分空間の族 (Ba(x, y))a∈G でこの等式を満たすもの)の族 (x, y ∈ B0)．
公理:
Bb(y, z) ◦ Ba(x, y) ⊆ Bba(x, z) (x, y ∈ B; a, b ∈ G).
各 a ∈ Gに対して，Ba(x, y)の元 f を B(x, y)の斉次元，aを f の次数といい，

deg f := aとおく (x, y ∈ B)．
(2) 次数保存関手とは，G-次数圏の間の線形関手H : B → A と写像 r : B0 → G

との対 (H, r)であり，条件

H(Brya(x, y)) ⊆ Aarx(Hx,Hy) (x, y ∈ B, a ∈ G)

を満たすものである (上の条件は，H(Ba(x, y)) ⊆ Ar−1
y arx(Hx,Hy) と同値)．

(3) G-次数圏の間の線形関手H : B → Aは，H(Ba(x, y)) ⊆ Aa(Hx,Hy) (x, y ∈
B; a ∈ G)を満たすとき，厳格な次数保存関手であるという．この条件は，1を定
数写像 B0 → G, x 7→ 1 ∈ G (x ∈ B0) とするとき，(H, 1)が次数保存関手である
ことと同値であることに注意する．
(4) (H, r), (I, s) : B → Aを次数保存関手とする．このとき，自然変換 θ : H ⇒ I

は，θx ∈ As−1
x rx(Hx, Ix) (x ∈ B) を満たすとき，次数保存関手の間の射である

という．

補題 1.10. B
(H,r)

// B′ (H
′,r′)

// B′′ を次数保存関手とする．このとき，

(H ′ ◦H, (rxr′Hx)x∈B) : B → B′′

も次数保存関手になる．これを (H, r)と (H ′, r′)の合成とよび (H ′, r′) ◦ (H, r)で
表す．

定義 1.11. 次で 2-圏G-GrCat [およびG-GrCats]が定義される．
• 対象はG-次数小圏の全体．
• 1-射はそれらの間の次数保存関手の全体 [厳格な次数保存関手の全体]．
• 対象 Bの恒等 1-射は (1lB, 1).
• 2-射は次数保存関手の間の射の全体．
• 1-射 (H, r) : B → Aの恒等 2-射はHの恒等 1lH．これは，(1lH)x = 1lHx ∈
A1(Hx,Hx) = Ar−1

x rx(Hx,Hx) (x ∈ B0)より 2-射になっている．
• 1-射の合成は上の補題で与えられたもの．
• 2-射の垂直合成，水平合成は自然変換に対して普通に定義されるもの．



1d. 被覆関手.

定義 1.12. 2-関手∆: k-Cat → G-Catを次で定義し，これを対角 2-関手とよぶ．
• Cが k-Catの対象であるとき，∆(C)(∗) := C,∆(C)(a) := 1lC (a ∈ G)とお
く．すなわち，Cに自明なG-作用を与えたものとする．

• F : C → C ′が k-Catの 1-射であるとき，∆(F ) : ∆(C) → ∆(C ′)は，G-Cat
における 1-射 (F, (1lF : 1lC ◦ F ⇒ F ◦ 1lC)a∈G) とする．

• F, F ′ : C → C ′, α : F ⇒ F ′がそれぞれ k-Catの 1-射，2-射であるとき，
G-Catにおける 2-射∆(α) : ∆(F ) ⇒ ∆(F ′)を∆(α) := αで定義する．

注意 1.13. F : C → C ′が k-Catの 1-射であるとき，
∆F : ∆(C) → ∆(C ′)はG-Catの厳格なG-同変関手である．

補題 1.14. H : B → Aが k-Catの 1-射で (F, ψ) : C → ∆BがG-Catの 1-射なら
ば，∆(H) ◦ (F, ψ) = (H ◦ F, (H ◦ ψa)a∈G) : C → ∆(A).

定義 1.15. Bを線形圏とし，(F, ψ) : C → ∆(B) をG-Catの 1-射とする．
(1) (F, ψ)は，各 x, y ∈ C0に対して

(F, ψ)(1)x,y :
⨿
a∈G

C(X(a)x, y) → B(Fx, Fy), (fa)a∈G 7→
∑
a∈G

F (fa) · ψax

が同型であるとき，G-前被覆であるという．
(2) (F, ψ)が G-前被覆で，関手 F が稠密である（すなわち，各 y ∈ Bはある

x ∈ Cによって Fx ∼= yと書ける）とき，(F, ψ)はG-被覆であるという．

1e. 軌道圏構成による 2関手.

定義 1.16. 2-関手 ?/G : G-Cat → k-Cat, x 7→ x/G (x ∈ (G-Cat)i, i = 0, 1, 2)
を次のように定義し，これを軌道 2-関手とよぶ．
(0) 対象に対して: 擬G-圏 Cに対して線形圏 C/Gを次で定義し，これを Cの

Gによる軌道圏とよぶ．
• (C/G)0 := C0.
• 各 x, y ∈ (C/G)0に対して，(C/G)(x, y) :=

⨿
a∈G C(X(a)x, y). とする．こ

こで，

σC/G
a : C(X(a)x, y) → (C/G)(x, y), f 7→ (δb,af)b∈G

を標準入射とし (δはクロネッカーのデルタ記号2とする)，

(1-3) (C/G)a(x, y) := σC/G
a (C(X(a)x)),

(x, y ∈ C0 = (C/G)0, a ∈ G) とおくと，

(1-4) (C/G)(x, y) =
⊕
a∈G

(C/G)a(x, y)

と内部直和の形に書ける．
• 各 f = (fa)a∈G ∈ (C/G)(x, y), g = (gb)b∈G ∈ (C/G)(y, z)に対して，

g ◦ f :=

 ∑
a,b∈G
ba=c

gb ◦X(b)fa ◦Xb,ax


c∈G

2すなわち，第 b成分は，b = aのとき f で，それ以外では 0．



ここで，各項は次の合成である:

X(ba)x
Xb,ax−−−→ X(b)X(a)x

X(b)fa−−−−→ X(b)y
gb−→ z.

• 各 x ∈ (C/G)0に対して，C/Gにおける恒等射 1lC/Gx は次で与えられる:

1lC/Gx = σ
C/G
1 (X∗x) = (δa,1X∗x)a∈G ∈

⨿
a∈G

C(X(a)x, x).

この形から deg 1lC/Gx = 1であることに注意する．
(1) 1-射に対して: C = (C, X), C ′ = (C ′, X ′)を擬G-圏とし，(F, ψ) : C → C ′を

G-Catでの 1-射とする． このとき，k-Catでの 1-射

(F, ψ)/G : C/G→ C ′/G

を次で定義する．
• 各 x ∈ (C/G)0 = C0に対して，

(1-5) ((F, ψ)/G)(x) := F (x).

• 各x, y ∈ (C/G)0と各f = (fa)a∈G ∈ (C/G)(x, y)に対して，((F, ψ)/G)(f) :=
(F (fa) ◦ ψax)a∈G. ここで，各成分は合成

X ′(a)Fx
ψax−−→ FX(a)x

F (fa)−−−→ Fy

で与えられる．
(2) 2-射に対して: C = (C, X), C ′ = (C ′, X ′)をG-Catの対象，(F, ψ), (F ′, ψ′) : C →

C ′をG-Catでの 1-射とし，ζ : (F, ψ) ⇒ (F ′, ψ′)をG-Catでの 2-射とする．この
とき，k-Catの 2-射

ζ/G : (F, ψ)/G⇒ (F ′, ψ′)/G

を次で定義する．各 x ∈ C0に対して，
ζx ◦X∗F (x) ∈ C ′(X(1)F (x), F ′(x))

であることに注意して，

(1-6) (ζ/G)x := σ
C′/G
1 (ζx ◦X∗F (x)) ∈ (C ′/G)1(F (x), F ′(x)).

とおく．

注意 1.17. 定義 1.16(0)における直和分解 (1-4)と合成の定義によって，軌道圏C/G
はG-次数圏になっていることに注意する．また，G-Catの任意の 1-射 (F, ψ)に対
して，(F, ψ)/Gは厳格な次数保存関手，任意の 2-射 ζに対して，ζ/GはG-GrCat
の 2-射になっている．したがって，軌道 2-関手は

?/G : G-Cat → G-GrCat

と見ることができる．G-次数を忘れる，忘却 2-関手 Fgt: G-GrCat → k-Cat を
考えると，2-関手

?/G : G-Cat → k-Cat

は，合成 Fgt ◦(?/G)であると見ることができる．

定義 1.18. C = (C, X) ∈ G-Cat0とする．G-Catでの 1-射である，標準被覆関手
(P, ϕ) : C → ∆(C/G)を次で定義する（命題 1.21でこれが実際にG-被覆であるこ
とが示される）．

• Cの各対象 xに対して，Px := x．



• Cの各射 f : x→ yに対して，

Pf := σ
C/G
1 (f ◦X∗x) = (δa,1f ◦X∗x)a∈G ∈ (C/G)1(Px, Py).

• 各 a ∈ Gに対して，自然変換 ϕa : P ⇒ PX(a)

C C/G

C C/G

P //

P
//

X(a)

��

ϕa

z� }}
}}
}}
}}

}}
}}
}}
}}

を ϕax := σ
C/G
a (1lX(a)x) = (δb,a1lX(a)x)b∈G (x ∈ C)で定義する．この形から

deg ϕax = aであることに注意する．

補題 1.19. 上において各 a ∈ Gに対して，ϕa := (ϕax)x∈C : P ⇒ PX(a)は自然
同型であり，ϕ := (ϕa)a∈Gとおくと，(P, ϕ) : C → ∆(C/G)はG-同変関手になる．

例 1.20. C = Rが k-多元環（=単対象線形圏）でRがG-作用をもつとき，軌道
圏R/Gは歪群環R ∗G（を圏と見なしたもの）と同型になる．

命題 1.21. (C, X) ∈ G-Catとすると，標準被覆関手 (P, ϕ) : C → ∆(C/G) はG-
被覆となる．詳しくいうと，すべての x, y ∈ C0に対して，

(P, ϕ)(1)x,y :
⨿
a∈G

C(X(a)x, y) → (C/G)(Px, Py)

は恒等写像になる．

1f. 軌道 2-関手と対角 2-関手の 2-随伴. 軌道圏 C/GのG-次数付けを忘れること
により C/G ∈ k-Cat0と見なす (注意 1.17)．これにより 2-関手 ?/G : G-Cat →
k-Catが得られる．この節では，これが対角 2-関手∆: k-Cat → G-Catに対す
る厳格な 2-左随伴であることを証明する．その証明から，標準被覆関手が随伴の
2-単位射の成分となっていることが分かる．また，この随伴から，被覆関手の普
遍性による特徴付けが得られる．

定義 1.22. 各D ∈ k-Catに対して，関手QD : ∆(D)/G→ Dを次で定義する．
• 各 x ∈ (∆(D)/G)0 = D0に対して，QD(x) := x,
• 各 (fa)a∈G ∈ (∆(D)/G)(x, y) =

⨿
a∈GD(x, y)に対して，QD((fa)a∈G) :=∑

a∈G fa (x, y ∈ (∆(D)/G)0).

容易に分かるようにQDは線形関手である.

定理 1.23. 軌道 2-関手 ?/G : G-Cat → k-Catは対角 2-関手∆: k-Cat → G-Cat
の厳格な左2-随伴である．単位射は標準被覆関手の族 ((PC, ϕC) : C → ∆(C/G))C∈G-Cat0

で与えられ，余単位射は上で定義された関手の族 (QD : ∆(D)/G→ D)D∈k-Cat0で
与えられる．
したがって一般論により，各 C ∈ G-Cat,D ∈ k-Catについて自然な圏の同型

(1-7) k-Cat(C/G,D) ∼= G-Cat(C,∆(D)), H 7→ ∆(H) ◦ (PC, ϕC)

が存在する．特に, (PX , ϕX)は次の意味の普遍性を持っている．すなわち，G-Cat
の各 1-射 (F, ψ) : C → ∆(D), (D ∈ k-Cat) に対して，次のG-Catにおける図式



を厳格に可換にする k-Catの 1-射H : C/G→ Dがただ 1つ存在する:

C ∆(D).

∆(C/G)

(F,ψ)
//

(PC ,ϕC)
�� ∆(H)
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s

s
s

s

1g. スマッシュ積による2関手. この節では，軌道2-関手?/G : G-Cat → G-GrCat
の擬逆となる 2-関手 ?#G : G-GrCat → G-Catを定義する．これにより，被覆
する方の圏を構成することができる [11, 7]．

定義 1.24. BをG-次数圏とするとき，BとGのスマッシュ積B#G というG-圏
を次で定義する．

• (B#G)0 := B0 ×G = {x(a) := (x, a) | x ∈ B, a ∈ G}.
• 各 x(a), y(b) ∈ (B#G)0に対して，

(B#G)(x(a), y(b)) := {b} × Bb−1a(x, y)× {a}

= {(b)f (a) := (b, f, a) | f ∈ Bb−1a(x, y)}.

混乱の恐れのないときには，これを第 2射影

pr2 : (B#G)(x(a), y(b)) → Bb−1a(x, y), (b)f (a) 7→ f

によって Bb−1a(x, y)と同一視する.
• 各 x(a), y(b), z(c) ∈ (B#G)0に対して，合成を次の可換図式で定義する．

(B#G)(y(b), z(c))× (B#G)(x(a), y(b)) (B#G)(x(a), z(c))

Bc−1b(y, z)× Bb−1a(x, y) Bc−1a(x, z)

B(y, z)× B(x, y) B(x, z)

//

//

//

pr2×pr2
��

pr2
��

� _

��

� _

��

ただし，底辺の準同型は Bの合成で与える．すなわち，任意の (g, f) ∈
Bc−1b(y, z)× Bb−1a(x, y), h ∈ Bc−1a(x, z) に対して，次の同値が成り立つ．

(1-8) (c)g(b) ◦ (b)f (a) = (c)h(a) ⇐⇒ g ◦ f = h

• B#GへのG-作用X := XB#Gを次で定義する．

(1-9)

{
X(c)(x(a)) := x(ca)

X(c)((b)f (a)) := (cb)f (ca)

(x(a), y(b) ∈ (B#G)0, (b)f (a) ∈ (B#G)(x(a), y(b)), x, y ∈ B0, a, b, c ∈ G, f ∈
Bb−1a(x, y))). 定義より，明らかにこの作用は自由である．

定義 1.25. G-次数圏 Bに対して関手QB,G := Q : B#G→ B を次で定義する．
• Q(x(a)) = x (x(a) ∈ B#G),
• Q((b)f (a)) := f ((b)f (a) ∈ (B#G)(x(a), y(b))).



命題 1.26. Qを上の通りとすると，Q = QX(a)が成り立つ (a ∈ G)．すなわち，
Qは，厳格なG-不変関手であり，Q = (Q, 1l) : B#G→ Bは，G-被覆関手になる．
したがって特に，(P, ϕ) : B#G→ (B#G)/Gを標準被覆関手とすると，あるただ
1つの同値H : (B#G)/G→ B によってQ = H ◦ (P, ϕ)となる．

定義 1.27. スマッシュ積の構成を次のようにして 2-関手に拡張する．
1-射について: (H, r) : B → B′をG-GrCatの 1-射とする．このとき，G-Catの
1-射となる関手 (H, r)#G : B#G→ B′#Gを次で定義する．
対象に対して．各 x(a) ∈ B#Gに対して，

((H, r)#G)(x(a)) := (Hx)(arx)

とおく．
射に対して．各f ∈ (B#G)(x(a), y(b)) = Bb−1a(x, y)に対して，H(f) ∈ B′r−1

y b−1arx(Hx,Hy) ∼=
(B′#G)((Hx)(arx), (Hy)(bry)) であることに注意して，

((H, r)#G)((b)f (a)) := (bry)H(f)(arx)

とおく．
容易に分かるように，(H, r)#Gは厳格なG-同変関手である．したがって，(H, r)#G =

((H, r)#G, 1) : B#G→ B′#G はG-Catの 1-射である．
2-射について: 次に (H ′, r′) : B → B′をG-GrCatの 1-射，θ : (H, r) ⇒ (H ′, r′) を
2-射とする．このとき θ#G : (H, r)#G⇒ (H ′, r′)#Gを

(θ#G)x(a) := θx ∈ B′r′x
−1rx(Hx,H ′x) ∼= (B′#G)((Hx)(arx), (H ′x)(ar

′
x))

= (B′#G)(((H, r)#G)(x(a)), ((H ′, r′)#G)(x(a)))

で定義する (x(a) ∈ B#G)．容易に確かめられるように，θ#GはG-Catの 2-射に
なっている．

補題 1.28. 以上の定義により，スマッシュ積の構成は 2-関手

?#G : G-GrCat → G-Cat.

に拡張される．

1h. 2圏論的Cohen-Montgomery双対.

定理 1.29. 2-関手 ?/Gと ?#Gはともに 2-同値である. これらは互いに他の 2-擬
逆になっている．したがって，2-圏G-CatとG-GrCatは 2-同値である．より詳
しくいうと，4つの 2-自然変換

G-Cat G-GrCat

G-Cat G-GrCat

?/G
//

?#G

xxrrr
rrr

rrr
rrr

rrr
rrr

rrr
rr

?/G
//

1lG-Cat

��

1lG-GrCat

��

ε +3 ω′
+3

ε′
ks

ω
ks



が存在し，これらは以下の 4つの関係式を満たして 2-自然同値になる.

ε′ • ε ∼= 1l1lG-Cat
,(1-10)

ε • ε′ ∼= 1l(?#G)◦(?/G),(1-11)

ω′ • ω = 1l1lG-GrCat
,(1-12)

ω • ω′ ∼= 1l(?/G)◦(?#G),(1-13)

さらに次が成り立つ．
(1) ε′C は厳格な G-同変関手 (C ∈ G-Cat)，ωB は厳格な次数保存関手である

(B ∈ G-GrCat)．
(2) εと ω′は厳格な 2-自然変換である．
(3) (?/G, ?#G, ε, ω′)は厳格な 2-随伴系である．

2. 導来同値

以下，導来同値を扱うので，簡単のために kを体と仮定する．

2a. 傾け部分圏.

定義 2.1. kベクトル空間全体のなす圏を k-Modで表す．k-圏Aに対して，反変
k-関手A → k-Modを右A-加群とよび，それら全体のなすアーベル圏をModA
で，その導来圏をD(ModA)で表す．またModAの有限生成射影対象全体のなす
充満部分圏をprjAで表し，その有界ホモトピー圏をKb(prjA)で表す，Kb(prjA)
の充満部分圏 T は次の条件を満たすとき，Aに対する傾け部分圏とよばれる:

• Kb(prjX(i))(U, V [n]) = 0, (U, V ∈ T0, 0 ̸= n ∈ Z);
• 直和と直和因子で閉じたKb(prjX(i))の充満部分圏のうち，T を含む最も
小さなものはKb(prjX)に一致する．

k-圏A,Bに対して，導来圏D(ModA)とD(ModB)が三角圏として同値である
とき，Aと Bは導来同値であるという．

定理 2.2 (Keller [17], Rickard [19]). k-圏A,Bに対して次は同値である．
(1) Aと Bは導来同値である．
(2) Kb(prjA)とKb(prjB)は三角圏として同値である．
(3) BはAに対するある傾け部分圏と同値である．

2b. 軌道圏と導来同値.

補題 2.3. G-Catの 1-射 (F, ψ) : C → C ′に対して，次は同値である。
(1) (F, ψ)はG-Catにおける同値 1-射である．
(2) F は圏の同値である．

アーベル k-小圏全体のなす 2-圏 k-Abの 2-部分圏 k-ModCatを次で定義する:
k-ModCat0 := {Mod C | C ∈ k-Cat0},
k-ModCat1 := (対象の間の関手で完全右随伴をもつもの全体),
k-ModCat2 := (1-射の間の自然変換全体)．
また，k-Triを三角 k-小圏全体のなす 2-圏とする．このとき，対応

C 7→ Mod C 7→ D(Mod C)
は，それぞれ自然に 2-圏の間の擬関手

k-Cat
Mod−−→ k-ModCat

D−→ k-Tri



に拡張できる．Gから 2-圏Cへの擬関手全体のなす 2-圏が自然に定義され，そ
れを Pfun(G,C)で表す．

定理 2.4. B,C,Dを 2-圏, V : C → Dを擬関手とすると，自明に定義される対応

Pfun(B, V ) : Pfun(B,C) → Pfun(B,C)

は自然に擬関手に拡張される．

この定理を B = G, V := D ◦ Mod: k-Cat → k-Triに適用し，G-Cat =
Pfun(G,k-Cat), ((C, X) ↔ X)に注意すると，次が得られる．

命題 2.5. 対応 (C, X) 7→ D(Mod(C, X)) := (D(Mod C),D(ModX)), (C ∈ G-Cat0)
は擬関手

D(Mod) : G-Cat → Pfun(G,k-Tri)
に拡張される．

各 (C, X) ∈ G-Catに対して，X はKb(prj C)に自然なG-擬作用Kb(prjX)を
定義する．以下，Kb(prj C) = Kb(prj(C, X)) = (Kb(prj C),Kb(prjX))と見なす．

命題 2.6. 対応 (C, X) 7→ Kb(prj(C, X)), (C ∈ G-Cat0) は自然に擬関手

Kb(prj) : G-Cat → Pfun(G,k-Tri)
に拡張される．

定義 2.7. C = (C, X)および C ′ = (C ′, X ′)をG-Catの対象とする．
(1) D(Mod C)とD(Mod C ′)が 2-圏Pfun(G,k-Tri)において同値であるとき，C

と C ′は導来同値であるという．
(2) 擬G-圏Kb(prj(C, X))の擬G-部分圏 T = (T , Y )は，T が Cに対する傾け

部分圏であるとき，(C, X)に対する傾け擬G-部分圏であるという．

定理 2.8. C, C ′ ∈ G-Cat0に対して，次は同値である．
(1) Cと C ′は導来同値である．
(2) Kb(prj C)とKb(prj C ′)は Pfun(G,k-Tri)において同値である．
(3) C ′は，Cに対するある傾け擬G-部分圏 (T , Y )とG-同変同値であり，包含
関手 (T , Y ) ↪→ Kb(prj(C, X))はG-同変関手に拡張される．

定理 2.9. 擬G-圏 Cと C ′が導来同値ならば，それらの軌道圏 C/Gと C ′/Gも導来
同値である．

2c. スマッシュ積と導来同値. この節の内容は，まだ擬G-圏での確認が済んでい
ないので，擬G-圏の代わりにG-圏を扱うことにする．

定義 2.10. Aを圏，BをG-次数圏とする．
(1) E,F : A → Bを関手とする．自然変換 ε : E ⇒ F が斉次であるとは，す
べての x ∈ A0に対して，εx : Ex → Fx が Bにおいて斉次であることで
ある．

(2) Sを B0の部分クラス，B′を B′
0 = Sを満たす Bの充満部分圏とする．こ

のときS (あるいはB′)がBのなかで斉次稠密であるとは，各 x ∈ B0に対
してある x′ ∈ Sと斉次同型 x→ x′がとれることでる．

(3) 関手 F : A → Bが斉次稠密であるとは，対象のクラス F (A0)が Bのなか
で斉次稠密であることである．



例 2.11. BをG-次数圏とする．すべての x ∈ B0に対して B(x, x)が局所 k-多元
環であれば，Bのすべての稠密充満部分圏は斉次稠密である．

定理 2.12. G-GrCatにおける次数保存関手 (H, r) : B → Aに対して次は同値で
ある．

(1) (H, r)はG-GrCatにおける同値である．
(2) H : B → Aは圏同値であり，Iをその左随伴としての擬逆とするとき，単
位射 η : 1lB ⇒ HIも余単位射 ε : IH ⇒ 1lAもともに斉次自然同型である．

(3) Hは充満忠実かつ斉次稠密である (すなわち，斉次稠密同値である)．

定義 2.13. BをG-次数圏とする．

(1) B-加群の複体X � = (Xn, dnX)n∈Z がG-次数付きであるとは，各 n ∈ Zに対
して，Xn = (Xn,WXn) (WXn : Xn =

⊕
a∈GX

n
a は k-加群としての直和分

解) がG-次数 B-加群であり，dnX : Xn → Xn+1がG-次数保存準同型であ
る（すなわち，dnX(X

n
a ) ⊆ Xn+1

a (a ∈ G)となる）ことである．
(2) 有界複体の圏 Cb(prjB)における射 f � : X � → Y �がG-次数保存射であると
は，すべての n ∈ Zに対して f �の成分写像 fn : Xn → Y nがG-次数保存
準同型であることである．

(3) G-次数付き複体とG-次数保存射のなす圏を Cb(prjB)Gで表す．
(4) G-次数保存射で定義されるホモトピー関係で Cb(prjB)Gを割って得られ
る剰余圏をKb(prjB)Gで表す．また，忘却関手Kb(prjB)G → Kb(prjB),
(Xn,WXn , dnX)n 7→ (Xn, dnX)n を Fgtで表す．

(5) 複体X � ∈ Kb(prjB)0がG-次数付け可能であるとは，あるY � ∈ Kb(prjB)G
によってX � ∼= Fgt(Y �) (Kb(prjB)において)となることである．

定理 2.14 ([3]). C を G-圏とし P : C → C/Gを標準被覆関手とする．このとき
押し下げ関手 P� : Kb(prj C) → Kb(prj C/G)は Fgtとある同値 P ′

� の合成として書
ける:

Kb(prj C) Kb(prj C/G).

Kb(prj C/G)G

P� //

P ′� ''OO
OOO

OOO
OOO

Fgt
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B を G-次数圏とすると，標準 G-被覆関手 Q : B#G → B は，標準被覆関手
B#G → (B#G)/G と次数保存同値 ω′

B = (ω′
B, rB) : (B#G)/G → B, (これは

G-GrCatにおける同値でもある)との合成になる．このことを用いて次が得ら
れる．

系 2.15. BをG-次数圏，Q : B#G→ Bを標準被覆関手とする．このとき，押し
下げ関手Q� : Kb(prjB#G) → Kb(prjB) は Fgtと同値Q′

�の合成として書ける:

Kb(prjB#G) Kb(prjB).

Kb(prjB)G

Q� //

Q′� ''PP
PPP

PPP
PPP

P

Fgt

77ppppppppppp

上のことから直ちに次が得られる．



系 2.16. 上の設定において，PをKb(prjB)のG-次数付け可能複体からなるある
集合とし，{U � ∈ Kb(prjB#G)0 | Q�(U

�) ∼= X � (∃X � ∈ P0)} を対象の全体とする
Kb(prjB#G)の充満部分圏をUPとする．すると，押し下げ関手Q�の制限は，G-
被覆関手Q�|UP : UP → Pを与える．

注意 2.17. 条件Q�(L(X
�)) ∼= X � (X � ∈ P0)を満たす写像L : P0 → (UP)0 をP上

のQ�の切断とよぶことにする．Kb(prjB#G)のG-作用を Y とおき，LをP上の
Q�の１つの切断とする．すると，被覆関手Q�|UP と切断Lによって次のようにP
にG-次数を定義することができる．各X �, Y � ∈ Pに対して，Q�は自然な同型

Q
(1)
� :

⨿
a∈G

U(Y (a)L(X �), L(Y �)) → P(X �, Y �)

を導くが，これを用いて直和分解 (VL)X �,Y � : P(X �, Y �) =
⊕

a∈GPa(X �, Y �) を

Pa(X �, Y �) := Q
(1)
� (U(Y (a)L(X �), L(Y �)))

とおくことによって定義する．すると，(P , VL)はG-次数圏になる．

定理 2.8における (1)と (3)の同値に注目し，その類似から次のように定義する．

定義 2.18. B = (B,W )と B′ = (B′,W ′)を G-次数圏とする．G-次数付け可能
複体からなる Kb(prjB)のある傾け部分圏 P と P 上の Q� のある切断 Lをとる
と，(B′,W ′)と (P , VL)が G-GrCatにおいて同値となり，包含関手 (P , VL) ↪→
Kb(prjB)が次数保存関手に拡張されるとき， (B,W )と (B′,W ′)はG-次数圏とし
て導来同値であるという．

定理 2.19. (B,W )と (B′,W ′)がG-次数圏として導来同値であれば，スマッシュ
積 B#Gと B′#Gは導来同値になる．

定義 2.20. (F, ψ) : C → BをG-圏 CからG-次数圏BへのG-被覆とする．このと
き (F, ψ)は標準被覆関手 (P, ϕ) : C → C/Gと，ただ 1つの同値H : C/G→ Bとの
合成となっているが，このHが次数保存関手に拡張できるとき，(F, ψ)は次数保
存関手を導くという．

定理 2.21. C = (C, X)と C ′ = (C ′, X ′)をG-圏，B = (B,W )と B′ = (B′,W ′)を
G-次数圏，(F, ψ) : C → Bと (F ′, ψ′) : C ′ → B′を次数保存関手を導くG-被覆とす
る．このとき，次は同値である．

(1) (C, X)と (C ′, X ′)はG-圏として導来同値である．
(2) (B,W )と (B′,W ′)はG-次数圏として導来同値である．

3. 小圏の余弱作用への一般化

以上の話において，群Gを小圏 I におきかえ，擬関手X : G → k-Catの代わ
りに余弱関手X : I → k-Catにおきかえてもかなりのことが成り立つ．その際，
軌道圏構成 C 7→ C/GはGrothendieck構成X 7→ Gr(X)に置き換わり [16]，G-次
数圏は，I-次数圏に拡張され，G-次数圏のスマッシュ積 B#Gも，I-次数圏のス
マッシュ積 B#Iに拡張される．ただし，定理 1.29のように，2-圏としての同値
を主張するときは，余弱関手ではなく擬関手 I → k-Catをとる必要がある．余
弱関手X,X ′ : I → k-Catの導来同値性は定義 2.7を拡張して定義される．1つだ
け定理を挙げておく．



定理 3.1. X,X ′ : I → k-Catを余弱関手とする．X とX ′が導来同値であれば，
Gr(X)とGr(X ′)は導来同値になる．

余弱関手X : I → k-Catは，I の各対象 iを k-圏X(i)に対応させ，I の各射
a : i → jを k-関手X(a) : X(i) → X(j)に対応させる．このとき，Gr(X)は全部
のX(i)をX(a)で “貼り合わせた”k-圏となる．XとX ′の導来同値は，各X(i)と
X ′(i)の導来同値に “I-同変性”を入れたものになる．したがって，上の定理は，
X(i)とX ′(i)の間の導来同値の全体が I-同変性をもつとき，それらを貼り合わせ
てGr(X)とGr(X ′)の間の導来同値を作ることができる，ということを意味する．
例を 1つ挙げておく．

例 3.2. nを 3以上の正整数とし，IをクイバーQ := 2
a2−→ 3

a3−→ · · · an−1−−−→ n で定
義される自由圏とする:. 関手X,X ′ : I → k-Catを次で定義する．
各 i ∈ I0 = {2, . . . , n}に対してX(i)をクイバー

1 2 3 · · · i
α1

((
α2

((
α3 **

αi−1
((

β1

hh
β2

hh
β3

ii
βi−1

jj

で定義されるBrauer樹木多元環（をk-圏と見たもの）とする．またIの各矢ai : i→
i + 1に対して，X(ai) : X(i) → X(i + 1)を包含関手とする．これにより関手
X : I → k-Catが定義される．
各 i ∈ I0 = {2, . . . , n}に対して，X ′(i)をクイバー

1 2 3 · · · i
γ1 // γ2 // γ3 //

γi−1 //

γi

ii

で定義されるBrauer樹木多元環（をk-圏と見たもの）とする．各矢ai : i→ i+1に
対して，X(ai) : X(i) → X(i+1)を対応 1 7→ 1, j 7→ j+1, α1 7→ α2α1, αj 7→ αj+1

(j = 2, . . . i) で定義される関手とする．これにより関手X ′ : I → k-Catが定義さ
れる．各 iについてX(i)とX ′(i)の間の標準的な導来同値はXとXの間の導来
同値に拡張される．したがって上の定理により，これらの導来同値は貼り合わせ
て，Gr(X)とGr(X ′)の間の導来同値を与えることができる．例えば n = 5のと
きこれらのクイバーは次のようになる．

Gr(X) =

1 2

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3 4 5

α1
((

β1

hh

α1
((

α2
((

β1

hh
β2

hh

α1
((

α2
((

α3
((

β1

hh
β2

hh
β3

hh

α1
((

α2
((

α3
((

α4
((

β1

hh
β2

hh
β3

hh
β4

hh

�� ��

�� �� ��

�� �� �� ��

, Gr(X ′) =

1 2

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3 4 5

γ1 //

γ2

\\

γ1 // γ2 //

γ3

dd

γ1 // γ2 // γ3 //

γ4

gg

γ1 // γ2 // γ3 // γ4 //

γ5

ii

�� ��=
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==
==

�� ��=
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==
==

��=
==

==
==
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==
==

��=
==

==
==

��=
==
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関係式は [8]を用いて計算できる．
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