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モジュラスの概念はすでに古典的な類体論にみられる。すなわち、代数体の不分岐
アーベル拡大は通常のイデアル類群で分類されるが、分岐を許したアーベル拡大を考
えると導手付きイデアル類群が必要となる。この導手にあたるものがモジュラスであ
る。幾何的な設定での対応物として、曲線の一般ヤコビ多様体の理論 [14]がある。
近年、モチーフとその周辺分野において、さまざまな理論のモジュラスによる拡張

が考察されている。本稿では一般ヤコビ多様体の理論からはじめて「1-モチーフ」と
「混合Hodge構造」のモジュラス版に関するFlorian Ivorra氏と筆者の共同研究 [7, 8]を
解説する。主結果は5節と7節で述べられる。このほかにもモジュラス拡張は高次元類
体論 [11]や代数的サイクル [3, 13]などで研究されている。また、モチーフの理論とし
てもっとも成功したものの一つであるVoevodskyによるモチーフの三角圏DMについ
てもモジュラス拡張が考察されている [9]が、今回はこの話題は扱わない。

5節を除き、基礎体はCとする。

1. 可換代数群と一般ヤコビ多様体
基本的な例として複素数体C上の連結可換代数群Gを取り上げよう。これはアーベル
多様体A、乗法群Gm、加法群Gaを用いて次のような拡大として記述できる：

0 → Gs
m × Gt

a → G → A → 0 (s, t ∈ Z≥0).

s = t = 0のときG = Aはアーベル多様体であるが、t = 0のときGは半アーベル多様
体と呼ばれる。アーベル多様体の圏をAV、半アーベル多様体の圏をSA、可換代数群
の圏をAGと書くことにすると次の階層構造が定まる：

AV ⊂ SA ⊂ AG. (1)

可換代数群の重要な例が代数曲線の理論にあらわれる。C上の完備非特異代数曲線
X と、その上の有効因子 Y = a1P1 + · · · + arPr （P1, . . . , Pr ∈ X は相異なる閉点、
a1, . . . , ar ∈ Z>0）に対し、組 (X, Y )の一般ヤコビ多様体J(X, Y ) ∈ AGが定まる [14]。
これはX上の次数 0の直線束Lと自明化σ : L|Y ∼= OY の組 (L, σ)の同型類を分類する
ものとして記述できる。（この事実は以下では用いない。）Y を J(X, Y )のモジュラス
という。Y の被約部分をYred := P1 + · · · + Prと書く。J(X, Y )が (1)の階層構造でどの
位置を占めるかということと、Y の性質が次のように対応する：

• Y = ∅のとき、J(X, ∅) = J(X)は古典的なヤコビ多様体でAVに属す。

• Y が被約（すなわちY = Yred）のとき、J(X, Y )はSAに属す。

• Y が被約でないとき、J(X, Y )はSAに属さないAGの対象となる。

∗〒 980-8578 仙台市青葉区荒巻字青葉６番３号　東北大学大学院理学研究科
e-mail: ytakao@math.tohoku.ac.jp

日本数学会・2018年度秋季総合分科会（於:岡山大学）・代数学分科会・特別講演
msjmeeting-2018sep-02i003



2. 1-モチーフと双対性
定義 1 Laumon 1-モチーフとは二項からなる複体M = [Zs ×Ĝt

a → G] (s, t ∈ Z≥0, G ∈
AG)である。t = 0かつG ∈ SAのときMをDeligne 1-モチーフという。Laumon 1-モ
チーフとDeligne 1-モチーフの圏をそれぞれM L

1 , M D
1 と書く。G ∈ AGをLaumon 1-

モチーフ [0 → G]と同一視し、AGはM L
1 の部分圏、SAはM D

1 の部分圏とみなす。

1-モチーフの大きな利点は双対性である。アーベル多様体Aにはその双対A∨が（ピ
カール多様体として）定義され、A∨もまたアーベル多様体である。この双対性を代数
群に拡張しようとすると、AGやSAという圏ではおさまらず、M L

1 やM D
1 が必要と

なる。すなわち、アーベル多様体の双対関手∨ : AV → AVは∨ : M L
1 → M L

1 に延長
される。これはM D

1 を保つ。例えばG∨
m = [Z → 0], G∨

a = [Ĝa → 0]である。
前節で述べた一般ヤコビ多様体は、次のように 1-モチーフへと拡張できる。完備非

特異代数曲線Xとその上の有効因子Y, Zで台が交わらないものに対し、Laumon 1-モ
チーフJ(X, Y, Z) ∈ M L

1 が構成されて、次の性質が成り立つ：

J(X, Y, ∅) = J(X, Y ), J(X, Y, Z)∨ ∼= J(X, Z, Y ).

最後の双対性でY = Z = ∅とすればJ(X)∨ ∼= J(X)、すなわちヤコビ多様体の自己双
対性となる。この拡張では 1-モチーフとふたつの因子を使うことが不可欠である。次
のふたつの節で、Hodge理論を用いた J(X, Y, Z)の構成を説明する。ただし、これは
幾何的に行うこともできて、基礎体は任意の標数0の体とすることもできる（5節）。

3. 混合Hodge構造とDeligne 1-モチーフ
以下、混合Hodge構造Hに対してHZで台となる有限生成アーベル群、F •HCでHodge
フィルトレーション、W•HQで重さフィルトレーションを表す。F •HCはHC := HZ⊗ZC
のC-部分空間による減少フィルトレーション、W•HQはHQ := HZ ⊗Z QのQ-部分空
間による増大フィルトレーションである。

定義 2 混合Hodge構造Hで次の条件を満たすもの全体のなす圏をMHS1とする：(i)
HZは自由Z-加群。このとき、W•HQがHZに誘導するフィルトレーションW•HQ ∩ HZ

をW•HZ と書く。(ii) W0HZ = HZ, W−3HZ = 0; F 1HC = 0, F −1HC = HC. (iii)
W−1HZ/W−2HZは（純）Hodge構造として偏極可能。

定理 3 (Deligne) 圏同値RD : M D
1

∼= MHS1が存在する。

RDの構成は [5]を参照していただくこととして、ここでは次の対応だけを述べておく。

[0 → A] 7→ H1(A(C),Z), [Z → 0] 7→ Z, [0 → Gm] 7→ Z(1).

ここでAはアーベル多様体である。また、Deligne 1-モチーフの双対関手∨ : M D
1 → M D

1
は、MHS1では簡明な双対Hom(−,Z(1))に対応する。
完備非特異代数曲線Xとその上のふたつの被約な有効因子Y, Zで台が交わらないも

のに対し、相対ホモロジーH1((X \Y )(C), Z(C);Z)には自然な混合Hodge構造が入り、
MHS1の対象を定める。これに対応するDeligne 1-モチーフがJ(X, Y, Z) ∈ M D

1 であ
る。双対性J(X, Y, Z)∨ = J(X, Z, Y ) はポアンカレ双対性により説明できる。



4. 混合Hodge構造の拡張とLaumon 1-モチーフ
定理3を拡張し、Laumon 1-モチーフの圏M L

1 にHodge理論的な記述を与えることは、
すでに多くの方々によりなされていた。最もはやいのはBarbieri-Viale[2]である。のち
に加藤-Russell[10]により別の定式化が得られている。以下では我々の（第三の）定式
化を与える。すべてM L

1 と同値なのであるが、技術的にはそれぞれに利点がある。

定義 4 レベル≤ 1のモジュラス付き混合Hodge構造H = (H, U, V, F )とは、

• MHS1の対象H（定義2）、

• ふたつの有限次元C-線形空間UとV、

• HC ⊕ U ⊕ V のC-部分空間F

からなる四つ組H = (H, U, V, F )で、ある条件を満たすものである。この条件はあと
で一般の（レベルに制限を設けない）モジュラス付き混合Hodge構造を定義する際に
述べるので、ここでは省略する（定義 9を参照）。レベル≤ 1のモジュラス付き混合
Hodge構造のなす圏をMHSM1とする。

定理 5 圏同値RL : M L
1

∼= MHSM1が存在する。

RLの構成は [8]を参照していただくこととして、ここでは次の対応だけを述べておく。

M 7→ (H, 0, 0, F 0HC), [Ĝa → 0] 7→ (0, 0,C,C), [0 → Ga] 7→ (0,C, 0, 0).

ここでM ∈ M D
1 , H = RD(M) ∈ MHS1である（定理3）。また、Laumon 1-モチーフ

の双対∨ : M L
1 → M L

1 は、MHSM1では簡明な双対Hom(−,Z(1))に対応する。
Xを完備非特異代数曲線、Y, Zをその上の被約とは限らない有効因子でY ∩Z = ∅を

満たすものとする。このとき、J(X, Y, Z)は次で定まるH = (H, U, V, F ) ∈ MHSM1

に対応するLaumon 1-モチーフである。

• H = H1((X \ Y )(C), Z(C);Z) ∈ MHS1.

• U = H0(X, OX(−Yred)/OX(−Y )), V = H0(X, OX(Z − Zred)/OX).

• F := Im(i : H0(X, Ω1
X(Z)) → H1(X, [OX(−Y ) → Ω1

X(Z)]) ∼= HC ⊕ U ⊕ V ).

最後の同型は [7, Proposition 3.7]を参照。写像 iは単射となる。Hは Y, Zの被約部分
Yred, Zredだけに依存する。Y, Zが被約ならばU = V = 0でJ(X, Y, Z) ∈ M D

1 となる。
双対性J(X, Y, Z)∨ = J(X, Z, Y ) はポアンカレ双対性とセール双対性で説明できる。

5. 1-モチーフの普遍性
この節ではkをCの部分体とする。k上の完備非特異代数曲線Xと、その上の二つの台
が交わらない有効因子 Y, Zの組 (X, Y, Z)のなす圏をMCrvk、そのうち Y, Zが被約な
もの全体のなす充満部分圏をCrvkとする。これまで1-モチーフはC上のものだけを考
えていたが、k上のDeligne/Laumon 1-モチーフの圏M D

1,k, M L
1,kも同様に定義できる。



技術的な理由により、この節ではM D
1,k, M L

1,kをQ-線形化された圏とする 1。これらは
Q-線形アーベル圏である。上で述べたJ(X, Y, Z)の構成は次の関手に拡張できる：

J : Crvk → M D
1,k, J : MCrvk → M L

1,k.

まずCrvkとM D
1,kを考えよう。VecQを有限次元Q-線形空間の圏とする。関手H1 :

Crvk → VecQと rD
k : M D

1,k → VecQを (X, Y, Z) 7→ H1((X \ Y )(C), Z(C);Q), M 7→
RD(MC)Q により定義する。（MC ∈ M D

1 = M D
1,CはM ∈ M D

1,kの底変換、RDは定理 3
の圏同値、(−)QはMHS1 → VecQ, H 7→ HQ を意味する。）rD

k はQ-線形・完全・忠実
で、次の図式の中央の三角形は可換となる：

Crvk
H1 //

J
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定理 6 (Ayoub & Barbieri-Viale, [1]) M D
1,kは次の普遍性を持つ：任意のQ-線形アー

ベル圏A、関手 j : Crvk → A , Q-線形・完全・忠実な関手 r : A → VecQでH1 = r ◦ j

を満たすものに対し、j = ϕ ◦ J, rD
k = r ◦ ϕ となるϕ : M D

1,k → A が唯一存在する。

M D
1,kは極めて具体的に構成された圏であるが、この定理によって「M D

1,kは幾何的な
圏Crvkのアーベル圏による最良の近似である」という明瞭な意味づけが与えられる。
なお、普遍的なアーベル圏というアイデアはNori [6]により導入された。
次にMCrvkとM L

1,kを考える。M L
1,kではEnd(Gm) ∼= Q, End(Ga) ∼= kとなることに

見られるように、ここにはQ-線形なものとk-線形なものが混じっている。このため、Q-
線形・忠実・完全な関手rL

k : M L
1,k → Vec(Q)が存在するのはkがQの有限次拡大の場合

に限られる。このとき、関手HdR
1 : MCrvk → VecQを (X, Y, Z) 7→ H1(X, [OX(−Y ) →

Ω1
X(Z)]) と定める。（HdR

1 はk-線形空間の構造を持つが、その構造を忘れてVecQの対
象とみる。）Y, Zが被約ならば標準同型HdR

1 (X, Y, Z) ⊗k C ∼= H1(X, Y, Z) ⊗Q Cが存在
する。また、次の図式は可換となり、定理6と同様の普遍性が考えられる：

MCrvk

HdR
1 //

J
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II

II
VecQ

M L
1,k.

rL
k

;;wwwwwwww

定理 7 (Ivorra-Y., [7]) kがQの有限次拡大のとき、M L
1,kは上記の普遍性を持つ。

6. 混合Hodge構造
この節では基礎体をCに戻し、（レベルを制限しない）混合Hodge構造MHSを考え
る。これはアーベル圏で、MHS1はその充満部分圏である。以下、nは非負整数とす

1「ねじれ部分を含む 1-モチーフ」の概念を用いると整構造込みの議論ができる。[1]ではその設定で定
理 6が証明されている。定理 7ではHdR

1 を使うためQ-線形化が必要である。



る。連結非特異固有多様体Xとその上の被約な有効因子Y, Zで台が交わらないものに
対し、HZ = Hn((X \ Z)(C), Y (C);Z) となるH = Hn(X, Y, Z) ∈ MHSが定まる 2。
双対関手∨ = Hom(−,Z) : MHS → MHS を用いて記述されるポアンカレ双対性

Hn(X, Y, Z)∨ ∼= H2d−n(X, Z, Y )(d)/Tor (d = dim X)

が成り立つ。H2d−1(X, Y, Z)(d)/TorはMHS1に属す。対応するDeligne 1-モチーフ（定
理3）をAlb(X, Y, Z) ∈ M D

1 と書く。d = 1ならばAlb(X, Y, Z) = J(X, Y, Z)である。

注意 8 Deligne[5]は（非特異とも固有とも限らない）任意の代数多様体Sに対しHn(S) ∈
MHSを構成した。ここでSの特異点集合Ssingが固有であると仮定する。Sの特異点
解消 U → S で Ssing の逆像が正規交差因子 Y ⊂ U となるものと、U の完備化X で
Z := X \ Uが正規交差因子Z ⊂ Xとなるものを取る。（Ssingが固有という仮定により
Y ∩ Z = ∅となる。）d = 1であればH1(X, Y, Z) ∼= H1(S)が成り立つ。一般次元の場
合はこのような明確な対応関係はないが、組 (X, Y, Z)はSのある種の「モデル」にな
りうると想定している。なお、以下ではY, Zとして被約とは限らない因子を考えるが、
上の構成では（特にZに対して）重複度を決める適切な方法が見当たらない。

7. モジュラス付き混合Hodge構造
定義 9 モジュラス付き混合Hodge構造H = (H, U•, V •, {F p}p∈Z)とは、

• 混合Hodge構造H ∈ MHS、

• 有限次元C-線形空間とC-線形写像から成るふたつの鎖（複体でなくてよい）

U• = (· · · → Up up

→ Up−1 up−1
→ · · · ), V • = (· · · → V p vp

→ V p−1 vp−1
→ · · · )

で、有限個のp ∈ Zを除きUp = V p = 0となるもの、

• 各p ∈ Zに対するC-部分空間F p ⊂ HC ⊕ Up ⊕ V p

の組で、すべてのp ∈ Zについて次の条件を満たすものである：

a) (idHC ⊕ up ⊕ vp)(F p) ⊂ F p−1.

b) x ∈ HCに対し、「x+u ∈ F pとなるu ∈ Upが存在する」と「x ∈ F pHC」は同値。

c) F p ↪→ HC ⊕ Up ⊕ V p ↠ V p の合成は全射。

d) Up ↪→ HC ⊕ Up ⊕ V p ↠ HC ⊕ Up ⊕ V p/F p の合成は単射。

モジュラス付き混合Hodge構造の圏MHSMを用いて前節の結果を次のように拡張し
たのが [8]の主結果である。MHSMはMHSを充満部分圏として含むアーベル圏である。
MHSM1もMHSMの充満部分圏とみなせる。（U, V を次数p = 0のみに台を持つ鎖と
みなし、F 0 = F , F p = F pHC (p ̸= 0)とする。）以下、nは非負整数とする。連結非特異
固有多様体Xとその上の被約とは限らない有効因子Y, Zで、台は交わらない正規交叉因
子であるものに対して、H = Hn(X, Y, Z) となるH n(X, Y, Z) = (H, U•, V •, {F p}) ∈

2 H1(X, Y, Z)はホモロジー、Hnはコホモロジーのため 2節とY, Zの順が異なる。



MHSM が定まる。簡単に記述できる双対関手∨ : MHSM → MHSMがあり 3 、次
のポアンカレ双対性が成り立つ：

H n(X, Y, Z)∨ ∼= H 2d−n(X, Z, Y )(d)/Tor (d = dim X).

H 2d−1(X, Y, Z)(d)/TorはMHSM1に属す。対応するLaumon 1-モチーフ（定理5）を
Alb(X, Y, Z) ∈ M L

1 と書く。d = 1ならばAlb(X, Y, Z) = J(X, Y, Z)である。

注意 10 加藤-Russell [10]は連結非特異固有多様体Xとその上の被約とは限らない有
効因子 Y に対してモジュラス付きアルバネーゼ多様体Alb(X, Y ) ∈ AGを構成した。
Yredが正規交叉のとき、これは我々のAlb(X, Y, ∅)に一致する。この意味で、我々の構
成は加藤-Russellの部分的な一般化になっている。

注意 11 Bloch-Srinivas [4]はenriched Hodge 構造の圏EHSを定義し、固有（だが
特異点は許す）多様体Sに対しHn(S) ∈ EHSを構成した。これはBarbieri-Viale [2]と
Mazzari [12] により形式Hodge構造に拡張された。これらは（微妙な違いはあるが）
おおむね我々の圏MHSMでV • = 0となるもの全体のなす部分圏と同値である。これ
らは双対性を持たないことが問題となっていたが、その理由は脚注3で説明できる。
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