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1 超平面配置とその自由性
超平面配置とは, ベクトル空間中の超平面の有限族のことである. 例え
ば座標平面をすべて集めたものが一例であるし, あるいは実平面中であれ
ば平面中に適当に直線を有限個ばらまいたものも一例である. また, 有限
鏡映群（例えばWeyl群）が与えられれば, それに属する鏡映の鏡映面全
体の集合も一例である. これについては, 対応する超平面配置と元の群,

不変式環や超平面配置を除いた補空間などの間に汲めど尽きせぬ多くの
面白い数学が現れることを多くの方はご存知であろう. 超平面配置研究の
一つの源流は間違いなくこの有限鏡映群やルート系に関連した数学の一
般化である. 本講演では, その代数的側面に特に重きを置く. 換言すれば,

任意の超平面配置に対し, その補空間の位相幾何や超平面配置自体の情報
を多く持った代数的対象を定式化し, それがいつ, ワイル群における不変
式環のような良い性質を持つかといったことについて, 論じてゆきたい.

そのために, まず超平面配置と関連する代数のための定義を行う. K
を任意の体とし, V = Kℓ, S = Sym∗(V ∗) ≃ K[x1, . . . , xℓ]をその座標環
とする. V 中の超平面配置Aとは, V 中の原点を通る超平面の有限族の
ことである. 一般には原点を通らないものも考えるが, 本講演において
は線型なもののみを扱うこととする. H ∈ Aに対して, kerαH = H と
なる線型形式 αH ∈ V ∗を一つ選び固定しておく. 超平面配置Aの定義
多項式を Q(A) :=

∏
H∈A αH とかく. ここで, K線型な次数付 S 導分加
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群DerS := ⊕ℓ
i=1S∂xi

の部分加群として, Aの代数たる対数的ベクトル場
D(A)が以下のように定義される:

定義 1.1

D(A) := {θ ∈ DerS | θ(αH) ∈ SαH (∀H ∈ A)}

を超平面配置Aの対数的ベクトル場と呼ぶ.

D(A)は階数が ℓの次数付 S 加群である. また D(A)は反射加群, す
なわち自分自身からその二重双対への自然な写像D(A) → (D(A)∗)∗ :=

HomS(HomS(D(A), S), S)が同型になっている. これはこれで十分良い性
質なのであるが, 一般に（というか genericに）D(A)は S自由加群には
ならない. よって自由加群となる場合に以下のように名前を付ける.

定義 1.2

Aが自由（配置）で指数が exp(A) = (d1, . . . , dℓ)であるとは, ある斉次な
θ1, . . . , θℓ ∈ D(A) が存在して, D(A) = ⊕ℓ

i=1Sθiとなっているときにいう.

ここで θ =
∑ℓ

i=1 fi∂xi
∈ DerSが斉次で次数 dとは, fi = 0もしくは fiが

d次の斉次式という条件が任意の iで成り立っているきにいう.

例 1.3

(1)
∏ℓ

i=1 xi = 0で定義されるKℓ中の配置をAとする. まず容易に θi :=

xi∂xi
∈ D(A)が確認できる. なんとなれば xi∂xi

(xj) = xiδij ∈ Sxj とな
るからである. 更にこれも容易に, θ1, . . . , θℓがD(A)の自由基底をなすこ
ともわかる（例えば後に出てくる定理 3.1等を用いればよい）. このとき
exp(A) = (1, . . . , 1)となることを, 上の次数の定義は示している.

(2) x1x2x3(x1 + x2 + x3) = 0で定義されるC3中の配置をBとすると,

これは自由配置ではない. より具体的に,

D̃(A) ≃ O(−1)⊕ TP2(−3)

となることがわかる. あるいはD(A)が極小自由分解

0 → S[−3] → S[−1]⊕ S[−2]⊕3 → D(A) → 0

を持つ, と書いてもよい.

もちろん加群の中でその構造が最も簡単できれいなものは自由加群で
あり, その意味で自由配置の定義は自然である. しかしいきなり対数的ベ
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クトル場を定義されて, 自由配置の定義をされても, なにがうれしいのか
よくわからないままであろうと思う. そこで自由配置におけるもっとも重
要な定理を以下に述べよう.

定理 1.4 ([13], 寺尾の分解定理)

Aが V = Cℓ中の自由配置で exp(A) = (d1, . . . , dℓ) であるとする. この
とき

Poin(V \ ∪H∈AH; t) =
ℓ∏

i=1

(1 + dit).

すなわち, 位相幾何的に意味のある指数を, 代数を用いて定義できる配
置が自由配置である, ということができる. 実は複素ベクトル空間中の超
平面配置の補空間のベッチ数は, 配置がどのように交わっているかという
情報のみから（自由配置でなくとも）計算できる. よって定理 1.4は基礎
体によらず超平面配置の代数とトポロジー, あるいは組み合わせ論を結び
つける定理である. 自由性は, 対数的ベクトル場の層化が直線束の直和に
分裂していることと同値なので, 代数幾何とトポロジー・組み合わせ論を
結び付ける結果ともいえる. この寺尾宏明氏による結果が決定打となり,

自由配置研究は超平面配置研究の中でも極めて重要なトピックの一つと
なった.

自由配置は以来, 様々な方向から研究をされてきた. 最も有用なのはや
はり分解定理を用いて様々な配置のポアンカレ多項式を決定するという
流れであり, 吉永正彦氏によるEdelman-Reiner予想の解決 ([16])などは,

その白眉といえる. 他方, どのような配置が自由配置か, という問題は一
般には極めて難しい. 実際, 以下の問題が未解決のまま今も残されている.

予想 1.5 (寺尾予想)

Aが自由配置か否かは, その組み合わせ論的情報にのみ依存してきまる.

組み合わせ論的情報とは, 以下で定義されるものである：

L(A) := {
∩
H∈B

| B ⊂ A}.

つまり超平面配置たちの元がどのように交わっているかのみの情報から
自由性が決まるか, という問題である. D(A)は反射的なのでAuslander-

Buchsbaumの定理を用いることで, 二次元の場合はすべて自由となる.

よって ℓ ≥ 3で初めて寺尾予想は意味を持つが, ℓ = 3の場合であっても
解決のめどは全く立っていないし, 正しいか反例があるかの見通しも立っ
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ていない. 本講演では, 寺尾予想に対して考えられる基本的なアプローチ
といえる, 自由性の判定法や十分条件を通して, 自由配置研究の最新の状
況を概説したい.

2 超平面配置の基礎事項
まず超平面配置講演で必ず出てくるいくつかの記号をまとめておく. 自
由配置の研究のみならず, 超平面配置の研究では組み合わせ論との関係を
抑えておくことが重要である. 前の章でも定義したが, 超平面配置の組み
合わせ論的情報といえば, 以下の交差格子のことを指す：

定義 2.1

L(A) := {
∩
H∈B

H | B ⊂ A}

をAの交差格子と呼ぶ.

L(A)はAに属する超平面たちがどのように交わっているかを知ってい
るが,　逆に言えばそれしか知らない. 幾何学的な情報は全て忘れ去られ
ている. この離散的な情報（これは実際, 超平面配置に対応する実現可能
なマトロイドと全く同じ情報しかもっていない）から, 超平面配置のどの
ような性質が決定されるかを考察することが, 超平面配置研究の要諦の一
つである. しかし実際, L(A)の情報は使いづらい. よって交差格子から
数値的な情報を取り出すことでわかりやすくすることが行われる. まず
B = ∅に対応する交差格子の元として全空間 V が対応することに注意し
よう. よってこれを起点として, 以下のようにメビウス関数が定義できる.

定義 2.2

µ : L(A) → Zを, µ(V ) = 1及び V ̸= X ∈ L(A)に対して, 余次元が低い
順に

µ(X) = −
∑

Y ∈L(A), X⊊Y⊂V

µ(Y )

と定義する. これをメビウス関数と呼ぶ. これを用いて, Aのポアンカレ
多項式 π(A; t)を

π(A; t) :=
∑

X∈L(A)

µ(X)(−t)codimX
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で, またAの特性多項式 χ(A; t)を

χ(A; t) :=
∑

X∈L(A)

µ(X)tdimX

でそれぞれ定義する.

これらがまず最も基本的な超平面配置の組み合わせ論である. なおポ
アンカレ多項式という名前の由来は想像できると思うが, M(A) := V \
∪H∈AHとおいたとき, K = Cならば

π(A; t) = Poin(M(A); t)

となるというOrlik-Solomonの結果による ([9]). 実は彼らはさらに強く,

H∗(M(A);Z)の環構造までもが L(A)にのみ依存して決まるという結果
を証明している. これが組み合わせ論のみで超平面配置のある不変量が
決定された最も大きな結果であり, これ以降どのような性質が組み合わせ
論的かを問う問題が多く登場することになり, 寺尾予想もその延長線上に
あるといえる.

注意 2.3

定理1.4は任意の基礎体の上で実は成立する. つまりAが自由で exp(A) =

(d1, . . . , dℓ)ならば,

π(A; t) =
ℓ∏

i=1

(1 + dit)

と書ける. これは代数と組み合わせ論・トポロジーをつなぐ定理である.

同時にこの定理の逆は不成立である. すなわちポアンカレ多項式が一次
式の積に分解していても, 自由でない配置は存在する.

さて, あとで用いるので, 以下の定義をしておこう：

定義 2.4

π(A; t) =
ℓ∑

i=0

bi(A)ti

とかいて, bi(A)をAの i番目のベッチ数と呼ぶ. 定義からは非自明であ
るが, bi(A)は必ず非負整数となる. また b0(A) = 1, b1(A) = |A|は定義
から直ちに従う.
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続いて超平面配置を考える際の最も基本的な操作である, 局所化と制限
について述べる.

定義 2.5

X ∈ L(A)に対して, AのXでの局所化AX を,

AX := {H ∈ A | X ⊂ H}

で, またAのXへの制限AX を,

AX := {X ∩H | H ∈ A \ AX}

でそれぞれ定める. AX は V 中の, AX はX ≃ KdimX 中の超平面配置で
ある.

代数幾何あるいは可換環論的に言えば, AXはXの周囲の状況のみに注

目するので, D(AX)は反射層 D̃(A)のXでの stalkを取る, あるいはXに
対応する素イデアルでのD(A)の局所化と対応している. 他方AXは若干
難しい. 単純には加群の制限なのでテンソルを見るべきなのであるが, そ
こにずれがあるところが難しいところであり面白いところである. つま
りXの座標環を SX とかいたとき, D(AX) ̸≃ D(A)⊗K SX となる. これ
はある意味当然で, 前者は制限の重複度を考慮していないためであり, 当
然後者の方が代数幾何的には理解しやすい. ところが代数幾何的にした
結果, いわゆる『genericな点』という問題が発生し, 寺尾予想で重要な組
合せ論との関連が薄れてしまうという問題がおきる. このどちらもを上
手に行き来することが今, 研究上重要になっている.

3 自由性判定法
もし寺尾予想にアプローチをするならば, 自由配置を判定する方法が極

めて重要となる. そのための最も基本となるのは, 対数的ベクトル場の生
みの親ともいえる齋藤恭司氏による齋藤の判定法である.

定理 3.1 (齋藤の判定法, [11])

θ1, . . . , θℓ ∈ D(A)が基底となるための必要十分条件は,

det(θi(xj)) = cQ(A) (∃c ∈ K×)

となることである.　またこれは, θ1, . . . , θℓが斉次かつS上独立で,
∑ℓ

i=1 deg θi =

|A|となることとも同値である.
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例 3.2

(1) AをK2中の配置とすると, これは常に自由なことが, 斎藤の判定法
からも直ちに分かる. 空集合配置の場合は自明なので, 座標を適当に取り
替えて {x1 = 0} ∈ Aとしてよい. すると

θE := x1∂x1 + x2∂x2 ,
Q(A)

x1

∂x2

は明らかにD(A)の元であり, 斎藤の判定法から基底となることもわかる.

特に二次元配置の指数は (1, |A| − 1)となる.

(2) K = RとしQ(Aℓ) :=
∏

1≤i<j≤ℓ+1(xi − xj)たる定義多項式を持つ
Rℓ+1中の配置Aℓを考える. これは無論Aℓ型のワイル群（つまり ℓ+1次
対称群）の鏡映に対応する鏡映面全体であり, Aℓ型のワイル配置と呼ば
れる.

θi :=
ℓ+1∑
j=1

xi
j∂xj

(i = 0, . . . , ℓ)

とおくと, θi ∈ D(Aℓ)は自明で, かつヴァンデルモンド行列式と斎藤の判
定法を合わせることでAℓは自由で指数が (0, 1, . . . , ℓ) となることがわか
る. この指数はワイル群としての対称群のそれと一致しているが, これは
すべてのコクセター配置に成立する結果であり, 斎藤恭司氏により示され
た. このように自由配置は指数の観点からのワイル群の一般化といえる.

齋藤の判定法は例 3.2のような実例への応用のみならず, 理論的な重要
性も大きい. すなわち自由性がある行列式, あるいは独立性と次数の情報
だけから決まるという事実を用いて, 様々な定理が導かれるからである.

次に吉永の判定法を述べる. これも齋藤の判定法を用いているが, 更に
代数幾何的な視点を導入しているところに大きな特徴がある. 吉永の判
定法を述べるために多重配置の概念を導入する：

定義 3.3 ([18])

関数m : A → Z>0 を A上の重複度といい, (A,m) を多重配置と呼ぶ.

また
D(A,m) := {θ ∈ DerS | θ(αH) ∈ Sα

m(H)
H (∀H ∈ A)}

を (A,m)の対数的ベクトル場と呼ぶ. 重複度がない場合と同様, これは
次数付反射的 S加群であり, 一般には自由ではない. よって自由性や指数
が同様に定義される. また ℓ = 2ならばやはり (A,m) も常に自由である.
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唐突に多重配置が出てきたが, これは実は代数幾何的には極めて自然
な対象である. それを説明するために少し言葉を用意しよう. θE :=∑ℓ

i=1 xi∂xi
をオイラー微分という. 明らかにこれは全ての Aに対して

θE ∈ D(A)である. A ̸= ∅ならば

DH(A) := {θ ∈ D(A) | θ(αH) = 0}

としたとき,

D(A) = SθE ⊕DH(A)

となることが容易にわかる. よってDH(A) ≃ D(A)/SθEなので, この加
群の構造はH ∈ Aの取り方によらない. またこの直和分解からAの自
由性はDH(A)の自由性と同値である. ここまで準備して, 以下の定義を
行う.

定義 3.4 ([18])

H ∈ Aに対してZiegler重複度mH : AH → Z≥0を, mH(X) := |{L ∈ A |
H ∩ L = X}| (X ∈ AH)で定義する. (AH ,mH)をAのH への Ziegler

制限という. また Ziegler制限射 π = πH : DH(A) → D(AH ,mH) が,

θ ∈ DH(A)をmodulo αH することで得られる.

単純な制限ではなく, 制限として現れる超平面を重複度こみで, つまり
被約ではない構造を考えましょうという代数幾何的には当たり前の概念
であるが, これは [18]によるので割と最近の概念である. Ziegler制限射を
ベクトル束関係者が見れば, この層化版はきっと

D̃H(A) → D̃H(A)|H

といういつもの制限射であろうと思われるであろうが, 実は一般にはそう
はならないところが悩ましい. つまり一般には

D̃H(A)|H ̸≃ ˜D(AH ,mH)

なのである. このギャップを埋める条件を正確に見つけたのが吉永正彦氏
の論文 [16], [17]である. 個人的にこの 2つの論文は, その登場以前と以後
とで, 自由配置研究を明確に変えた, パラダイムシフト的な論文であると
考えている. 実際これ以降多重配置それ自体の研究が急速に進んだ ( [6],

[7], [14], [15]など). そのような重要な意義を持つ, いわゆる吉永の判定法
を, 現在流に整理統合した形で以下に述べる.
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定理 3.5 (吉永の判定法, [16], [17], [8])

ℓ ≥ 3とし, H ∈ Aを取る. このときAが自由であるための必要十分条
件は, (1) (AH ,mH)が自由, かつ (2)任意のX ∈ L(AH), codimV X = 3

に対して AX が自由であることである. (2)は (3) b2(A) − |A| + 1 =

c2( ˜D(AH ,mH))と置き換えることができる.

注意 3.6

ちなみに b2(A)− |A|+ 1 = c2(D̃H(A))が常に成立しているので, 上の等
式は代数幾何的なものと見ても良い.

(2)もしくは (3)は D̃H(A)|H ≃ ˜D(AH ,mH)を成立させるための条件で
あり, これが余次元 3の情報だけでよい, あるいは第二ベッチ数とチャー
ンクラスの情報だけで良いところがポイントである. そうなってしまうと
あとはHorrocksの判定法に持ち込めるわけで,　ここに着目したのが吉永
氏の彗眼である. 吉永の判定法は, 次元の帰納法が極めて有効に機能する
ことを示した点で極めて意義深い. 特に ℓ = 3ならばその Ziegler制限は
常に自由なので条件 (1)は常に満たされる. よって (3) b2(A)− |A|+ 1 =

c2( ˜D(AH ,mH))の成立が問題であるが, 左辺は明らかに組み合わせ論か
ら決まるので, 右辺が問題である. 第二チャーン類は簡単ではないが可
換環論的な計算方法があり, 特に二次元多重配置の場合, それが自由な
ので指数の積として求まる. すなわち exp(AH ,mH) = (d1, d2)ならば

c2( ˜D(AH ,mH)) = d1d2となる. よって二次元多重配置の指数が組合せ論
的であれば, ℓ = 3の場合の寺尾予想は解決するのだが, ここで以下の例
が立ちはだかる.

例 3.7

x3y3(x− y)(x+ αy) = 0

で定義される多重配置を (Aα,m)とおく. α ̸= 1が genericに動く場合に
は exp(Aα,m) = (4, 4)となるが, 例えば α = 1の場合には exp(A1,m) =

(3, 5)となってしまい,二次元多重配置の指数は組合せ論のみからは決まら
ないことがわかる. これは代数幾何的にはP2中の階数 2のベクトル束の
splitting typeが自由もしくは接束でないかぎり必ず jumping lineを持つ
ことと関係している. α = 1は jumping lineに対応し, それ以外は generic

splitting typeを与えているわけである. どこが jumping lineかは極めて
決定しづらいため, これが前述した『genericな点』という現象による寺
尾予想の困難さに当たる.
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4 自由性に関する十分条件
この章では前の章の判定法より弱い, 十分条件を考察する. 明らかにそ
ちらのほうが弱いのであるが, しかし十分条件には良さもある. つまり,

寺尾予想自体の解決は難しいにしても,十分条件のほうが制約が強いぶん,

どこの構造が自由性の決定にきいているかがかなり明確に見えるという
点である. これは自由性の理解にも極めて重要な視点である.

さて, その十分条件の中でもっともよく使われている寺尾の加除定理を
まずあげよう.

定理 4.1 ([12], 寺尾の加除定理)

Aを空でない超平面配置とし, H ∈ Aを固定する. A′ := A\{H}とおく.

この時以下の三条件のうち, 二つが成立すれば残りの一つも成立する：
(1) Aは自由配置で exp(A) = (d1, . . . , dℓ−1, dℓ).

(2) A′は自由配置で exp(A′) = (d1, . . . , dℓ−1, dℓ − 1).

(3) AH は自由配置で exp(AH) = (d1, . . . , dℓ−1).

特にA, A′がともに自由なら（指数の包含関係とは無関係に）, 上の三
つはすべて成立.

加除定理はすなわち, 与えられた配置の自由性を, 一本少ない配置及び
一次元少ない空間中の配置の自由性を用いて判定するものであり, 本数と
次元の帰納法を走らせることができる. 1980年と超平面配置創成期に示
された定理ながら, いまだに自由配置判定におけるもっとも重要な定理で
ある. この定理は, ある配置の自由性とその周りにある配置の自由性に関
係があることを示唆している. 加除定理の適用例を見てみよう.

例 4.2

加除定理が最も効果を発揮するのは三次元配置の場合である. なんとな
れば例 3.2 (1)より二次元配置は常に自由でその指数もわかっているため
である. 例えばA′ : x1x2x3 = 0は自由で (1, 1, 1)を指数として持つこと
を例 1.3 (1)で見た. これにH : x − y = 0を付け加えてみよう. すると
A := A′ ∪ {H}であり, AH は二本の直線からなる二次元空間の配置であ
る. よって例 3.2 (1)から exp(AH) = (1, 1)なので加除定理からAも自由
で exp(A) = (1, 1, 2).

この加除定理を本質的に改良したのが, 以下の剰余定理である.
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定理 4.3 (自由性に関する剰余定理, [1])

H ∈ Aとする. もしAH が自由で, かつ π(AH ; t)が π(A; t)を割り切って
いれば, Aも自由. このポアンカレ多項式間の剰余の条件は, 等式

b2(A) = b2(AH) + |AH |(|A| − |AH |)

に置き換えることができる.

剰余定理は, 加除定理で要求していた除去配置A′の情報は実は不要で,

制限AHの情報さえあれば自由性をチェックできることを示している. ま
た剰余定理と吉永の判定法は, どちらも制限の自由性＋第二ベッチ数の言
葉を使っているという共通性に気付かれた方も多いだろう. 前者は重複度
なし, 後者は重複度ありを考えている. 後者はそのため判定法と強い主張
になっているが, 代数幾何的な難しさのため組み合わせ論からは少し離れ
てしまっているように思う. 他方, 剰余定理に出てくる言葉は全て組み合
わせ論と相性が良い. その代わり判定法とはなっていない. 実は剰余定理
は主張そのものは組み合わせ論的に書かれているが, 証明はフルに代数幾
何的である. 寺尾の加除定理と吉永の判定法のいいとこどりをしたよう
な証明になっている.

そのため剰余定理は, その主張からも明らかなように, 次元に関する帰
納法と極めて相性が良い. つまり, 二次元配置の自由性に依拠して, 以下
のような自由配置のカテゴリを考えることができる.

定義 4.4 ([1])

{Xi}ℓ−2
i=0が超平面配置Aの旗であるとは, Xi ∈ L(A), codimV Xi = i (i =

0, . . . , ℓ− 2)かつ V = X0 ⊃ X1 ⊃ · · · ⊃ Xℓ−2である時に言う. {Xi}が剰
余旗であるとは, π(AXi ; t)が π(AXi−1 ; t)を任意の i = 1, 2, . . . , ℓ− 2につ
いて割り切っている時に言う. この剰余の条件は以下の一つの等式

b2(A) =
ℓ−2∑
i=1

|AXi |(|AXi−1| − |AXi |)

の成立に置き換えることができる. 剰余旗を持つ配置を剰余的自由配置
と呼ぶ.

剰余旗の定義, 剰余定理及び二次元配置の自由性から, 以下は明らかで
ある.

系 4.5

剰余的自由配置は自由配置である. また剰余旗を持つかどうかは組合せ
論的に決まる.
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知られている多くの自由配置は剰余的自由配置であり, 現在知られてい
る自由配置のクラスの中で剰余的自由配置は最も大きなものである. し
かもその主張を読み解けば, 剰余的自由配置については数値的な組み合わ
せ情報のみが自由性を決定している. これはかなり弱い情報であるが, そ
れでも自由性を決定しうるという主張である.

注意 4.6

無論予想できると思うが,剰余的自由配置でない自由配置も存在する.（存
在しなかったら寺尾予想はとけてしまう！）　実際, どの超平面を除去し
ても, またどの超平面を加えても自由とならないような自由配置は存在す
る. いわゆる完全に孤立して存在する自由配置であるが, こういったもの
はその性格上加除定理や剰余定理では扱えない. 斎藤の判定法や吉永の
判定法を使わないと扱えない対象である.

講演ではここまでを詳しく述べた上で, さらなる自由配置の一般論の進
展 ([2]), ルート系に関連した自由性と指数・ルートの高さとの関係 ([3]),

正則冪零 Hessenberg多様体のコホモロジー環との関係 ([4]), 及び Artin

環, 完全交差環との関係 ([5]) ついて時間の許す限りより詳しく述べるこ
ととしたい.
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