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概 要

Lie群 G の離散部分群 Γ が等質空間 G/H に固有かつ自由に作用するとき,
商空間 Γ\G/H は G/H を局所的なモデルとする多様体になる. このとき
Γ\G/H をClifford–Klein形, Γ を G/H の不連続群と呼ぶ. 非Riemann等
質空間のClifford–Klein形の大域幾何学は1980年代後半の小林俊行による仕
事に端を発し, 現在まで様々な手法によって研究されてきた. この講演では,
Lie環の相対コホモロジーとClifford–Klein形のde Rhamコホモロジーを比
較することで得られる, コンパクトClifford–Klein形の存在に対する障害を
紹介する. また, その障害が Sullivan代数を通じて不変式の言葉で言い換え
られることを説明する.

1. イントロダクション
G をLie群, H を G の閉部分群とする. この節では簡単のため, G は等質空間 G/H に
効果的に作用するものと常に仮定する. G の離散部分群 Γ で G/H を左から割った空
間 Γ\G/H が多様体になるとき, Γ を不連続群, Γ\G/H をClifford–Klein形という.

このとき, Γ\G/H は G/H を局所的なモデルとする多様体, すなわち, G/H の開集合
を G の元による左移動で貼り合わせて得られる空間になっていることを注意しておく.

G/H 上の G-不変な幾何構造は Γ\G/H 上に自然に遺伝する.

例 1. G = PO(n, 1), H = O(n) のとき, G/H は n 次元双曲空間, G はその上の等長同
型群である. このとき G/H のClifford–Klein形とは, (完備な) n 次元双曲多様体のこ
とに他ならない. 同様に,

G =

{
O(p, q + 1) (q ⩾ 2),

Õ(p, 2) (q = 1),
H = O(p, q)

のとき, G/H のClifford–Klein形とは, 符号 (p, q) で断面曲率が恒等的に −1 に等しい
完備な擬Riemann多様体のことに他ならないことが知られている. 例えば q = 1 のと
きが反de Sitter多様体, p = 1 のときがde Sitter多様体である.

一般に, 商 Γ\G/H が多様体になるためには, Γ の G/H への作用が固有 (固有不連
続ともいう) かつ自由なことが必要かつ十分であることがよく知られている. また, Γ-

作用が自由ではないが固有なときには, 商空間は orbifold (V-多様体) になる. 一方 Γ-

作用が固有でない場合, たとえ作用が自由だったとしても, 商は非Hausdorffな, 幾何学
的に素性の悪い空間になる.

H が G のコンパクト部分群の場合, あるいは同値なことだが G/H が G-不変な
Riemann計量を持つ場合, 任意の G の離散部分群 Γ が G/H に固有に作用する. 従っ
てこの場合, Clifford–Klein形を研究することとG の離散部分群を研究することは, あ
る意味ではほぼ同値である (もちろん正確に言えば, Γ の作用がいつ自由になるかは問
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題であるが, 多くの場合, Γ を指数有限の部分群と取り替えることでこの問題は簡単に
回避できる). 一方 H が非コンパクトな部分群の場合には, Γ の G/H への作用は固有
であるとは限らず, Clifford–Klein形の研究はより難しくなる. 1980年代後半の小林俊
行による研究 ([9]) 以降, H が非コンパクトな状況でのClifford–Klein形の大域幾何学
が本格的に研究され始めた. 特に以下の問題は小林の研究以来, 非Riemann等質空間の
Clifford–Klein形の研究において中心的な問いの一つである:

問題 2. コンパクトなClifford–Klein形を持つような等質空間を全て決定せよ.

なお, コンパクトなClifford–Klein形はしばしば単にコンパクト商と呼ばれる.

例 1より, 次は問題 2 の特別な場合である:

問題 3. コンパクトで断面曲率が恒等的に −1 に等しい符号 (p, q) の完備な擬Riemann

多様体が存在するような (p, q) ∈ N2 を全て決定せよ.

問題 2に対するアプローチとして, Benoist–小林の固有性判定法 ([1], [12]) に基づく
Lie群論的手法や, コサイクル超剛性定理を利用する手法, 行列要素の漸近挙動の解析
に基づく手法, Lie環のコホモロジーとClifford–Klein形のde Rhamコホモロジーを比
較するコホモロジー的手法などがある (詳しくは [13], [14], [15], [17], [19] などの概説を
参照されたい). しかし, 問題 2はもちろん問題 3も未だ完全な解答は得られていない.

例えば (p, q) が (4, 2) や (6, 2) のとき, 問題 3 は未解決である.

本講演では, コホモロジー的手法によるコンパクト商の存在問題の研究について紹介
する. この手法による研究は, 小林–小野 [16]に端を発する. その後, 彼らのアイディア
をさらに発展させることで, コンパクト商の存在に対する障害が幾つか発見されている
(Benoist–Labourie [2], M. [20], [22], [23], Tholozan [30]).

2. Lie環の相対コホモロジーとde Rhamコホモロジー
記述を簡単にするため, 以降では常に G,H は線型な連結Lie群であると仮定する.

定義 4. 外積代数 Λg∗ 上の微分 d を

(dα)(X1, . . . , Xp+1) =
∑

1⩽i<j⩽p+1

α([Xi, Xj], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xp+1)

(α ∈ Λpg∗, X1, . . . , Xp+1 ∈ g)

で定義すると, 部分代数 (Λ(g/h)∗)h は d について閉じている. ((Λ(g/h)∗)h, d) のコホ
モロジーをH•(g, h;R) と書き, (g, h) の相対コホモロジーと呼ぶ.1

G/H 上の微分形式全体のなす空間を Ω•(G/H), その G-不変部分を Ω•(G/H)G と書
くことにすると,

Ω(G/H)G
∼−→ (Λ(g/h)∗)h, α 7→ αeH

という同型が成り立ち, この同型のもとで微分形式の外微分は上述の d に対応する. し
たがってLie環の相対コホモロジーとは, G/H 上の G-不変な微分形式から定まるコホ
モロジーのことに他ならない.

等質空間 G/H のClifford–Klein形 Γ\G/H が与えられたとき,

η : (Λ(g/h)∗)h ≃ Ω(G/H)G ↪→ Ω(G/H)Γ ≃ Ω(Γ\G/H)

1本講演では, 自明表現 R を係数とするコホモロジーしか扱わない.



という包含写像が自然に定まる. η はコホモロジーの間の準同型

η : H•(g, h;R)→ H•(Γ\G/H;R)

を誘導する.

補題 5 (Bott–Haefliger [4], 小林–小野 [16]). Clifford–Klein形 Γ\G/H がコンパクトな
らば,

η : HN(g, h;R)→ HN(Γ\G/H) N = dim(G/H)

は単射.

証明. HN(g, h;R)の0でない元 [α]を任意に取る. 同型 (Λ(g/h)∗)h ≃ Ω(G/H)G によっ
てα は G/H 上の G-不変な体積形式に対応する. したがって η の定め方より η(α) は
Γ\G/H 上の体積形式. コンパクト多様体上の体積形式のコホモロジー類は0になり得
ないので, [η(α)] ̸= 0.

補題 5は初等的で易しい結果だが, コンパクトClifford–Klein形のコホモロジー的な
手法による研究は, 筆者の知る限り全てこの補題に深く依存している.2

3. コンパクト商の存在に対するコホモロジー的障害
定理 6 (M. [20], [22]). H の極大コンパクト部分群を KH , そのLie環を kH とする. 射
影 π : G/KH → G/H が誘導する準同型

π∗ : HN(g, h;R)→ HN(g, kH ;R) (N = dim(G/H))

が単射でないならば, 等質空間 G/H はコンパクトなClifford–Klein形を持たない.

証明. G/H がコンパクトなClifford–Klein形 Γ\G/H を持ったとする. 次の可換図式
を考える:

HN(g, h;R) π∗
−−−→ HN(g, kH ;R)

η

y η

y
HN(Γ\G/H;R) π∗

−−−→ HN(Γ\G/KH ;R).
補題 5よりη : HN(g, h;R)→ HN(Γ\G/H;R) は単射である. また射影π : Γ\G/KH →
Γ\G/H は可縮な空間 H/KH をファイバーとするファイバー束であるから, de Rham

コホモロジーに誘導される準同型 π∗ : HN(Γ\G/H;R) → HN(Γ\G/KH ;R) は同型で
ある. よって図式の可換性よりπ∗ : HN(g, h;R)→ HN(g, kH ;R) は単射になる.

補足 7. (1) 定理 6は小林–小野 [16] およびBenoist–Labourie [2] による結果の拡張に
なっている. 大雑把に言えば, 小林–小野の結果はG/H の接束のEuler類が G-不変な
体積形式になっている場合, Benoist–Labourieの結果はG/H の体積形式が G-不変な
シンプレクティック形式から来る場合に相当する.

(2) 適切に議論を修正することで, 定理 6の仮定のもと, より一般に G/H を局所的
なモデルとするコンパクトな多様体が存在しないことも証明できる. ただし, これが意

2R-係数でなく, Z-係数や Z2-係数のコホモロジーに対して本講演の結果を拡張することは (少なくと
も今のところ) 不可能であるが, その主な理由は, 補題 5の証明が本質的に de Rhamコホモロジーを
利用しており, 特異コホモロジーなどの場合に同じ議論をすることができないことである.



味のある一般化になっているかは不明である. 例えば G/H が簡約型等質空間のとき,

G/H を局所的なモデルとするコンパクト多様体は常にClifford–Klein形であろうと予
想されている.

その後, 定理 6は以下のように一般化できることがわかった:

定理 8 (M. [23]). HN(g, h;R) ̸= 0 (N = dim(G/H)) を仮定する. KH を H の極大コ
ンパクト部分群, TH を KH の極大トーラスとし, tH を TH のLie環とする.⊕

C, p

im(π∗ : Hp(g, c;R)→ Hp(g, tH ;R))

で生成される H•(g, tH ;R) のイデアルを I• =
⊕

n∈N I
n とする (ただし, 直和は TH を

含む G の連結コンパクト部分群 C とp > N + dimKH − dimC を走るものとする).

im(π∗ : HN(g, h;R)→ HN(g, tH ;R)) ⊂ IN

ならば, G/H はコンパクトなClifford–Klein形を持たない.

証明の概略. コンパクトなClifford–Klein形 Γ\G/H が存在したとする. Γ は torsion-

freeであると仮定して一般性を失わない (Selbergの補題 [28]). このとき任意のコンパ
クト部分群 C に対して Γ\G/C はClifford–Klein形である. 不連続群のコホモロジー
次元の上界評価 ([9, §5], [23, Lem. 2.2]) より

Hp(Γ\G/C;R) = 0 (p > N + dimKH − dimC)

が分かる. したがって可換図式

Hp(g, c;R) π∗
//

η

��

Hp(g, tH ;R)
η

��
Hp(Γ\G/C;R) π∗

// Hp(Γ\G/TH ;R)

より,

I• ⊂ ker(η : H•(g, tH ;R)→ H•(Γ\G/TH ;R)) (∗)

である. 一方, 可換図式

HN(g, h;R) π∗
//

η

��

HN(g, tH ;R)
η

��
HN(Γ\G/H;R) π∗

// HN(Γ\G/KH ;R) π∗
// HN(Γ\G/TH ;R)

を考えると, 定理 6 で見たとおり

π∗ ◦ η : HN(g, h;R)→ HN(Γ\G/H)→ HN(Γ\G/KH)

は単射. さらに分裂原理 ([8, Th. 6.8.3]) より

π∗ : HN(Γ\G/KH ;R)→ HN(Γ\G/TH ;R)



も単射. よって

η ◦ π∗ : HN(g, h;R)→ HN(g, tH ;R)→ HN(Γ\G/TH ;R)

は単射でなくてはならないと分かる. これは im(π∗ : HN(g, h;R)→ HN(g, tH ;R)) ⊂ IN

と (∗) に反する.

補足 9. (1) 定理 8は定理 6の一般化になっている. 実際もし定理 6の仮定が満たされ
るならば, im(π∗

H,TH
: HN(g, h;R)→ HN(g, tH ;R)) = {0} であり, これは当然 IN に含

まれる.

(2) 定理 8を G/H を局所的なモデルとするコンパクト多様体の場合に一般化できる
か否かは, 今のところ分かっていない.

筆者が定理 8を得たのと同時期に, N. Tholozanは以下の定理を証明した.

定理 10 (Tholozan [30]).

G/H
π←−−− G/KH

ϖ−−−→ G/K

(ただし K, KH はそれぞれ G, H の極大コンパクト部分群で, KH ⊂ K を満たす) と
いう2つの射影を考える. 写像

ϖ! ◦ π∗ : HN(g, h;R)→ HN(g, kH ;R)→ HN−n(g, k;R)
(N = dim(G/H), n = dim(K/KH))

が単射でないならば, 等質空間 G/H はコンパクトなClifford–Klein形を持たない. た
だし ϖ! はファイバー方向の積分がLie環のコホモロジーに誘導する写像のこととする.

この定理の証明にも, Lie環の相対コホモロジーとde Rhamコホモロジーを比較する
写像 η を用いる.

補足 11. (1)定理 10も定理 6の一般化になっている. 実際, π∗ が単射でないとき ϖ!◦π∗

は単射になり得ない.

(2) 定理 10を G/H を局所的なモデルとするコンパクト多様体の場合に一般化でき
るか否かは, 今のところ分かっていない.

定理 8と定理 10は見かけ上少し異なっているが, 様々な具体例で調べてみると, 2つ
の定理はちょうど同じ種類の G/H に対して適用できるようである. 2つの障害が (何
らかの意味で) 同値なのか否かは, 今のところ不明である.

4. 不変式による言い換え
等質空間 G/H が具体的に与えられたときに, 前節で述べた定理 6, 8, 10 の仮定が成り
立つか否かを直接計算で確かめることは (不可能ではないものの) 相当面倒である. こ
の節では, 簡約型等質空間の場合に, Cartan–Chevalley–Koszul–Weilの理論 ([6]; 詳細
は [7], [26] を見よ) を用いることで, 仮定が成り立つか否かのチェックが, 不変式の計
算に帰着できることを説明する.

等質空間 G/H が簡約型であるとは, G が GL(n,R) の閉部分群で,

g ∈ G ⇐⇒ tg ∈ G, h ∈ H ⇐⇒ th ∈ H



が成り立つこととする. このときCartan対合 θ : G → G を θ(g) = tg−1 で定義する.

θ(H) = H に注意する. 等質空間 G/H が簡約型のとき, 特に g, h は簡約Lie環である.

この節では常に等質空間 G/H が簡約型であることを仮定する.

Cartan–Chevalley–Koszul–Weilは, g, h の不変式を用いて H•(g, h;R) を簡単に計算
する方法を与えた. 彼らの結果を説明するため, まずは幾つかの言葉を準備しよう.

(Λg∗)g の原始的部分空間 Pg∗ =
⊕

k⩾1 P
2k−1
g∗ を

Pg∗ = {α ∈ (Λg∗)g : ∀x, y ∈ (Λ+g)g, ⟨α, x ∧ y⟩ = 0}

で定め, その元を原始的元と呼ぶ. このとき包含 Pg∗ ↪→ (Λg∗)g はΛPg∗ ≃ (Λg∗)g を誘
導する.

Lie環 g に対し, Cartan写像と呼ばれる自然な写像

ρg : (S
kg∗)g → (Λ2k−1g)g (k ⩾ 1)

が定まる (定義は [7, Ch. VI, §2] を参照). g が簡約なとき, ρg は同型

ρg : (S
+g∗)g/((S+g∗)g · (S+g∗)g)

∼−→ Pg∗

を誘導することが知られている ([7, Ch. VI, §4]).
次数付き代数 (Λg∗)g ⊗ (Sh∗)h 上の微分 δ を

δ(α⊗ 1) = 1⊗ τg(α)|h, δ(1⊗Q) = 0 (α ∈ Pg∗ , Q ∈ (Sh∗)h)

で定める. ただし, (Λg∗)g ⊗ (Sh∗)h には

deg(α⊗Q) = degα + 2degQ (α ∈ (Λg∗)g, Q ∈ (Sh∗)h)

で次数が入っているものとし, τg : P
2k−1
g∗ → (Skg∗)g (k ⩾ 1) は ρg ◦ τg = 1 を満たす任

意の線型写像とする (そのような τg を転入という). Cartan–Chevalley–Koszul–Weilは,

次数付き微分代数 ((Λg∗)g ⊗ (Sh∗)h,−δ) のコホモロジーが H•(g, h;R) と自然に同型
であることを証明した. ((Λg∗)g ⊗ (Sh∗)h,−δ) は元の次数付き微分代数 ((Λ(g/h)∗)h, d)

よりも理論的に扱いやすく, 具体的な計算も容易である.

補足 12. その後に発展した Sullivanの有理ホモトピー論 ([29]) の立場からすると,

Cartan–Chevalley–Koszul–Weilの結果は「次数付き微分代数 ((Λ(g/h)∗)h, d)のSullivan

モデルを具体的に構成した」と見ることができる.

次数付き微分代数 ((Λg∗)g ⊗ (Sh∗)h,−δ) の計算により, 定理 6の条件を不変式の言
葉で書き直すことができた:

定理 13 (M. [24]). G/H が簡約型等質空間のとき, π∗ : HN(g, h;R) → HN(g, kH ;R)
(N = dim(G/H)) が単射であるためには, rest : (Λg∗)g → (Λh∗)h の誘導する線型写像

rest : (Pg∗)
−θ → (Ph∗)

−θ

が全射であることが必要かつ十分である. ただし G のCartan対合 θ が誘導するPg∗ の
対合を同じ記号 θ で書き, θ の (−1)-固有空間を (Pg∗)

−θ とした.



補足 14. Cartan写像の誘導する同型

ρg : (S
+g∗)g/((S+g∗)g · (S+g∗)g)

∼−→ Pg∗

より, rest : (Pg∗)
−θ → (Ph∗)

−θ の全射性は

rest : ((S+g∗)g/((S+g∗)g · (S+g∗)g))−θ → ((S+h∗)h/((S+h∗)h · (S+h∗)h))−θ

の全射性と同値である.

(Pg∗)
−θ の構造はよく解明されており, 定理 13の制限写像が全射か否かを確かめるこ

とは大抵の場合非常に易しい. 例えば, 次が分かっている:

事実 15. (1) 線型簡約Lie群 G に対し, dim(Pg∗)
−θ = rankG− rankK が成り立つ. こ

こで rankG とは G のCartan部分群の次元のことをいう (例えば rank SU(p, q) =

p+ q − 1).

(2) G が単純Lie群のとき, (Pg∗)
−θ の基底の次数 (重複度込み) は次の通りである:

g 次数

sl(n,R) 5, 9, 13, . . . , 4
⌊
n+1
2

⌋
− 3

sl(n,H) 5, 9, 13, . . . , 4n− 3

so(p, q) (p, q: 奇数) p+ q − 1

e6(6) 9, 17

e6(−26) 9, 17

sl(n,C) 3, 5, 7, . . . , 2n− 1

so(2n+ 1,C) 3, 7, 11, . . . , 4n− 1

sp(n,C) 3, 7, 11, . . . , 4n− 1

so(2n,C) 3, 7, 11, . . . , 4n− 5, 2n− 1

e6,C 3, 9, 11, 15, 17, 23

e7,C 3, 11, 15, 19, 23, 27, 35

e8,C 3, 15, 23, 27, 35, 39, 47, 59

f4,C 3, 11, 15, 23

g2,C 3, 11

それ以外 —

表 1: (Pg∗)
−θ の基底の次数

Cartan–Chevalley–Koszul–Weilの結果を用いれば, 定理 8の仮定を満たす簡約型等
質空間の例を探すことも比較的容易である. 例えば次が分かる:

命題 16 (M. [23]). 以下のような G の連結コンパクト部分群 C と次数付き代数の準同
型ϕ : (Sh∗C)

hC → (Sc∗C)
cC が存在するならば, 簡約型等質空間 G/H は定理 8の仮定を

満たし, 従ってコンパクトなClifford–Klein形を持たない.

(i) dimC > dimKH .

(ii) C ⊃ TH .



(iii) 次の図式は可換:

(Sg∗C)
gC rest //

rest %%KK
KKK

KKK
KK

(Sh∗C)
hC rest //

ϕ

� �

S(tH)
∗
C

(Sc∗C)
cC

rest

99ssssssssss

.

[23]では, 大島–関口による半単純対称空間の ε-familyの理論 ([27]) と命題 16を組み
合わせて, コンパクトなClifford–Klein形を持たないG/H の例を系統的に構成した. し
かし今のところ, 定理 8の仮定を不変式の言葉で完全に言い換えることはできていない.

Tholozan [30, Ver. 2, §4] によれば, G/H が簡約型等質空間のときには, 定理 10の条
件を不変式の言葉で言い換えられるようである. 証明の詳細は, 続編の論文で与える予
定とのことである.

5. 例
定理 6と定理 13の系として, 以下の小林による予想 [10, 予想 6.4]を肯定的に解決で
きた:

系 17 (M. [24]). 簡約型等質空間 G/H がコンパクトなClifford–Klein形を持つのは,

rankG− rankK ⩾ rankH − rankKH が成り立つときに限る.

証明. 定理 6と定理 13より, G/H がコンパクトな Clifford–Klein形を持つためには
rest : (Pg∗)

−θ → (Ph∗)
−θ が全射でなければならない. そのためには特に dim(Pg∗)

−θ ⩾
dim(Ph∗)

−θ でなくてはならない. 事実 15 (1)より, これは rankG− rankK ⩾ rankH−
rankKH ということである.

なおTholozan [30, Ver. 2] も同時期に, 定理 10の不変式による言い換えを用いて, 小
林の予想を証明している.

さらに, 定理 6が適用できる半単純対称空間の分類を得た:

定理 18 (M. [21]でアナウンス, 本論文は準備中). 半単純対称空間 G/H に対し, 準同型
π∗ が単射であるためには, 対応する半単純対称対 (g, h) が以下の既約対称対 (i)–(viii)

の直和として書けることが必要かつ十分である:

(i) (l, l) (l: 単純Lie環).

(ii) (l⊕ l,∆l) (l: 単純Lie環).

(iii) (lC, l) (lC: 複素単純Lie環, l: lCの実形).

(iv) rank h′ = rank kH′ を満たす既約対称対 (g′, h′).

(v) (sl(2n+ 1,C), so(2n+ 1,C)) (n ⩾ 1).

(vi) (sl(2n,C), sp(n,C)) (n ⩾ 2).

(vii) (so(2n,C), so(2n− 1,C)) (n ⩾ 4).

(viii) (e6,C, f4,C).



よって特に,半単純対称空間 G/H がコンパクトClifford–Klein形を持つためには, (g, h)

が (i)–(viii) の直和として書けなければならない.

補足 19. 定理 18の証明には, 定理 13 と Bergerによる半単純対称対の分類 [3]を用
いる. 今のところ, なぜ「例外」である (v)–(viii) が全て複素対称対であるかは不明で
ある.

また, 定理 8と命題 16の応用として, 以下のような例を得た (これらの例は定理 10

を用いても得られる):

例 20 (M. [23], Tholozan [30]). p, q ⩾ 1 で p が奇数のとき, SO0(p, q+1)/ SO0(p, q) は
コンパクトなClifford–Klein形を持たない (換言すれば, 完備で断面曲率が恒等的に −1
に等しい符号 (p, q) の擬Riemann多様体は全て非コンパクトである).

補足 21. p, q がともに奇数のとき, および (p, q) = (2n + 1, 2n) のときには, 例 20

は既知である (Kulkarni [18], Benoist [1]). また, q ⩾ p ⩾ 1 のときにもコンパク
トな Clifford–Klein形が存在しないことが知られているが (Calabi–Markus [5], Wolf

[31], 小林 [9]), 今のところこの結果はコホモロジー的な手法では証明できない. な
お, (p, q) = (2n, 1), (4n, 3), (8, 7) のときにはコンパクトなClifford–Klein形が存在する
(Kulkarni [18], 小林 [13]).

例 22 (M. [23], Tholozan [30]). p, q ⩾ 1 のとき, SL(p + q,R)/ SO0(p, q), SL(p +

q,C)/ SU(p, q), SL(p + q,H)/ Sp(p, q) はいずれもコンパクトな Clifford–Klein形を持
たない.

補足 23. p = q または p = q + 1 のとき, 例 22は既知である (小林 [11], Benoist [1]).
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