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1 導入

1.1 特異空間上のRicci曲率の下限

Cheeger-Coldingは一連の仕事 [CC97, CC00]においてRicci曲率が下に有界なRiemann多
様体の列のGromov-Hausdorff極限空間 (Ricci極限空間と呼ぶ)の研究を大きく推し進めた．
その研究の応用は広く，それまでのいくつかの未解決問題の解決を導いた．特に最近ではそ
れらがKähler幾何へ応用され，大きく注目を集めている [CDS15, T15]．
一方でCheeger-ColdingはRicci極限空間を “synthetic”に扱うことはできるか，という

問いを与え，その難しさについて言及している．極限空間は測度mを持った距離空間 (X, d)，
すなわち今日では測度距離空間 (X, d,m)と呼ばれるものの典型例になっている．
この問いにまず答えを与えたのが Lott-Villaniと Sturmである [LV09, St06]．彼らの重

要な貢献はRicci曲率と最適輸送理論に密接な関係があることを見抜き，そこから測度距離
空間に対してRicci曲率の下限 (より正確には，および次元の上限)の定義を与えた．
しかしそれだけではCheeger-Coldingの理論をカバーするほどにはなっていないことも

わかり，例えばFinsler多様体のような接空間が非線形性を持つような対象を外す必要があっ
た．すなわち Lott-Sturm-Villaniの設定に加えられるべき適切な仮定を探す必要があった．
その後Gigli-桑田-太田の仕事 [GKO13]をきっかけに，その仮定を見つけたのがAmbrosio-

Gigli-Savaré [AGS14]およびGigli [G13]であり，それらを満たす測度距離空間をRCD空間
とよぶ．このRCD空間の研究は多くの分野，特にイタリアの伝統的な解析学派の手法，お
よび確率論とも深い関わりを見せ，近年爆発的なスピードで進展しており，大きな注目を集
めている．実際，高木レクチャーでも二度ほどこの話題が取り上げられており [B09, V16]，
今年度の国際数学者会議での基調講演の 1つにこの話題が選ばれている [A18]．

Cheeger-Coldingの後に，Naberの出現により極限空間の幾何の研究が進んだ (例えば
[CN12])．しかし今現在において，それらもほぼ全て（もっというと，さらに改良された形
で）RCD空間にまで拡張されている．「断面曲率が下に有界である」ことの syntheticな概
念は Alexandrov空間であるが，多くの人が探していたその Ricci曲率版はこの RCD空間
であると断定できる時期となった．
本稿の目的は 2つある．その 1つはこのRCD空間について今わかっているベストの情報を

提供することである．次章でRCD空間の定義を，最適輸送理論の立場からではなく，それと
同値なBakry-Émery理論からの立場から与える (同値性の証明については [AMS15, EKS15]
を見よ)．これは定義のための準備が最小であることが理由の 1つである．
私はこれまでRicci極限空間を，測度付きGromov-Hausdorff収束において関数解析的な手

法を持ち込むことで研究を行ってきた [H11, H14, H15, H17, H18a]．そして現在，この手法は
RCD空間の研究においても基本的な道具となってきた (例えば [AH17a, AH17b, AHPT18])．
その手法を用いて得られる (Ricci極限空間に対してでさえ新しい)結果についての解説，これ
が本稿の 2つ目の目的である．どの主張にも証明について書かれておらず，また，Riemann
多様体への応用については割愛したので，それらに興味を持たれた方は原論文を，そして導
入としては，日本語で書かれた当該分野に関する最近の本 [KKOST17]も参考にして欲しい．

∗shonda@m.tohoku.ac.jp

日本数学会・2018年度秋季総合分科会（於:岡山大学）・幾何学分科会・2018年度日本数学会幾何学賞受賞特別講演
msjmeeting-2018sep-03i002



1.2 RCD空間

定義 1.1 (測度距離空間). 三つ組 (X, d,m)が測度距離空間であるとは， (X, d)が可分な完
備距離空間であり，mがX 上の Borel測度で，そのサポートがX に一致するときをいう．

以下，測度距離空間 (X, d,m)を一つ固定して話を進める．ここで，(X, d,m)がRCD(K, N)
空間であるとは，粗く言って

“Ric(X,d,m) ≥ K, dim(X,d,m) ≤ N ′′

が成り立つことを指す．正確な主張を述べるためにいくつか準備をする．

定義 1.2 (Sobolev空間). Ch : L2(X, m) → [0, ∞]を次で定義する：

Ch(f) := inf
{

lim inf
n→∞

1
2

∫
X

Lip2(fn) dm; fn ∈ Lipb(X, d) ∩ L2(X,m), ∥fn − f∥L2 → 0
}

,

(1.1)
ここに Lipb(X, d)でX 上定義された有界な Lipschitz関数全体を，Lip(f)で f の局所 Lip-
schitz定数を表す（すなわち Lip(f)(x) := lim supy→x |f(y) − f(x)|/d(y, x)）．そこで，線
形空間

H1,2(X, d,m) :=
{

f ∈ L2(X,m); Ch(f) < ∞
}

を Sobolev空間といい，ノルム ∥f∥2
H1,2 := ∥f∥2

L2 + 2Ch(f)に関して Banach空間になる．

H1,2(X, d,m)は一般にHilbert空間でないことを注意しておく．例えば (R2, |x|+ |y|, L2)
は測度距離空間だが，このH1,2はHilbert空間でない．

Sobolev関数 f ∈ H1,2(X, d,m)の基本的な性質の一つとして，(1.1)の右辺の infを達成
する元 |∇f | ∈ L2(X,m)が存在し，それは (m − a.e.の意味で)一意であることが知られて
いる．また，(X, d,m)で二倍条件および Poincaréの不等式が成り立てば，任意の Lipschitz
かつH1,2に入っている関数 f に対して，|∇f |は f の局所 Lipschitz定数とm − a.e.で等し
くなることが知られている [C99]．なお，この仮定は，我々の対象である RCD(K, N)空間
（ただしN < ∞)に対しては満たされることは注意しておきたい．

そこで次の定義を与える．これが先に述べた Finsler多様体等を除外する仮定である．

定義 1.3 (無限小Hilbert的). H1,2(X, d,m)がHilbert空間となるとき，(X, d,m)を無限小
Hilbert的と呼ぶ．

以下では (X, d,m)は無限小Hilbert的とする．

定義 1.4 (Γ作用素). 任意の f, h ∈ H1,2(X, d,m)に対して

Γ(f, h) := lim
ϵ→0

|∇(f + ϵh)|2 − |∇f |2

2ϵ
(1.2)

と置く．これはm − a.e.で意味を持ち，L1(X,m)に属する．

この概念は (X, d,m)のRiemann計量にあたる概念である (Riemann幾何学の習慣から，
しばしば Γ(f, h) = ⟨∇f, ∇h⟩と書くこともある)．例えば，完備 Riemann多様体 (Mn, g)
と，f ∈ C∞(Mn)に対して，(Mn, dg, e−f dvol)を考えると (dg は gから誘導される自然な
距離)，これは測度距離空間で，無限小 Hilbert的であり，Γ(f, h) = g(∇f, ∇g)が m − a.e.
で成り立つ．すなわちこの場合 Γは測度によらない概念である．ちなみにこのような三つ組
(Mn, dg, e−f dvol)を滑らかな測度距離空間と呼ぶ．

定義 1.5 (Laplacian). ∆ : D(∆)(⊂ H1,2(X, d,m)) → L2(X,m)を次で定義する：

f ∈ D(∆) ⇐⇒ ∃h := ∆f ∈ L2(X,m) s.t.
∫

X
hgdm = −

∫
X

Γ(f, g)dm ∀g ∈ H1,2(X, d,m).



ここで次の考察をする：n次元完備Riemann多様体 (Mn, g)に対して Bochner公式
1
2

∆|∇f |2 = |Hessf |2 + g(∇∆f, ∇f) + RicM (∇f, ∇f) ∀f ∈ C∞(Mn) (1.3)

を思い出そう．ここに等号は各点の意味である．これから次がわかる：（通常の意味で）
Ricg

Mn ≥ K かつ n = dim Mn ≤ N が成り立つための必要十分条件は

1
2

∆|∇f |2 ≥ (∆f)2

N
+ g(∇∆f, ∇f) + K|∇f |2 ∀f ∈ C∞(Mn) (1.4)

が成り立つことである (右辺の第 1項は，一般に n次対称行列Aに対して，|A|2 ≥ (trA)2

n が
成り立つことと tr(Hessf ) = ∆f であることからくる)．これは

1
2

∫
Mn

∆φ|∇f |2dvol ≥
∫

Mn
φ

(
(∆f)2

N
+ g(∇∆f, ∇f) + K|∇f |2

)
dvol ∀f, ∀φ (1.5)

という積分形とも同値である．ここに f ∈ C∞(Mn), φ ∈ C∞
c (Mn)(φ ≥ 0)である．

ここでRCD(K, N)空間の定義を述べることができる：
定義 1.6 (RCD(K, N)空間). K ∈ R, N ∈ [1, ∞]とする．

1. (X, d,m)がBE(K, N)空間であるとは，∆f ∈ H1,2(X, d,m)を満たす任意のf ∈ D(∆)，
m-a.e.で φ ≥ 0かつ∆φ ∈ L∞(X,m)を満たす任意の φ ∈ D(∆)に対して

1
2

∫
X

∆φ|∇f |2dm ≥
∫

X
φ

(
(∆f)2

N
+ Γ(∆f, f) + K|∇f |2

)
dm (1.6)

が成り立つときをいう．

2. (X, d,m)がRCD(K, N)空間であるとは BE(K, N)空間であって，さらに以下の 2条
件を満たすときをいう：

(a) (体積増大度のコントロール) ある x ∈ X と，ある C1 > 0, C2 > 0が存在して，

m(Br(x)) ≤ C1eC2r2 (1.7)

が任意の r > 0で成り立つ．
(b) (Γ(f) ≤ L ⇔ f : L−Lipschitz関数) f ∈ H1,2(X, d,m) ∩ L∞(X,m)が Γ(f) ≤ 1

m−a.e.を満たせば，X上の有界な 1-Lipshictz関数 f̂が存在して f = f̂がm−a.e.
で成り立つ．

BE(K, N)と RCD(K, N)は異なる概念である．例えば，(次元が異なってもよい，2次
元以上の)二つの閉Riemann多様体を持ってきてそれを一点でくっつけると，それは適当な
K, N で，BE(K, N)空間となるが，どんな K̂, N̂ に対してもRCD(K̂, N̂)空間とはならない
[H18b] (実際，その例では (b)が成り立たない)．なお，以上の定義は，より正確にはRCD∗

と書くべきものであるが，最近 “RCD∗ = RCD”が Cavalletti-Milmanによって [CM16]で
証明されたので，記号の簡略化のためにRCDの記号で統一する．
例をあげてこの章を終えよう．

例 1.7 (非Ahlfors正則空間). ([0, π], dR, sinN−1 tdt) はRCD(N − 1, N)空間になる．
例 1.8 (滑らかな測度距離空間). N ∈ [1, ∞]と f ∈ C∞(Mn)に対して滑らかな測度距離空
間 (Mn, dg, e−f dvol)がRCD(K, N)空間であるための必要十分条件は n ≤ N かつ

Ricg
Mn + Hessg

f − df ⊗ df

N − n
≥ Kg (1.8)

が通常の意味で成り立つことである．特にGaussian空間 (Rn, dRn , e− K
2 |x|2dLn)はRCD(K, ∞)

空間である．



2 安定性

ここでは [AH17a]で得られたいくつかの安定性について紹介する．ここで説明されない話
題としては Hessian，Ricci曲率の安定性等があるが，それらに興味を持たれた方は原論文
を見て欲しい．

2.1 測度付きGromov-Hausdorff(mGH)収束

ここで扱う安定性を定式化するには，「空間の収束」の概念が必要で，深谷によって [F87]で導
入された次の「測度付きGromov-Hausdorff(mGH)収束」がその役割を担う．一方で，最近
では，Gigli-Mondino-Savaréによって [GMS15]で導入された「（点付き）測度付きGromov
収束」というmGH収束の一般化の概念も主流になりつつある (その理由はRCD(K, ∞)空
間の収束を考えるにはそちらの方がより自然なためである)．実際，[AH17a]で得られた結
果のほとんどはその設定でなされているが，時折，欲しい結論を得るためには追加の仮定が
必要になる (RCD(K, N)空間 (N < ∞)に対してはそれらの仮定は満たされる)．以下では
話を簡単にするために，常にN は有限，考える収束はmGH収束のみ考えよう．

定義 2.1 (mGH収束). 測度距離空間の列 (Xi, di,mi)が測度距離空間 (X, d,m)にmGH収
束するとは，ある点列 xi ∈ Xi，ある x ∈ X，ある正の実数列 ϵi ↓ 0, Ri ↑ ∞と，ある写像
の列 φi : BRi(xi) → BRi(x)が存在して，以下の 3条件を満たすことをいう：

1. (φiは距離をほぼ保つ)任意の iと任意のx, y ∈ Xiに対して |di(x, y)−d(φi(x), φi(y))| <
ϵiが成り立つ．

2. (φiはほぼ全射)任意の iでBRi(x) ⊂ Bϵi(φi(BRi(xi)))が成り立つ．

3. (測度は弱収束する)任意の f ∈ C0
c (X)に対して次が成り立つ：

lim
i→∞

∫
X

fd(φi)∗m BRi
(xi) =

∫
X

fdm

このとき (Xi, di,mi)
mGH→ (X, d,m)と書く (たまに基点 xi, xを明示して書く)．

syntheticな概念を考える利点の 1つが次のコンパクト性定理である：

定理 2.2 (RCD∗(K, N)空間のモジュライのコンパクト性). K ∈ R, N ∈ [1, ∞), v, V ∈ (0, ∞)
に対して (ただし v ≤ V )，M(K, N, V )で，ある x ∈ X で v ≤ m(B1(x)) ≤ V となる
RCD∗(K, N)空間 (X, d,m)全体とする．1ここにmGH収束を考えたものは距離化可能な位
相を定め，その位相に関してコンパクトになる．

証明は [AGS14, LV09, St06]を見て欲しい．この定理より特に，Ricgi
Mn

i
≥ Kgiを満たす

n次元完備 Riemann多様体 (Mn
i , gi)を用いて (Mn

i , dgi
i , vol

vol B1(pi) , pi)
mGH→ (X, d,m, x) と表

される測度距離空間 (X, d,m)はRCD(K, n)空間となり，Ricci極限空間と呼ばれる．

2.2 mGH収束と Lp収束

RCD(K, N)空間のmGH収束列 (Xi, di,mi)
mGH→ (X, d,m)と p ∈ [1, ∞)が与えられたとす

る．このとき，fi ∈ Lp(Xi,mi)が f ∈ Lp(X,m)に Lp強 (もしくは弱)収束する，という概
念に意味があり，最初 (RCD(K, N)空間というわけではないが)Ding [D02]および桑江-塩
谷 [KS03]によって考察され，後により一般の枠組みでも考えられた．この概念は関数だけ

1より正確には等長で同一視する必要がある．ここに測度距離空間の間の等長写像とは，距離空間として等長
写像であって，測度を保つものをいう．



でなくテンソル場でも意味を持ち，さらには pを固定されているものだけではなく，収束列
pi → pに置き換えることもできる (それは {Lpi}i収束とでもよぶべき概念であり，以下に
述べる定理 2.6の証明で必要となる．例えば [AH17a, H15]を参照して欲しい)．
ここでは関数列の {Lpi}i収束の定義のみを与えよう：

定義 2.3 (関数の {Lpi}i収束). pi → p ∈ (1, ∞)とする．2fi ∈ Lpi(Xi,mi)が f ∈ Lp(X,m)
に {Lpi}i弱収束するとは，supi ∥fi∥Lpi < ∞かつ∫

Br(xi)
fidmi →

∫
Br(x)

fdm

が任意の xi ∈ Xi → x ∈ X，任意の r > 0で成り立つときをいう．そして {Lpi}i強収束は，
{Lpi}i弱収束かつ ∥fi∥Lpi → ∥f∥Lp が成り立つときをいう．

2.3 p-LaplacianとCheeger等周定数

任意の p ∈ (1, ∞)に対して Sobolev空間H1,p(X, d,m)が定義できることに注意する．粗く
言って，Lp関数でその微分のノルムも Lp有界であるようなもの全体がH1,pである．これ
は {f ∈ Lipb(X, d); f, |∇f | ∈ Lp(X,m)}を稠密部分集合として持つことを注意しておく．こ
の稠密性は Lp空間が一様凸性と呼ばれる性質を持つことと深く関わる．
以下で等周定数を扱うため，まず BV 関数の定義を述べよう．一般に BV 関数はH1,p

関数のように Lipb(X, d)に属するような関数で近似することができない．この点が BV 関
数を扱う難しさの一つである．

定義 2.4 (BV関数). Ch1 : L1(X, m) → [0, ∞]を次で定義する：

Ch1(f) := inf
{

lim inf
n→∞

∫
X

Lip(fn) dm; fn ∈ Lipb(X, d) ∩ L1(X,m), ∥fn − f∥L1 → 0
}

,

(2.1)
これを f の 1-Cheegerエネルギー，もしくはBV エネルギーと呼び，しばしば |Df |(X)と
表す．そして |Df |(X) < ∞となる関数 f をBV 関数と呼ぶ．

BV 関数はmGH収束に関して次の意味で安定である：

定理 2.5 (BV関数の安定性). RCD(K, N)空間のmGH収束列 (Xi, di,mi)
mGH→ (X, d,m)と，

L1強収束列 fi ∈ L1(Xi,mi) → f ∈ L1(X,m)を考える．このとき lim inf i→∞ |Dfi|(Xi) ≥
|Df |(X) が成り立つ．

この定理は空間列が動かないとき，すなわち (Xi, di,mi) ≡ (X, d,m)のときは自明にな
る．この定理と (ここでは述べていない)Sobolev関数の安定性を合わせると次が証明できる．
Mcpt(K, N, d)で直径が d以下，全測度が 1のRCD(K, N)空間（これはコンパクトになる）
全体を表わすとする（このモジュライ空間も定理 2.2よりコンパクトになる)．

定理 2.6 (Cheeger等周定数とp-Laplacianと直径の関係). 関数F : Mcpt(N, K, d)×[1, ∞] →
(0, ∞]を次で定義する：

F ((X, d,m), p) =


2

diam X (p = ∞)
(λ1,p(X, d,m))1/p (p ∈ (1, ∞))
h(X, d,m) (p = 1).

このとき F は連続である．さらに，F が無限大の値をとるときは (X, d,m)が一点（で pは
任意）のとき，かつそのときに限る．

2p = 1のときはもう少しデリケートに扱う必要がある．



ここで，λ1,p(X, d,m)は (X, d,m)の p-Laplacianの正の第一固有値で，次のように定義
される：

λ1,p(X, d,m) := inf
f∈H1,p

∫
X |∇f |pdm

infc∈R
∫

X |f − c|pdm .

もちろんこれは閉 Riemann多様体 (Mn, dg, vol)のときには通常の意味での p-Laplace方程
式：−div(|∇f |p−2∇f) = λ|f |p−2f の正の第一固有値と一致する．
また，h(X, d,m)は (X, d,m)の Cheeger等周定数であり，次のように定義される：

h(X, d,m) := inf
A⊂X

|DχA|(X)
m(A)

,

ここに右辺の下限は全てのBorel可測部分集合A ⊂ Xでm(A) ≤ m(X)
2 を満たすもの全体に

渡ってとる．もちろんこれも閉Riemann多様体 (Mn, dg, vol)のときには通常の定義と一致
する：

h(Mn, dMn , vol) = inf
Ω⊂Mn

Hn−1(∂Ω)
vol Ω

,

ここに下限は滑らかな境界を持つ開部分集合 Ω ⊂ X で vol Ω ≤ vol M
2 を満たすもの全体に

渡ってとる（すなわち Cheeger自身による定義はまさにこの右辺そのものである）．
RCD空間の研究における基本問題の 1つは，Mcpt(K, N, d)上に非自明な連続関数をで

きるだけ多く構成することである．この定理はそのような連続関数を非線形偏微分方程式を
使って提供している．

3 Weylの漸近公式
閉Riemann多様体 (Mn, g)に対して次をWeylの漸近公式というのだった：

lim
λ→∞

N(Mn,g)(λ)
λn/2 = ωn

(2π)n
vol Mn

ここにN(Mn,g)(λ)は (重複度を込めて数えた)Laplacianの固有値 {λi(Mn, g)}iの数え上げ
関数：N(Mn,g)(λ) = ♯{i ∈ N; λi(Mn, g) ≤ λ}であり，ωnは Rn内の単位球の体積である．
次にコンパクト RCD(K, N)空間でWeylの漸近公式が成り立つかどうかを考える．極

限にはm(X)が現れそうと思われるかもしれないが，実はそうではない．答えを先に述べる
と，それはHausdorff測度と関係する．
主張を正確に述べるために，いくつかの論文 ([AHT18, BrS18, MN14])を組み合わせて

得られる，RCD(K, N)空間の (修正可能性を除いた)正則性を紹介する：

定理 3.1 (RCD(K, N)空間の正則性). (X, d,m)を (一点でない ) RCD(K, N)空間とし，
k ∈ Nとする．このとき k次元正則集合Rkとは(

X, r−1d,
m

m(Br(x))
, x

)
mGH→

(
Rk, dRk ,

1
ωk

Hk, 0k

)
(r ↓ 0)

を満たす x ∈ X 全体のこととし，

R∗
k :=

{
x ∈ Rk : ∃ lim

r↓0

m(Br(x))
ωkrk

∈ (0, ∞)
}

. (3.1)

とおく．このとき，一意的に定まる k0 ∈ {1, 2, . . . , [N ]}が存在して ([N ]でN の整数部分を

表している )，m(X \ R∗
k0

) = 0 かつ limr↓0
m(Br(x))

ωkrk0 =
dm R∗

k0
dHk0 (x), m − a.e. x ∈ R∗

k0
が成り

立つ．この k0を dim(X, d)と書く．3

3実は k0 は距離にのみ依存することが知られているためこのような表記をしている [K18]．



次が [AHT18]で得られたWeylの漸近公式の特徴付けであり，仮定 (3.2)は知られてい
る全てのコンパクトRCD(K, N)空間で満たされていることは注意しておきたい：

定理 3.2 (Weylの漸近公式の特徴付け). (X, d,m)をコンパクトRCD(K, N)空間とし，k =
dim(X, d)とおく．このとき，

lim
r↓0

∫
X

rk

m(Br(x))
dm(x) =

∫
X

lim
r↓0

rk

m(Br(x))
dm(x) < +∞ (3.2)

が成り立つことと，次が成り立つことは同値である：

lim
λ→∞

N(X,d,m)(λ)
λk/2 = ωk

(2π)k
Hk(R∗

k) < +∞. (3.3)

例えばこの定理を用いると例 (1.7)に対してWeylの漸近公式を示すことができる：

lim
λ→+∞

N([0,π],dR,sinN−1 tdt)(λ)
λ1/2 = ω1

2π
H1((0, π)) = 1. (3.4)

他にもAlexandrov空間に対しても仮定 (3.2)をチェックすることができるので，Alexandrov
空間でもWeylの漸近公式は正しく，それも新しい．

4 スペクトル収束

Laplacianのスペクトル収束とは，

λk(Xi, di,mi) → λk(X, d,m) ∀k

という主張が（固有関数の収束までこめて)成り立つことを指す．ここに (Xi, di,mi)
mGH→

(X, d,m)で，λkは（重複度をこめて数えたときの）k番目の Laplacianの固有値である．
スペクトル収束は最初，深谷によって [F87]で mGH収束の概念の導入とともに現れ，

Cheeger-Coldingの仕事の後，現在ではRCD空間の枠組みまでGigli-Mondino-Savaréによっ
て一般化されている [GMS15]．同様のスペクトル収束は Lapacianに限らず，Schrödinger
作用素 [H18a]や重み付き ∂作用素等 [FHS17]でも成り立ち，また，定理 2.6も一種のスペ
クトル収束とみなせる．空間もしくは，考えている微分作用素が非線形なときには高次の固
有値をどのように捕まえるかということがそもそも難しく，たとえばKrasnoselskii種数を
使うとうまくいくことがある [AHP17]．
ここではLaplacianのスペクトル収束の局所版について議論する．設定は点付きRCD(K, N)

空間のmGH収束列 (Xi, di, xi,mi)
mGH→ (X, d, x,m)に対して，局所スペクトル収束，すな

わちDirichlet問題に関する固有値の収束

λD
k (BR(xi), di,mi) → λD

k (BR(x), d,m) ∀k, ∀R > 0 (4.1)

および固有関数の収束が成り立つか，という問いを考える．
答えは「一般には成立しない」である．例えば (S1(r), H1) mGH→ (S1(1), H1)(r ↑ 1)を考

えると，k = 1, R = πで反例が作れる．
では次に局所スペクトル収束がいつ成り立つのか，という問いを考えよう．実は (4.1)の定

式化はあまりよろしくなく，Rを収束列にするほうが適切になる．すなわち，(Xi, di, xi,mi)
に関し，(x, R) ∈ X × R>0で局所スペクトル収束するということを

λD
k (BRi(xi), di,mi) → λD

k (BR(x), d,m) ∀k, ∀Ri → R (4.2)

および固有関数の L2収束が成り立つことで定義する．すなわち，より強い形で局所スペク
トル収束を定式化する．次が [AH17b]の主結果の 1つで，ほとんどの場合で局所スペクト
ル収束が成り立つことを意味する：



定理 4.1 (局所スペクトル収束の必要十分条件). (X, d,m) を RCD(K, N) 空間とし，各
(x, R) ∈ X × R>0に対して，次の 3条件は同値：

1. ある収束する点付き RCD(K, N) 空間列 (Xi, di, xi,mi)
mGH→ (X, d, x,m) に関して，

(x, R)で局所スペクトル収束が成り立つ．

2. 任意の収束する点付き RCD(K, N)空間列 (Xi, di, xi,mi)
mGH→ (X, d, x,m)に関して，

(x, R)で局所スペクトル収束が成り立つ．

3. H1,2
0 (BR(x), d,m) =

∩
ϵ>0 H1,2(BR+ϵ(x), d,m)が成り立つ．ここにH1,2

0 (BR(x), d,m)
はBR(x)にコンパクトサポートを持つ Lipschitz関数全体のH1,2(X, d,m)内での閉包
である．

そして各 x ∈ X に対して Ex := {R > 0;上の条件 (3)が成り立たない }とおくと，これは
高々可算集合である．

このことを応用すると，Petruninにより [Pet03]で提起されたmGH収束に関する調和
関数の振る舞いに関する問いに，予想されていた結論よりもより強い形で答えを与えること
ができる．興味を持たれた方は [AH17b]を見て欲しい．

5 埋め込み問題

任意の閉 Riemann多様体 (Mn, g)は十分大きな次元の Euclid空間 RN に等長的に埋め込
める，というNashの埋め込み定理を思い出そう [N56]．ここでの「等長」とは，埋め込み
φ : Mn ↪→ RN の引き戻し計量 φ∗gRN が gに一致することを意味し，(当たり前ではあるが)
決して距離の意味の等長埋め込みではないことを注意しておく．
この Nashの埋め込み定理は調和写像の研究などの幾何解析において重要な役割を果た

しているが，一方で，この埋め込み写像は自然ではないという問題もある．
Bérard-Besson-Gallotは [BBG94]で，「等長」という条件を「ほぼ等長」に，「RN」を「無

限次元 Hilbert空間」と緩める代わりに，写像を自然なものにした．より正確には (Mn, g)
の熱核 p(x, y, t)を使って，(Mn, g)を L2 := L2(Mn, vol)に埋め込み；

Φt : Mn ↪→ L2 (Φt(x) := p(x, ·, t)) (5.1)

これが滑らかで，その引き戻し計量 Φ∗
t gL2 ∈ C∞(T 0

2 (Mn))が次の表示と (t → 0+に関す
る)漸近展開を持つことを示した；

Φ∗
t gL2(v, w) =

∫
Mn

g(∇xp(x, y, t), v)g(∇xp(x, y, t), w)dvol(y) v, w ∈ TxMn, (5.2)

c(n)t(n+2)/2Φ∗
t gL2 = g − t

3

(
Ricg

Mn g − 1
2

ScalgMn g

)
+ O(t2). (5.3)

ここに c(n)は nにのみ依存する正の定数であり，ScalgMn は (Mn, g)のスカラー曲率である．
ここから，L2空間を固有関数を使って有限次元で切ることで，十分大きな次元のEuclid

空間に，“quantitative”に，ほぼ等長的に埋め込める (例えば [P16])．ただし，有限次元で切
る際には空間の滑らかさは本質的で，単射半径および調和半径のコントロールが鍵となる．
なお，Riemann多様体の有限次元 Euclid空間への自然な埋め込みの問題は機械学習と

も深い関係があり，応用上も非常に重要であることが知られている．
以上を RCD(K, N)空間 (X, d,m)で考える．正確な主張を述べるために，「(X, d,m)上

のRiemann計量」という概念は意味を持ち，さらに，自然なRiemann計量 g = g(X,d,m)が
一意的に存在することに注意しておく (すなわち，Γ(f, h) = g(∇f, ∇h), ∀f, h ∈ H1,2で特
徴づけられる．例えば [G18]を見よ)．
ここで [AHPT18]の主結果を述べよう:



定理 5.1 (L2への自然なほぼ等長埋め込み). (X, d,m)をコンパクトRCD(K, N)空間とし，
k := dim(X, d)とおく．このとき，(L∞ベクトル場からなる空間上の )双線形写像：

(V, W ) 7→
∫

X

∫
X

g(∇xp(x, y, t), V )g(∇xp(x, y, t), W )dm(x)dm(y) (5.4)

は Riemann計量 gt を一意的に定め (すなわち
∫

X gt(V, W )dmが (5.4)の右辺に等しい )，
tm(B√

t(x))gt ≤ C(K, N)gかつ tm(B√
t(x))gt → ωk

4
√

2π
k g (t ↓ 0)がL2の意味で成り立つ．こ

こに C(K, N)はK, N にのみ依存する正の定数である．

6 予想

最後に，予想を二つ提出して本稿を終える．最近では測度距離空間上の二階微分可能構造の
研究が進み始められており ([G18, H14])，下の予想はそれと関わる．

予想 6.1. (X, d,m)をRCD(K, N)空間とし，k = dim(X, d)とおく．このとき，定理 3.1で

現れた関数 u :=
dm R∗

k

dHk は次の意味で微分可能である；Borel部分集合族 Ai ⊂ R∗
k(i ∈ N)

が存在して，m(X \
∪

i Ai) = 0かつ，uの各Aiへの制限 u|Ai は Lipschitzである．さらに，
任意の h ∈ D(∆)に対して∆h = tr(Hessh) + g(∇h, ∇f)が成り立つ．ここに f := log u．

予想 6.2. コンパクト RCD(K, N)空間のmGH収束列 (Xi, di,mi)
mGH→ (X, d,m)が，十分

大きな任意の iに対して dim(Xi, di) = dim(X, d)を満たしているとする．このとき，1微分
形式に作用する Hodge Laplacian，および全ての型のテンソル場に作用する接続 Laplacian
に関するスペクトル収束が成り立つ．さらに，十分大きな任意の iに関して，(Xi, di,mi)上
の調和 1形式の空間の次元と，(X, d,m)上のそれは等しい．

この予想 6.2の前半部分は，考えている列が Ricci曲率が上下に有界な Riemann多様体
からなっている場合には [H17]で示されおり，後半はその設定ですら未解決である．
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