
変分法から見たKähler-Einstein問題

A variational aspect of the Kähler-Einstein problem

久本智之 (名大多元数理)∗

1. Fano多様体とKähler-Einstein計量
　本稿では、断らない限りXをC上定義された滑らかな代数多様体とし、ωをその上
のKähler計量とする。ωのRicci曲率が自身に比例する、すなわちある定数 λが存在
して

Ricω = λω

となるとき、Kähler-Einstein計量という。このような計量が存在すれば、λの符号に応
じて、XはFano多様体、Calabi-Yau多様体、あるいは標準モデル(canonically polarized

manifold)に限る。このような計量の存在を問うことをCalabiの問題という。標準モデ
ルの場合はAubin[A76], Yauによって、Calabi-Yauの場合はYau [Y77]によってKähler-

Einstein計量が常に存在することが示された。一方、Fano多様体についてはKähler-

Einstein計量が存在するとは限らない。例えばP2はKähler-Einstein計量を持つが、P2

の 1点ブローアップなどはそうならない。ベクトル束に対するHermite-Einstein計量
との類似などから、この種の計量の存在は幾何学的不変式論 (GIT)に由来するような
多様体の安定性と同値になると考えられた。二木の不変量 ([F83])、そしてDing-Tian,

Tianによる二木不変量の一般化 ([DT92], [T97])を経て、Donaldson([D02])は一般の偏
極多様体に対しK安定性を定義した。その後の発展は著しく、Donaldson-Sunによる
仕事 ([DS14])ののち、次の定理が確立した。

定理 1.1 ([CDS15]) Fano多様体XがKähler-Einstein計量を持つことと、偏極多様
体 (X,−KX)がK準安定なことは同値である。

彼らの証明は cone singularityを許したKähler-Einstein計量を考え、cone angleに関
する連続法を実行するというものである。しかし、本稿ではエネルギー論的な視点から
定理 1.1を理解したい。元々Calabiが問題を提出したのもこのような視点からだった。
Calabiの計算ではスカラー曲率を用いたが、本稿ではRicci曲率による定式化を採用す
る。計量ω0を固定すれば、c1(−KX)に属するKähler計量はω = ω0 +

√
-1∂∂̄ φと書く

ことができて便利である。以下Xの複素次元をnとし、

Ricω − ω =
√

-1∂∂̄ ρ,

∫
X

(eρ − 1)ωn = 0

を満たすような関数ρをRicciポテンシャルという。Calabiの汎関数に相当する

R(φ) = R(ω) :=
1

V

∫
X

(eρ − 1)2ωn (1.1)
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の零点としてKähler-Einstein計量を捉える。ここでV :=
∫
X
ωnは多様体の体積で、自

己交点数Lnに等しい。実はeρ−1は無限次元のモーメント写像と見なすことができる。
すなわち、多様体の可微分構造Mを止めてシンプレクティック多様体 (M,ω)に乗る複
素構造全体が成す無限次元のKähler多様体 1を考えると、eρ − 1はHamilton微分同相
群に関するモーメント写像を定める ([D15])。すると、Kähler-Einstein計量と安定性に
関係がつくことは、シンプレクティック商とGIT商の対応から明快に説明できる。さ
らにこの描像に基づけば、Kähler-Einstein計量はDエネルギー 2

D(φ) := − log

∫
X

e−φ+ρ0ωn
0 − 1

(n + 1)V

n∑
i=0

∫
X

φωi ∧ ωn−i
0 (1.2)

の臨界点として特徴付けられる。実際Dエネルギーの微分を計算すると、φに関する
Monge-Ampère方程式

V −1(ω0 +
√

-1∂∂̄ φ)n = µφ :=
e−φ+ρ0ωn

0∫
X
e−φ+ρ0ωn

0

(1.3)

が得られ、これはKähler-Einstein方程式と同じものである。スカラー曲率を用いて同
様に導出されたものが満渕のKエネルギー [M86]である。計量の空間を

H := {φ ∈ C∞(X;R) : ω = ω0 +
√

-1∂∂̄ φ > 0}

とおくと、DエネルギーはH上測地凸になる 3。さらにDは正則ベクトル場に沿って
アファイン関数で、その傾きが古典的な二木不変量を与える。
変分法によってエネルギーの臨界点を求めるには、Hを適切な位相で完備化しなけ
ればならない。これにはBedford-Taylorの仕事 [BT76]に端を発する複素ポテンシャル
論の進歩が不可欠だった。根源的なアイデアは、有界な多重劣調和関数φについて正
カレント (

√
-1∂∂̄ φ)iを帰納的に∫

X

(
√

-1∂∂̄ φ)i ∧ α :=

∫
X

(
√

-1∂∂̄ φ)i−1 ∧ φ
√

-1∂∂̄ α

と定めるというものである。(
√

-1∂∂̄ φ)i−1が測度を係数に持つので、有界なφについ
て右辺が意味を持つ。このアイデアは有界でないω0-多重劣調和関数φ ∈ PSH(X,ω0)

にも拡張でき、方程式 (1.3)の弱解が定義される。それは2つの確率測度が一致すると
いう条件になっている。このように、スカラー曲率でなくRicci曲率を用いると弱解の
解析が易しく、また特異点のある多様体にも融通が効く。なお、特異計量がDの最小
点であったとしても、それが方程式の弱解であることは明らかではない。そのことを
示すには、Berman-Boucksomによる微分公式 [BB10]が必要である。弱解の連続性は
粘性解の理論 [EGZ11]によって保証される。さらに、Monge-Ampèreエネルギー

E(φ) :=
1

(n + 1)V

n∑
i=0

∫
X

φωi ∧ ωn−i
0 (1.4)

1この無限次元空間は特異点を持つ。
2このエネルギー自体は当時専門家の間でよく知られていたものだったようである。最初に明示的に書
いたのがDingだとしてDingのエネルギーと呼ばれることが多いが、実は坂東-満渕の方が早い。本
稿では混乱を避けるためDエネルギーと呼ぶ。

3ただし、2点を結ぶ測地線は滑らかにならない。これが多重劣調和関数を考える 1つの理由である。



も任意のω0-多重劣調和関数に対して拡張できる。E(φ)が連続になるような最も粗い
位相をH(X,L)に与えると、求める完備化は

E1(X,L) := {φ ∈ PSH(X,ω0) : E(φ) > −∞} (1.5)

で与えられる。Eはスケール不変ではない: E(φ + c) ̸= E(φ)ので、必要ならJ(φ) :=
1
V

∫
X
φωn

0 − E(φ) を用いることもある。このような特異計量に対するDエネルギーの
凸性はBerndtsson([B09])によって示された。Berndtssonの定理はより一般に随伴直線
束の順像の正値性を述べており、小平の消滅定理, 大沢-竹腰拡張定理の延長にある1つ
の到達点である。

Kエネルギーとの関係について、Bermanの熱力学的な解釈 ([B13])を補足しておく。
ポイントは、確率測度µに対する相対エントロピーH(µ|µ0) :=

∫
X

log dµ
dµ0

dµのLegendre

変換公式

H(µ|µ0) = sup
g∈C0(X;R)

[
− log

∫
X

egdµ0 +

∫
X

gdµ

]
である。Monge-Ampèreエネルギーの双対をE∗(µ) := supφ

[
E(φ) −

∫
X
φdµ

]
, 自由エ

ネルギーを
F (µ) = H(µ|µ0) − E∗(µ)

と定めると、満渕のKエネルギーはM(φ) = F (V −1(ω0 +
√

-1∂∂̄ φ)n)で与えられる。
この関係に注目すれば、M ⩾ DさらにMとDの最小点が等価であることが簡単に確
かめられる。

2. 安定性の見直し
　1つの動機は一般の偏極多様体 (X,L)に対するYau-Tian-Donaldsonの未解決予想で
ある。

予想 2.1 偏極多様体 (X,L)が定スカラー曲率Kähler計量を持つこととK準安定であ
ることは同値である。

λL = −KXのときは、定スカラー曲率Kähler計量とKähler-Einstein計量は同じもの
である。Fano多様体に関するChen-Donaldson-Sunの証明はCheeger-Coldingによる
Riemann多様体の非崩壊理論を用いている。非崩壊性を導くにはRicci曲率のコント
ロールが必要なので、この方法は一般の偏極多様体には使うことができない。このた
め、K安定性よりも先天的に強い安定性が必要なのではないかということが色々な人
によって考えられてきた。
もう 1つの動機は、変分法の観点から安定性を理解することである。元々K安定性
は [T97]によって多様体の退化に沿ったKエネルギーの挙動を見ることにより考案され
た。これにDonaldsonが純代数的な定義を与えたわけだが、Donaldsonが扱ったよう
な一般的な退化について精密な関係式を知りたい。

定義 2.2 ([D02]) P1の原点まわりのアファイン座標をτとする。同変なC∗作用を伴う
偏極スキームの族π : (X ,L) → P1が原点 τ = 0の外で自明な族 ((P1 \ {∞}) ×X, p∗2L)

と群作用を込めて同型になっているとき、同型射を含めたこれらのデータをテスト配
位という。



以下Xは正規であると仮定するが、中心ファイバーX0は非常に特異点が悪く、被約で
すらない。Tianが最初に考えていたのはX0が正規多様体という状況である。このと
きは自動的にL = −KX/P1で、X0はQ-Fano多様体となる。先験的 4にはL = −KXで
あってもL ̸= −KX/P1となるような族を考える必要がある。一方で、このような一般
的な退化に沿ってエネルギーの振る舞いを調べることができる。というのは、Lのファ
イバー計量Φを取ると、群作用λ : C∗ → Aut(X ,L)で引き戻すことによってHの曲線
φtが決まるからである。ファイバー計量Φを取り替えても t → ∞におけるφtの挙動
に本質的な差は生じない。
A1ではなくP1上の族を考えるのは、以下でLn+1といった交点数を考えたいからで
ある。双有理変換 f : X ′ → X によってX をモデルX ′に取り替えたとき、こういった
交点数は変化しない。実はテスト配位 (X ,L)自身よりも、このようなモデルの同値類
がある意味で本質的である。適当にモデルを取り替えれば全射 q : X → P1 ×Xが存在
するとしてよい。Lと q∗p∗2Lの交点数を簡単のためLLnなどと表すことにする。

定理 2.3 ([B16] for D, [BHJ16] for J and M) 上記エネルギー汎関数たちについ
て

(1) lim
t→∞

E(φt)

t
= E(X ,L) :=

Ln+1

(n + 1)V

(2) lim
t→∞

J(φt)

t
= J(X ,L) := V −1(LLn) − Ln+1

(n + 1)V

(3) lim
t→∞

D(φt)

t
= D(X ,L) := lct(X ,B)(X0) − 1 − Ln+1

(n + 1)V

(4) lim
t→∞

M(φt)

t
= M(X ,L) := V −1(K log

X/P1Ln) − nKXL
n−1

2(n + 1)V 2
Ln+1

が成り立つ。ただし、B ∼Q −KX/P − Lは suppB ⊆ X0によって定まる因子とする。

(3) だけ X は Fano 多様体としている。右辺に現れた lct(X ,B)(X0) はいわゆる log-

canonical thresholdである。仮にKXが直線束として定義できるならば、lct(X ,B)(X0)−1

は随伴束順像の次数 deg π∗(K
log
X/P1 + L)に等しい。ここにBerndtssonの定理との関係

が見て取れるが、X は一般に Q-Gorenstein singularityとは限らないため、このよう
に定義する。Fano多様体 (X,−KX)がD安定であるとは、勝手なテスト配位について
D(X ,L) ⩾ 0となり、X0が被約 5で等号が成り立つならば (X ,L)が自明になることを
いう。M(X ,L)はいわゆるDonaldson-二木不変量に等しい ([W12], [O09])。ここで log

canonical divisor K log
X/P1を取っているのは、normalized base changeについてM(X ,L)

が斉次的になるようにするためである。偏極多様体 (X,L)がK安定であるとは、自明
でないテスト配位についてM(X ,L) > 0が成り立つことをいう。実はテスト配位 (の同

4極小モデル理論を使うと、実は Fano多様体についてはL = −KX/P1 かつX0が正規であるような退
化を考えるだけでも十分であることが示せる ([LX11])。特に、D安定性とK安定性の同値性が従う。
最近の論文 [BJ18]では、Bermanの熱力学的解釈を非アルキメデス化することにより極小モデル理論
を使わずにこれを証明している。

5XがKähler-Einstein計量を持っていても、X0が被約でないときはD(X ,L) = 0となるテスト配位が
存在する。



値類)をBerkovich analytification (Xan, Lan)上の計量と見做すことができて、定理の
右辺は各種エネルギー汎関数の非アルキメデス化になっている ([BHJ15])。
ここまで来ると、我々にとって欲しい安定性がどのようなものかが見えてくる。あ
る定数 ε, C > 0が存在して、勝手なφ ∈ Hに対し

D(φ) ⩾ εJ(φ) − C (2.1)

が成り立つとき、Dエネルギーは coerciveであるという。Kähler-Einstein計量が存在
すればこのような増大条件が成り立つことが知られていた ([T97])。完備化 E1を用い
た明快な証明が [DR15]にある。同様のことは定スカラー曲率計量についても正しい
[BDL16]。ただし、Xがゼロでない正則ベクトル場を持つときは増大条件 (2.1)に修正
が必要である。そのため以下しばらくAut(X,L)は離散的であるとする。　

定義 2.4 ([BHJ15]) ある定数 ε > 0が存在して勝手なテスト配位に対し

D(X ,L) ⩾ εJ(X ,L) (2.2)

が成り立つとき、Fano多様体 (X,−KX)は一様D安定であるという。

自明なテスト配位は J(X ,L) = 0によって特徴付けられるので、一様D安定性は確
かにD安定性より強い概念である。ノルムJ(X ,L)はSzékelyhidi [S06]が定義したLp

ノルムと、p = 1のとき同値になる。彼は後述するCalabi型汎関数の不等式評価から
主に p = 2の場合を考察したのだが、p > n

n−1
のときLpノルムに関して一様安定な多

様体は存在しない。一方で、Kähler-Einstein計量を持つようなFano多様体は (Aut(X)

が離散なら)必ず一様D安定になる。逆も正しい。

定理 2.5 ([BBJ15]) Fano多様体の一様D安定性とDエネルギーの coercivityは同値
である。

結果だけを見るとChen-Donaldson-Sunの定理の再定式化だが、証明が変分法である
という点が重要である。特にCheeger-Coldingの理論を必要としないことは特筆すべき
だろう。証明の鍵となるアイデアは、仮にDエネルギーが減衰しているとして、その
方向に構成した測地線φtをテスト配位の列で近似することである。これは多重劣調和
函数に対するDemaillyの多項式近似定理の亜種と見做せる。Demaillyの近似定理は大
沢-竹腰拡張定理の帰結であったことを思い出したい。この意味で、Berman-Boucksom-

Jonssonの証明は複素解析的であると言える。なお、φtを得る際に「相対エントロピー
について有界なHの閉部分集合はコンパクトになる」という [BBEGZ11]の定理が基本
的な役割を果たす。そのため、証明の中で一度Kエネルギーを経由する必要がある。
自己同型群が離散的でない場合は、後述する満渕ソリトンの存在問題を含め現在研
究中である。トーリック偏極多様体に対しては次の定理が得られる。

定理 2.6 ([H16]) 対 (X,L)を凸多面体Pの定めるトーリック偏極多様体とすると、K

エネルギーの coercivityは次の条件と同値である: ある定数 ε > 0が存在して、区分的
に線形な凸関数f : P → R に対し常に∫

∂P

f − area(∂P )

vol(P )

∫
P

f ⩾ ε inf
g

[
1

vol(P )

∫
P

(f + g) − min
P

(f + g)

]
(2.3)

が成り立つ。ただし gはアファイン関数とする。



区分的に線形な凸関数 f : P → Rはその epigraphが n + 1次元の凸多面体を定めて
いるから、トーラスについて同変なテスト配位 (X ,L)に相当する。

3. 最適退化の問題
　現在興味ある問題の 1つは、Kähler-Einstein計量が存在しないとき何が起こるかと
いうものである。このような状況の解析には、多様体の非崩壊理論や計量の時間発展
方程式が本質的に必要になると考えられる。
まずは定理2.3から得られる次の不等式に注目しよう。

定理 3.1 ([H16])

inf
φ∈H

R(φ)
1
2 ⩾ sup

(X ,L)

−D(X ,L)

∥(X ,L)∥2
(3.1)

∥(X ,L)∥2はテスト配位のL2ノルムと呼ばれる代数的な不変量である。Donaldsonはス
カラー曲率の場合に類似の不等式を示し、実は等号を成立させるようなテスト配位が
あるのではないかと予想した。その原型はベクトル束のHarder-Narashimhanフィルト
レーションに見られる。このように何らかの意味でD(X ,L)を最小にするようなテス
ト配位を最適退化と呼ぶ。最適退化の定式化にはノルムの選択も含め色々なものが考
えられる。また、M(X ,L)についての最適退化はD(X ,L)についての最適退化と一般
に異なるかもしれない。M(X ,L)についての最適退化はSzékelyhidiの先行研究 [S08]が
ある。しかし実はD(X ,L)の方が取り扱い易く、特にトーリックFano多様体の場合な
どは最適退化の様子がかなり詳しく分かる。実際、反射的な凸多面体Pの定めるFano

多様体Xを考えると、区分的に線形な凸関数f : P → Rが定めるテスト配位に対し

D(X ,L) = −f(0) +
1

V

∫
P

f, ∥(X ,L)∥2 =

(
1

V

∫
P

(f − f̂)2
) 1

2

(3.2)

が成り立つ。それぞれの右辺をD(f), ∥f∥と書こう。すると、Xの端的ベクトル場はア
ファイン関数 eであって任意のアファイン関数gに対しD(g) +

∫
P
ge = 0を満たすもの

として特徴付けられる。勝手な凸関数fに対しD(f) + V −1
∫
P
fe ⩾ 0が成り立つとき、

Pは相対D安定であるという。

定理 3.2 ([Y17]) 反射的な凸多面体 P が相対D半安定でないとすると、ある凸関数
dが存在し、d + eは (3.1)の等号を達成する。さらにアファイン関数 hが存在して
d = max{0, h}と書ける。

さて、最適退化の解析的側面は計量の時間発展方程式であると考えられる。筆者は
この種の発想を尾高悠志さんに初めて教わった。Kähler-Einstein計量に関係する時間
発展方程式といえば (正規化された)Kähler-Ricci流

∂

∂t
ω = −Ricω + ω ⇔ ∂

∂t
φ = −ρ (3.3)

がある。Kähler-Ricci流の極限はテスト配位のH不変量 (相対エントロピーと関係する)

を最適化することが分かっている ([DS17])。そしてH不変量の定める安定性はK半安
定性と同値になる。しかしながらこの不変量は有理数ではなく、従って定理2.3のよう
に自己交点数で書くことはできない。ソリトンベクトル場も代数的な 1パラメータ部
分群を生成しないので、最適退化を構成するという観点からは少し不都合に見える。



そこで、Dエネルギーの勾配流

∂

∂t
φ = 1 − eρ (3.4)

を考える。スカラー曲率で同じことを考えるとCalabi流が導出されるが、上の方程式
については意外にも多くのことは調べられていなかったようである。方程式の右辺は
Monge-Ampère積の逆数を本質的に含むから、特に(3.4)は放物型であり、時間局所解を
持つことが直ちに分かる。空間局所的にはこの種の方程式を [K82]が調べている。我々
はこれを逆Monge-Ampère流と呼ぶことにする。自己相似解は [M01]で導入されたも
のと一致しており、こちらは満渕ソリトンと呼びたい。Calabi流については時間大域
解の存在は未解決であるが、逆Monge-Ampère流は 2階なので比較的易しい。実際に
次のことが分かった。

定理 3.3 ([CHT17]) Fano多様体Xの勝手な初期計量に対し逆Monge-Ampère流(3.4)

の時間大域解が存在する。さらに、もしXが唯一つのKähler-Einstein計量を持つなら
ば、逆Monge-Ampère流はポテンシャル関数φKEに弱収束する。

Kähler-Ricci流を含めこの種の時間大域解の存在についてはまず最大値原理によって
C0評価を行うのが筋だが、(3.4)ではうまくいかない。そこで、勾配流であるという性
質から、完備化された計量の空間E1上で (3.4)の弱解が収束していることに注目する。
上で説明した変分法の理論を活用すると、大域解の存在は複素ポテンシャル論におけ
るKo lodziejの評価 [K98]に帰着する。
逆Monge-Ampère流とKähler-Ricci流 (3.3) とを比べると、Ricciポテンシャル関数

ρが小さいとき両者は (少なくとも形式的には)近い挙動を示すように見える。一方で、
Xが不安定な場合はその振る舞いに大きな差が生じる。例えばトーリックFano多様体
の場合を考えると、逆Monge-Ampère流はYaoの構成した最適退化に収束することが
分かる。

定理 3.4 ([CHT17]) トーリックFano多様体Xの逆Monge-Ampère流φ = φtを考え、
eρφ − 1を凸多面体上の関数σと同一視する。もしXが相対D半安定ならば、t → ∞の
ときσは端的ベクトル場に相当するアファイン関数 eに収束する。もしXが相対D半
安定でないならば、t → ∞のときσは最適退化 e + dにL2収束する。

トーリックFano多様体は常にKähler-Ricciソリトンを持つので、H不変量の最適化
は常にソリトンベクトル場で与えられる。一方で、トーリックの場合満渕ソリトンの
存在と相対的一様D安定性は同値であり、ソリトンベクトル場は端的ベクトル場と一
致する。このことから、満渕ソリトンを持たない3次元トーリックFano多様体が存在
する。実際にYaoの構成した最適退化は中心ファイバーに既約成分をちょうど2個持つ
ので、ベクトル場で生成することはできない。
先に述べたとおり、最適退化の定式化には様々なものがあり得るので、ここで述べ
た逆Monge-Ampère流によるアプローチは唯一のものではない。例えば [F16], [BJ17]

では、退化の標準因子を調べる代わりにX上の付値の食い違い係数 (log-discrepancy)

を用いることで多様体のK安定性を測っており、この意味で最適な付値の存在が示さ
れている。ただし最適付値は多分に超越的で、quasi-monomialityが未解決である。不
変量D(X ,L)やM(X ,L)を元のエネルギーの非アルキメデス化と見ると、最適退化の



問題は変分問題そのものの非アルキメデス的類似と考えることもでき、元の変分問題
で培ったアイデアの応用が期待される。最近特に代数幾何の側から興味を持たれてい
る cone singularityへの退化の話 ([DS17])との関係も興味がある。
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