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1. 概要

本講演における研究目的は,幾何学的量子化の文脈で現れるある種の局所化現象をDirac

型作用素の摂動による指数理論を通じて幾何学的に理解する, ということにある. なお,

この局所化現象は, 群作用に関する固定点公式などとは本質的に異なるものである. 本

稿の構成は以下のものである. まず, 2節にて幾何学的量子化に関して非常に大雑把な

説明をし, 動機を説明する. 3節および 4節では, 古田幹雄 (東大数理)および吉田尚彦

(明治理工)との共同研究で構築した, 指数の局所化現象を幾何学的に理解するための,

ファイバー束 (の族)とそのファイバーに沿った摂動による指数理論の概要, およびその

応用について述べる. 5節では, 重要な性質として指数の同境不変性およびその応用を

述べ, 最後に6節で残された問題および近年盛んに研究されている無限次元版について

今後の展望について述べる.

2. 動機 - 幾何学的量子化, Lagrangeファイバー束と指数の局所化 -

シンプレクティック構造およびその幾何学は, 解析力学を幾何学的に展開する舞台とし

て発展してきた. その発展の中で, 解析力学から量子力学に移行する手続きの幾何学化

も様々な形で発展してきた. その一つが幾何学的量子化である. 非常に大雑把な枠組み

だけを述べると, 幾何学的量子化とは

与えられたシンプレクティック多様体から“よいベクトル空間 ”を構成する処方箋

(M,ω) :シンプレクティック多様体 ⇝ H = H(M,ω) : ベクトル空間

である. 何をもって “よいベクトル空間 ”とみなすかは様々な観点があるが, 大きな目

標の一つに「Poisson代数の表現としての構成」がある. すなわち, 古典系を量子化す

るという手続きを (M,ω)上の関数からH上の作用素を構成する方法, と考えたとき, 関

数環C∞(M)上に定まるPoisson代数の構造に関してHがその表現になるように構成
する, という目標である. これは正準量子化の幾何学化という意味で極めて重要な問題

意識であるが, その方向はいわゆる変形量子化の範疇のものなので, ここでは触れない

(というか講演者は全く素人なので触れることはできない). Hを構成する基本原理は以
下のように付加構造を用いて関数空間から適当な部分空間を取り出すことである :

1. (M,ω)上に前量子化束 (L,∇), すなわちM上のHermite直線束LとそのHermite

接続∇の組であって∇の曲率形式が−
√
−1ωに一致するもの, をとる.

2. M上に偏極P, すなわちMの接束の複素化の可積分なLagrange接分布, をとる
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3. (L,∇)の切断であってP方向に平行なもの全体をHとする.

ただし, この処方箋は任意のシンプレクティック多様体に対して機能するわけではなく,

様々な (重要な)例をこの枠組みで捉えることができる, という類のものである. 例えば,

1.の前量子化束の存在については, ωの定める de-Rhamコホモロジー類が整係数類に

持ち上がる, という位相的な障害がある. この処方箋が機能する典型的な例は, (前量子

化束をもつ)Kähler多様体である. Kähler多様体の複素構造はKähler偏極という偏極

を定め, HとしてLの正則切断の空間が得られる. 特に本研究に関わりの深い例として

前量子化束をもつトーリック多様体とその正則切断の空間

が挙げられる. このKähler偏極による量子化で得られる

H=『正則切断の空間』=『0次Dolbeaultコホモロジー』

は, Dirac作用素の解析的指数として現れる. 実際, ∂̄Lおよび ∂̄∗
Lを Lに値を持つM

上の反正則微分形式の空間に作用するDolbeault作用素およびその (L2-内積に関する)

共役とすると, DL := ∂̄L + ∂̄∗
LはDolbeault-Dirac作用素とよばれ, その解析的指数は

Dolbeaultの定理よりK群の要素として

indDL := ker(DL)− coker(DL) =
∑
i≥0

(−1)iH i(M,L)

となる. とくに, 高次コホモロジーが消滅している場合,

ind(DL) = H0(M,L) = H,

つまり, 幾何学的量子化がDirac作用素の指数とみなせる. なお, この (spinc) Dirac作

用素自体は概複素構造があれば定義できるため, 不変量 ind(DL)は任意の前量子化束を

もつシンプレクティック多様体に対して定義可能であり, 通常これはRiemann-Roch数

とよばれRR(M,L)などとかかれる. この観点を推し進めて spinc量子化という方向の

研究も進展している.

Kähler構造とは異なる偏極にLagrangeファイバー束の構造から定まる実偏極がある.

実偏極による量子化に関して, 次のBohr-Sommnerfeltファイバー/軌道が重要であ

る. シンプレクティック多様体上のLagrangeファイバー束構造π : (M,ω) → Bについ

て, b ∈ B上のファイバーF (= π−1(b))がBohr-Sommnerfelt(BS)ファイバーであると

は, (L,∇)のF への制限 (L,∇)|F が自明な平坦直線束となること, である. このとき,

b ∈ BをBohr-Sommerfelt(BS)点という. BS点はB内のある種の格子点上に離散的に

現れることが知られている. 実偏極による量子化においてBS点が重要となることが次

の定理から示唆される.

定理 2.1 ([13]). Lagrangeファイバー束 π : (M,ω) → Bに関して, Mがコンパクトな

とき実偏極Pの方向に平行な切断のなす層SPのコホモロジーは

H∗(M,SP) =


0 (∗ ̸= 1

2
dimM)⊕

b∈BS

Γpar(π
−1(b), L|π−1(b)) (∗ =

1

2
dimM).

となる. ただし, BSはB内のBS点全体の集合, b ∈ BSに対してΓpar(π
−1(b), L|π−1(b))

は (L,∇)|π−1(b) の大域的平行切断全体のなす (1次元)ベクトル空間である. とくに,

dimH∗(M,SP) =
#BSとなる.



幾何学的量子化の処方箋を鑑みるとH = H∗(M,SP)と考えられるので, 定理 2.1は

実偏極による量子化が離散的に現れるBSファイバーたちに局所化する, ということを

示唆する.

前述のトーリック多様体は以下に説明するように, Kähler偏極と実偏極を同時に許容

する重要な例である. トーリック多様体は, 付随する運動量写像により特異ファイバー

を許容するLagrangeファイバー束の構造をもつことがよく知られている. 特異ファイ

バーは運動量写像の像として現れる凸多面体 1 の境界上の点の逆像として現れる. この

トーリック多様体上の特異ファイバーを許容する状況で,

• BS点の集合は付随する凸多面体内の格子点の集合 2に一致する.

• 正則切断の空間の次元は格子点の個数に一致する.

となることが知られている. とくに, 2つめの事実は代数幾何学において古典的なDanilov

の定理 ([2])として知られている. 実際には, より精密に, 正則切断の空間を多様体に作

用するトーラスの表現空間とみたとき, その表現は多面体内の格子点の定める1次元表

現の直和と同型になる. これらの事実は以下の2つのことを示唆する.

1. Kähler偏極による量子化と実偏極による量子化のそれらの対称性もこめた一致

2. Dirac作用素の指数(=Kähler偏極による量子化)の格子点の逆像(=BSファイバー)

への局所化

1.は量子化が偏極に依存するか?という問題に対するひとつの回答であり, Kähler偏極

による量子化をDirac作用素の指数 (=Riemann-Roch数), 実偏極による量子化をBS点

で生成されるベクトル空間とみなしてシンボリックに『RR=BS』などと表される. こ

の現象は, (Kählerr構造をもつ)非特異Lagrangeファイバー束の場合に知られていたも

のであり, 同様の『RR=BS』的な現象が

• Riemann面上の平坦接続のモジュライ空間 (Goldman系) [10]

• 旗多様体 (Gelfand-Cetlin系) [9]

に対しても成立することが知られている.

本研究の目的は, この『RR=BS』的な現象を, Dirac作用素の指数のある種の局所化

のメカニズムを通じて幾何学的/直接的に理解する, ということにある.次節で, その理

解に向けて古田幹雄氏 (東大数理)と吉田尚彦氏 (明治理工)との共同研究により構築し

た, 開Riemann多様体上の指数理論の一般的な枠組みを説明する.

1この多面体はDelzant多面体という特殊な多面体として特徴づけられる.
2境界上の点の上のファイバーは特異ファイバーであるが, 次元の低いイソトロピックトーラスとなる
ので, BSファイバーの条件がそのまま適用できる.



3. ファイバーに沿ったDirac作用素の摂動と指数の局所化

3.1. プロトタイプ

天下り的ではあるが以下のようなデータ (M,W, V, U, π,Dπ)を考える.

1. コンパクトとは限らないRiemann多様体 M .

2. M上のZ/2-次数付きClifford加群束 W .

3. Mの開集合V であって補集合M \ V がコンパクトとなるもの.

4. V は閉多様体をファイバーとするファイバー束の構造π : V → Uをもつ. ただし,

UもRiemann多様体であってπはRiemannian沈めこみである.

5. V 上のファイバーに沿ったZ/2-次数付きDirac型作用素Dπであって, 底空間方向

のClifford積と反可換なもの. すなわち, DπはW |V の切断の空間に作用する微分
作用素Dπで次をみたすもの.

(a) Dπはπのファイバー方向の微分のみ含む. すなわち, U上の関数のπによる

引き戻しによる掛け算作用とDπは可換である.

(b) Dπの πのファイバー π−1(b)への制限はW |π−1(b)に作用する Z/2-次数付き
Dirac型作用素である.すなわち, Dπ|π−1(b)は1階の形式的自己共役作用素で

あってその主表象はClifford作用である.

(c) DπはU方向のClifford積と反可換である. すなわち, Uの任意の接ベクトル

vに対して, πによるvの水平持ち上げとして定まるファイバー上のベクトル

場を ṽとするとき, ṽによるClifford積とDπは反可換である.

これらのデータに加えて, Wに作用するZ/2-次数付きDirac型作用素DとM上の滑ら

かな関数ρ : M → [0, 1]であって, M \ V 上で恒等的に0, その適当なコンパクト近傍の

補集合上で恒等的に 1,となるものを任意に固定する. このとき, 次の形のDの摂動を

考える.

Dt := D + tρDπ : Γ(W ) → Γ(W ) (t ≥ 0). (1)

摂動(1)はWitten[17]がPoincaré-Hopfの定理およびMorseの不等式をDirac作用素の指

数の局所化として理解するために導入した摂動のある種の無限次元版である. Mが閉多

様体の場合,任意の t ≥ 0に対してDtが楕円型であることから, DtはFredholm作用素と

なり,指数のホモトピー不変性から ind(Dt) = ind(D)となる. この ind(M,W ) := ind(D)

は (M,W )の位相不変量であり, Atiyah-Singerの指数定理により特性類の積分として記

述される. Mが閉多様体とはかぎらない場合の次の定理が我々の理論のプロトタイプ

である.

定理 3.1 ([6]). 任意の b ∈ U に対して ker(Dπ|π−1(b)) = 0とする. さらに, V がシリン

ダー状の端をもち, 与えられたデータが平行移動に関して不変であると仮定する.

1. M = V のとき, 十分大きい任意の tに対してker(Dt) = 0となる.

2. M = V とは限らない場合, 十分大きい任意の tに対して ker(Dt)は有限次元とな

り, その解析的指数 ind(Dt)は tによらない. さらに, ind(Dt)は与えられたデータ

の連続変形に関する不変性, 切除公式および和公式をみたす.



定義 3.1. この ind(Dt)を (M,W, V, U, π,Dπ)の局所指数あるいは相対指数といい,

ind(M,V ) = ind(M,V,W ) = ind(M,W, V, U, π,Dπ) := ind(Dt)

とかく.

定理 3.1の証明のカギは, Laplace型作用素 (Dt)
2の V 上でのスペクトルギャップを

示すことにある. シリンダー状の端でない場合も, V を適当な超曲面で切り取りシリン

ダー状の場合に帰着させることで ind(M,V )が定義できる. 切り取り方に依存しないこ

とは定理 3.1の1.からわかる. この事実は ind(M,V )に対する切除公式そのものであり,

その性質が指数の局所化に直結する : Mが閉多様体の場合を考える. M \ V の任意の
開近傍Nに対して, 切除公式より

ind(M,W ) = ind(M,V,W ) = ind(N,N ∩ V,W |N∩V )

となる. この等式は, ind(M,W )がコンパクトな部分集合M \ V の近傍で定義される

ind(N,N ∩V,W |N∩V )に一致する,すなわち ind(M,W )のM \V への局所化を意味する.

注意 3.2. この枠組みは 「条件をみたす構造があれば指数がその構造が定義されてい

ない部分に局所化する」ということを意味する. しかし, 局所化した部分の連結成分ご

とに局所的な寄与がどうなるかについては何も述べていない. 後述する応用例におい

ても, 具体的な寄与がいくつになるかは個別に方針を考え計算を実行する必要がある.

3.2. 非特異Lagrangeファイバー束の場合

3.1節における構造 (M,W, V, U, π,Dπ)は, 特異ファイバーをもたないLagrangeファイ

バー束から自然に構成される 3. まず, (M,ω)を前量子化束 (L,∇) → (M,ω)をもつ 2n

次元閉シンプレクティック多様体とする. ωと整合的なMの概複素構造 Jから定まる

Riemann計量をgJとし, Jに関する反正則余接束のなす空間から定まるM上のZ/2-次
数付きClifford加群∧•T ∗M0,1にLをテンソルしたものをWLとする.　

定義 3.3. WLの切断の空間に作用するZ/2-次数つきDirac型作用素DL = D+
L ⊕D−

Lの

解析的指数

RR(M,L) := ind(DL) = ker(D+
L )− ker(D−

L ) ∈ K(pt) ∼= Z

をRiemann-Roch数という. ただし, K(·)は位相的K群であり, 次元を与える写像

dim : K(pt) → Zが同型を与える.

解析的指数のホモトピー不変性とωと整合的な概複素構造全体が可縮であることか

ら, RR(M,L)はJのとり方には依存しない.

次に, (M,ω)上に特異ファイバーをもたないLagrangeファイバー束の構造π : (M,ω) →
Bが存在する状況を考える. Arnold-Liouvilleの定理から, πのファイバーはn次元トー

ラスとなる. いま, TfiberMを π : M → Bのファイバーに沿った接束とすると, 直交射

影TM → TfiberMと gJから定まるLevi-Civita接続および∇を用いて, WLの切断の空

間に作用する πのファイバーに沿ったDirac作用素Dπが構成できる. さらに, Jをう

まく選ぶことによりDπの各ファイバー π−1(b)への制限がファイバー上の平坦直線束

3実際は, Lagrange ファイバー束がもつ構造で指数の局所化に必要なものを抽出したものが
(M,W,V, U, π,Dπ)である.



(L,∇)|π−1(b)に係数にもつHodge-de Rham作用素であるようにできる. さらにこの事実

からDπ|π−1(b)とB方向のClifford積の反可換性がしたがう. 一般にはker(Dπ|π−1(b)) = 0

とはならないが, 次の事実がカギとなる.

補題 3.2. 各 b ∈ Bに対して

ker(Dπ|π−1(b)) ∼= H∗(π−1(b), L|π−1(b))

が成立する. ただし, 右辺は平坦直線束 (L,∇)|π−1(b)を係数にもつ局所系のコホモロ

ジーである. さらに, これらが 0となる条件は b ∈ BがBohr-Sommerfelt点, すなわち

(L,∇)|π−1(b)が自明な平坦直線束となることである.

補題 3.2より, M内でのBSファイバーたちの補集合を V としU := π(V )とおくと,

任意の b ∈ Uに対して

ker(Dπ|π−1(b)) = 0

となる. したがってここで構成した (M,WL, V, U, π|V , Dπ|V )は定理 3.1の仮定を満た

す. したがって, 非特異Lagrangeファイバー束のRR数RR(M,L)がV の補集合, つま

りBSファイバーに局所化することがわかる. さらに, BSファイバーの近傍の標準形 (n

次元トーラスの余接束内の零切断の近傍)を用いて直接計算を実行することで, 各BS

ファイバーからの寄与は1となることがわかる. こうして次が得られる.

定理 3.3 ([1][6][11]). 非特異Lagrangeファイバー束π : (M,ω) → Bに対して, そのRR

数はBS点の個数に一致する. すなわち,

RR(M,L) = #BS

となる.

定理 3.3は, 非特異Lagrangeファイバー束に対しての spinc量子化と実偏極による量

子化が一致することを主張する等式である. 我々の指数の局所化によるもの以外にも

様々な証明がある. Andersen[1]は, RR数を与える特性類の積分がB上のBS点の数え

上げに一致することを示し, 指数定理を経由して等式を示している. 窪田 [11]は, ジョ

イントスペクトラルフローを用いた指数の局所化の理論を用いている. また, 最近吉田

尚彦は適当な条件をみたすLagrangeファイバー束上のDirac作用素の kerの元を具体

的に書き下すことで定理 3.3の等式およびその局所化を考察する試みを行っている. 山

下真由子は groupoid C∗環のK理論およびその指数理論により我々の局所化を再定式

化する試みを行っている.

定理 3.3を導く設定は特異ファイバーがある場合にも形式的には拡張可能である. つ

まり, BSファイバーと特異ファイバーの和集合を考え, その補集合をV とすれば, やは

りRR(M,L)がM \ V つまりBSファイバーと特異ファイバーの近傍に局所化する. し

かし, 例えばトーリック多様体の場合には特異ファイバーは運動量写像の像の多面体の

境界のファイバー上に連続的に現れ, それら特異ファイバーから意味のある (例えば特

異BSファイバーからの)寄与を取り出すには別のメカニズムが必要となる. 次節では

そのための精密化とその応用を議論する.

注意 3.4. 3.1節で説明したプロトタイプの非特異Lagrangeファイバー束以外への適用

例としてHamiltonian S1-作用の場合がある. 例えば [8]では, Hamilton S1-作用の場合



に指数の局所化を用いて量子化予想 ([Q,R]=0)を示し, 帰納法により一般のトーラス作

用の場合を示している. また, [5]では [8] の構成を拡張し, Hamilton S1-作用をもつ非

コンパクトなシンプレクティック多様体に対するある同変RR数の定義を与え, その指

数に対する [Q,R]=0を示した.

4. プロトタイプの精密化

トーリック多様体は, 特異ファイバーをもつLagrangeファイバー束であるが, その特異

ファイバーは次元の低いイソトロピックトーラス (つまり, 各ファイバーへのωの制限

は0になる)となっている. [7]では, この構造を抽象化した幾何学的構造を考えることで

定理 3.3で得られた指数の局所化の精密化を得ている. 一言で述べるなら, その構造は

多様体の開被覆とその上で定義された3.1節で説明した構造の族 (compatible fibration,

compatible system), である. その全容は技術的にやや煩雑な条件も含むので,ここでは

細部には踏み込まず具体例による要点のみを述べる.

例 4.1 (トーリック多様体上の compatible fibration). 4次元トーリック多様体として複

素 2次元の射影空間CP 2を考える. ただし, kを正整数としてシンプレクティック構造

はFubini-Study形式のk倍によるものを考える. よく知られているように, トーリック

多様体の構造は同次座標 [z1 : z2 : z3] ∈ CP 2を用いて (t1, t2) ∈ T 2 = S1 × S1に対して

(t1, t2) · [z1 : z2 : z3] := [t1z1 : t2z2 : z3]

で定まるT 2作用で与えられ, この作用に関する運動量写像µ : CP 2 → R2は

µ([z1 : z2 : z3]) =
k

|z1|2 + |z2|2 + |z3|2
(
|z1|2, |z2|2

)
となり, 像∆ := µ(CP 2)は (0, 0), (k, 0), (0, k)を頂点とする直角二等辺三角形になる. ∆

を単体複体とみなすことで, 各次元ごとの切片による自然な stratification

∆ = ∆(0) ∪∆(1) ∪∆(2)

が定まる. だだし, ∆(i)は∆の i次元切片であり, ∆(i) \∆(i−1)はいくつかの連結成分に

わかれる. その連結成分の各々を ∆
(i)
l とする. トーリック多様体の一般論により次の

事実が知られている :

逆像µ−1(∆
(i)
l )は i次元トーラスをファイバーとするイソトロピックトーラス束になる.

このトーラス束はT 2の適当な部分群G
(i)
l による半自由な作用

4により与えられる. 実

際には, 有限の固定化部分群をもつことがあるので, 厳密にはオービフォルドの意味の

ファイバー束になる. 例えば, 直角二等辺三角形∆の斜辺に対応する連結成分を∆
(1)
3 と

するとき, b ∈ ∆
(1)
3 に対してµ−1(b) ∼= S1であり, この逆像に含まれる点の固定化部分群

はdiag(S1) = {(t, t) ∈ T 2 | t ∈ S1}となる. このとき, G
(1)
3 = diag(S1)⊥ := {(t, t−1) ∈

T 2 | t ∈ S1} ∼= S1は逆像µ−1(∆
(1)
3 )に半自由に作用する. 逆像の各点でのこのG

(1)
3 -作

用に関する固定化部分群はdiag(S1) ∩ diag(S1)⊥ = {(1, 1), (−1,−1)} ∼= Z/2Zである.

4具体的には, 切片の情報から固定化部分群が決まり, T 2に適当に計量を固定することで, その直交部
分として部分トーラスを定める.



このようなファイバー束構造は各∆
(i)
l の開近傍を十分小さくとることで, その逆像

V
(i)
l 上まで自然に拡張し, CP 2の開被覆{V (i)

l }i,lと各開集合上で定義されたトーラス束
の族

{π(i)
l : V

(i)
l → U

(i)
l = V

(i)
l /G

(i)
l }i,l

が得られる. この族は (V i
l たちを十分小さくとることで)次の性質をもつ :

i < i′のとき, ∅ ̸= V
(i)
l ∩ V

(i′)
l′ ∋ xに対して (π

(i)
l )−1(π

(i)
l (x)) ⊂ (π

(i′)
l′ )−1(π

(i′)
l′ (x)).

このような,開被覆上で定義されたファイバー束の族であって, 共通部分上でファイバー

に包含関係のあるものは [7]では, good compatible fibrationとよばれている. 同様の構

成により, トーリック多様体上にトーラス束の族を構成し, good compatible fibration

の構造を定義することができる. 応用上, 特に我々の局所指数の積公式の定式化におい

て, 異なるファイバー間の包含関係という条件は強すぎる 5もので, 実際には [7]では包

含関係を仮定しない次に定義される compatible fibrationという構造 (と様々な技術的な

仮定)のもとで理論が展開される.

定義 4.2 (compatible fibration). 多様体V 上の compatibe fibrationとは以下の条件を

みたすデータ{πα : Vα → Uα}α∈Aのことである.

1. {Vα}α∈AはV の開被覆である.

2. 各α ∈ Aに対してUαは多様体であって, π : Vα → Uαは閉多様体をファイバーと

するファイバー束である.

3. 各α, β ∈ Aに対して

Vα ∩ Vβ = π−1
α (πα(Vα ∩ Vβ)) = π−1

β (πβ(Vα ∩ Vβ)).

例 4.3 (トーリック多様体上のcompatible systemとそのacyclicity). 例 4.1と同じ設定の

もと, CP 2上の標準束のk回テンソル積Lは前量子化束となり,複素構造から定まるZ/2-
次数付きClifford加群束とのテンソルによりZ/2-次数付きClifford加群束WL → CP 2を

得る. このとき, 各V
(i)
l 上には, イソトロピックトーラス束およびZ/2-次数付きClifford

加群束WL|V (i)
l

→ V
(i)
l があり, 3.2節でのLagrangeファイバー束の場合と同様の構成に

より, π
(i)
l のファイバーに沿ったDirac作用素D

(i)
l : Γ(W |

V
(i)
l
) → Γ(W |

V
(i)
l
)が得られる.

このようにして得られるファイバーに沿ったDirac作用素の族{D(i)
l }i,lは [7]で com-

patible systemとよばれている. M上のDirac作用素のこれらのデータを用いた摂動に

基づいて指数理論を展開しようと思ったとき, ある種の非退化性が必要となる. まず思

いつくのは, Lagrangeファイバー束の場合と同様に,ファイバー上での非退化性,つまり

b ∈ U
(i)
l に対して ker

(
D

(i)
l |

(π
(i)
l )−1(b)

)
= 0

という条件である. 実は,この条件はµ((π
(i)
l )−1(b)) ∈ Z2となること,さらには(π

(i)
l )−1(b)

がBSファイバーであることと同値である. この事実から, {D(i)
l }i,lを用いた摂動から

得られる局所指数により, Dirac作用素の指数, すなわちRiemann-Roch数のBSファイ

5ファイバーの包含関係という条件は直積で閉じていない.



バーへの局所化が期待される. この期待は実際に正しいのであるが, Dirac作用素の摂

動により指数理論を展開する際に技術的にポイントとなるのは次の事実である :

V
(i)
l ∩ V

(i′)
l′ ( ̸= ∅)上でD

(i)
l D

(i′)
l′ +D

(i′)
l′ D

(i)
l ≥ 0である.

実はこの例においては, i < i′とすると反交換子はD
(i)
l D

(i′)
l′ +D

(i′)
l′ D

(i)
l = (D

(i)
l )2 ≥ 0と

なることがわかる.

例 4.3で得られた構造を抽象化することで以下の定義にたどり着く.

定義 4.4 (Compatible systemとそのacyclicity). V をRiemann多様体, W → V をV 上

のZ/2-次数付きClifford加群束とする. V 上の compatible fibration{πα : Vα → Uα}α∈A
を考え,各α ∈ Aに対してUαもRiemann多様体であって πα : Vα → UαはRiemannian沈

めこみであると仮定する. 微分作用素の族{Dα}α∈A = {Dα : Γ(W |Vα) → Γ(W |Vα)}α∈A
であって, 各 α ∈ Aに対してDαが 3.1節のDπに対する条件 5(a)(b)(c)をみたすもの

を, {πα : Vα → Uα}α∈A上の compatible systemとよぶ. まとめて {Vα, πα, Dα}α∈Aを
compatible sytemということもある.

さらに, compatible system {Dα}α∈Aが以下の条件をみたすときacyclicであるという.

1. 各α ∈ Aと各 b ∈ Uαに対して, ker(Dα|π−1
α (b)) = 0.

2. 各α, β ∈ Aに対して, Vα ∩ Vβ上で反交換子DαDβ +DβDαは非負の微分作用素.

注意 4.5. Acyclicityの2つめの条件 (反交換子の非負性)は後述する摂動のFredholm性

を導くための十分条件として導入された. しかし, これは人工的な条件であってより自

然な条件に置き換えることができると期待している. 自然な条件としては,

各ファイバー上で{Dα}α∈Aの任意の加重平均のkernelが自明

というものが考えられる. なお, 上記のacyclicityはこの加重平均に対する条件を導く.

このような compatible systemという構造 {Vα, πα, Dα}α∈Aを用いて, 3.1節と同様の

設定と摂動を考える.

1. コンパクトとは限らないRiemann多様体 M .

2. M上のZ/2-次数付きClifford加群束 W .

3. Mの開集合V であって補集合M \ V がコンパクトとなるもの.

4. V 上の compatible fibration {πα : Vα → Uα}α∈A.

5. V 上の compatible system {Dα : Γ(W |Vα) → Γ(W |Vα)}α∈A.

さらに M上のDirac型作用素 D : Γ(W ) → Γ(W )と, Mの開被覆 {Vα, V∞}α∈A (ただ

し, V∞はM \ V の十分小さい開近傍)に従属する1の分割{ρ2α, ρ2∞}α∈Aであって,

Vα ∩ Vβ ̸= ∅ のとき ρα は πβ のファイバー上定数関数



となるもの 6を考える. これらを用いて

Dt := D + t
∑
α∈A

ραDαρα (t ≥ 0)

という形の摂動を考える. このとき, 定理 3.1と同様に次の定理が得られる.

定理 4.1 ([7]). 上記設定において, {πα : Vα → Uα}αは good compatible fibrationであ

り, compatible system {Dα}αは acyclicであるとする. さらに, V はシリンダー状の端

をもち, W, {Vα, Uα, πα, Dα}α∈Aなどは平行移動に関して不変であると仮定する.

1. M = V のとき, 十分大きい任意の tに対してker(Dt) = 0となる.

2. M = V とは限らない場合, 十分大きい任意の tに対して ker(Dt)は有限次元とな

り, その解析的指数 ind(Dt)は tによらない. さらに, ind(Dt)は与えられたデータ

の連続変形に関する不変性, 切除公式および和公式をみたす.

定義 4.6. 定理 4.1において,

ind(M,V,W, {Vα, πα, Dα}α) = ind(M,V,W ) := ind(Dt)

をacyclic compatible system {Vα, πα, Dα}αの局所指数 (あるいは相対指数)という.

V がシリンダー状の端をもつとは限らない場合にも, プロトタイプの場合と同様に

シリンダー状に端を変形するという方針で ind(M,V,W )が定義される. そのような変

形を正当化するには技術的な条件がいくつか必要となるが, トーラス作用から定まる

compatible systemに対してはその条件はみたされる.

注意 4.7. Compatible fibrationに対する good, すなわち異なるファイバー束のファイ

バー間の包含関係という仮定は, DtのFredholm性を担保するための十分条件のひとつ

である. 実際, 包含関係のない compatible fibrationであっても (応用上十分一般的な)

適当な仮定のもとでDtのFredholm性が示せる. 例えば [4]では, 群作用とある種の整

合性をもつG-tangential compatible fibrationというクラスに対しての定式化を用いて

いる. そのような定式化のもとで, 局所指数 ind(M,V,W )に対する積公式が示される.

プロトタイプの場合と同様に, 閉多様体の場合にはDirac型作用素の指数が非acyclic

な部分M \ V へ局所化することが切除公式からわかる. 特に, トーリック多様体の場合

は運動量写像の像に含まれる格子点 (=BS点)上のファイバーが非 acylicな部分であっ

たので, トーリック多様体に対するDanilovの定理, つまり

トーリック多様体のDirac作用素の指数 (= RR数)は格子点に局所化する

という事実の指数の局所化に基づいた幾何学的な証明が得られる.

注意 4.8. 我々の指数理論において, シンプレクティック構造そのもの,例えばその非

退化性, は実は本質的ではない. 実際, [3]ではある種の退化を許容した 2次微分形式が

付与されたトーリックorigami多様体というクラスに対して同変RR数の局所化として

Danilov型の定理を示している.

6一般にはこのような 1の分割が存在するかは不明であるが, トーリック多様体の場合などトーラス作
用に由来する compatible fibrationに対しては群作用による平均化により構成できる.



5. 指数の同境不変性とその応用

我々が [7]で構築した acyclic compatible sytemに対する指数理論はある種の位相的な

理論である. つまり, 与えられたデータから得られる指数 ind(M,V,W )はデータの連続

的な変形のもとで不変である. ここで, データの変形とは, 例えば計量などの連続的な

変形が念頭にある. 一方で, コンパクト集合の補集合上で与えられた開被覆の取替えな

どの離散的なデータの変形のもとでの不変性は明らかでない. この点に関して, [4]では

開被覆のある非常に自然な取替えのもとでの指数の不変性を示した. カギになるのは,

acyclic compatible sytemの間の自然な同境 (コボルディズム)の定式化と, その同境の

もとでの局所指数の不変性 (同境不変性)である. ここでは, 典型的かつ応用上有益な例

においてその同境を説明する.

例 5.1. 0を含む小開区間 Iに対して, M := S1 × Iとし, V := S1 × (I \ {0})上の自
然な S1-束 V → I \ {0}を考える. 0 ∈ Iの十分小さい開近傍 I ′をとり V ′ := S1 × I ′

とおくと, 直積集合 M̃ := M × M 内の (S1 × {0}) × (S1 × {0})の補集合 Ṽ の開被覆

(V × V ) ∪ (V × V ′) ∪ (V ′ × V )上に積構造により compatible fibrtionが次のように定

まる :

• V × V 上でS1 × S1-束

• V ′ × V 上で{1} × S1(∼= S1)-束

• V × V ′上でS1 × {1}(∼= S1)-束

一方, M̃への自然なT 2 = S1 × S1-作用を用いて, Ṽ の開被覆 (V ×M) ∪ (M × V )上

にもう一つの compatible fibrationの構造が

• V ×M上でもM × V 上でもT 2-束

として定まる. Ṽ 上の2つの compatible fibrationを区別するために, 一つめの積構造

により定まる compatible fibrationを考えたものを Ṽ でなく Ṽprodと書くことにする.

いま, M 上で標準的なZ/2-次数付きClifford加群束W とファイバーに沿ったDirac

作用素DS1であって, r ̸= 0に対して ker(DS1 |S1×{r}) = {0}となるものをひとつとる 7.

(次数付きの)積を考えることで, この作用素が Ṽprod上の acyclic compatible systemを

誘導する.例えば, V ′×V 上では ϵ⊗DS1というファイバー (= S1)に沿ったDirac型作用

素を考える. ただし, ϵはWの元の次数により符号を与える写像である. これらのデー

タから M̃ \ Ṽprodに局所化した局所指数

ind(M̃, Ṽprod) (2)

が定義される8. また, Ṽ = (V ×M)∪(M×V )上にも各々の開集合上でDS1⊗id+ϵ⊗DS1

を考えることにより compatible systemが定義でき, Ṽ 上で acyclicとなる. ポイントは

作用素の二乗についての

(DS1 ⊗ id + ϵ⊗DS1)2 = (DS1)2 ⊗ id + id⊗ (DS1)2

7例えば M の座標を (x, r) として, シンプレクティック構造と計量は標準的なもの, x-方向を実部,
r-方向を虚部とみる複素構造を入れたとき, 自明束 W = C ⊕ C の切断に作用する作用素として

DS1 =

(
0 −∂x +

√
−1r

∂x −
√
−1r 0

)
という形の作用素を考えればよい.

8積公式によりこの指数はDS1が定めるM上の局所指数の二乗に一致する.



という等式から, (r1, r2) ̸= (0, 0)であるかぎりファイバー (S1 × {r1})× (S1 × {r2})上
でDS1 ⊗ id + ϵ⊗DS1がacyclicになることである. こうして Ṽ 上のacyclic compatible

systemからも局所指数

ind(M̃, Ṽ ) (3)

が定義される.

いま, M̃ × [0, 1]において, Ṽ × [0, 3
4
]上では Ṽprodの, Ṽ × [1

4
, 1]上では Ṽ の compatible

fibrationおよび compatible sytemを考えることにより Ṽ ×[0, 1]上のcompatible system

が構成でき, これは acyclicとなる. このような関係の一般化として, [4]では (acyclic)

compatible systemの間の同境を定義し, 局所指数の同境不変性を示した. 上述の Ṽ ×
[0, 1]上の compatible systemは Ṽprod上と Ṽ 上の acyclic compatible systemの同境を与

える. これらの帰結として次がわかる.

命題 5.1 ([4]). Ṽprodと Ṽ 上の 2つの acyclic compatible system は互いににコボルダン

トであり, 両者から得られる局所指数は一致する :

ind(M̃, Ṽprod) = ind(M̃, Ṽ ).

この例におけるMはトーリック (origami)多様体の特異ファイバーの局所モデルの

構成要素の一つであり, 命題 5.1における指数の一致は [3]で特異ファイバーからの寄

与を計算する際に重要な役割を果たしている.

6. 今後の展望

6.1. 残された問題

本研究のテーマである「RR=BSを幾何学的に理解せよ」という問題について, その雛

形というべき非特異Lagrangeファイバー束とトーリック多様体に対しては, 指数の局

所化の立場からの理解ができる. 講演者がこの問題を初めて意識したのは, Riemann

面上の平坦SU(2)接続のモジュライ空間に対する Jeffrey-Weitsmanの結果 [10]を知っ

たときである. しかし, 講演者の力不足と怠慢により, このモジュライ空間の場合に対

しては目標はまだ達成できていない. 困難のひとつは, 特異ファイバー (の近傍)の構

造の解析にある. このモジュライ空間はトーリック多様体に極めて近い構造をもって

いるが, 特異ファイバーとして球面などのトーリックの場合には現れ得ないものが存

在する. その特異ファイバーからの寄与を計算するためにその近傍の解析が必要とな

る. また, 異なるファイバー束のファイバーに沿ったDirc作用素同士の反交換子がうま

くコントロールできるような compatible fibrationをどう構成するかも問題である. 同

様の球面特異ファイバーをもつ重要な例として旗多様体上のGelfand-Cetlin系がある.

Gelfand-Cetlin系の方が扱いやすい側面もあるため, まずそちらで考察し, その結果を

もとにモジュライ空間の場合を考察する, というのが考えうるアプローチの一つである.

6.2. 無限次元化に向けて

近年, コンパクトLie群のループ群が作用する状況での同変指数の定式化や幾何学的量

子化の研究が活発にされている.

Loizides-Meinrenken[12]は, ループ群が作用する無限次元シンプレクティック多様体

に対して, その概複素構造からのClifford加群束 (スピノール束)の構成法を議論してい

る. Song[14]は準Hamilton空間のDirac作用素と代数的Dirac作用素の組み合わせとそ



れらのはり合わせにより半単純Lie群のループ群が作用する無限次元シンプレクティッ

ク多様体上のDirac作用素とその同変指数を定義している. 高田 [15, 16]はAbelianな

ケースにおいて, Clifford加群束の切断の空間やDirac作用素とみなせる対象をKK理

論および非可換幾何学の観点から (シンプレクティックとは限らない状況において)構

成している.

これらの研究の文脈, 特に高田によるAbelianな場合の理論において, 本研究の中心

テーマである指数の局所化を見出しその現象を摂動によって幾何学的に理解できるか,

という問いは自然であろう. この問いを考察するにあたって, Bohr-Sommerfeltファイ

バーの条件から定まる格子点的な情報をどのように抽出するかが問題となると思われる.
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