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概 要

種数 g ≧ 2の閉リーマン面のモジュライ空間Mg上の関数として, 最大単射
半径を値に取る関数 (最大単射半径関数) を考える。この関数は最大値をも
ち, 最大値は種数 gを用いて具体的に表される。この最大値を与えるリーマ
ン面を極値的という。本講演では種数が 2と 3の場合を中心に, 極値的リー
マン面の対称性及び極値的クライン面の複素ダブルについて考察する。また,
種数が 2の場合において, 双曲 8角形を用いて構成したタイヒミュラー空間
を導入し, 極値的リーマン面の分布を調べる試みをする。

1. 対称リーマン面
Mgを種数 g ≧ 2の閉リーマン面のモジュライ空間とする。これは複素 3g − 3次元の
オービフォールドである。Mgからそれ自身への写像σ = σgとして, 各リーマン面Sに
その複素共役リーマン面Sを対応させるものを考える。位数 2の反等角自己同型写像
(シンメトリー) を持つリーマン面を対称リーマン面という。あるいは, 実代数曲線と対
応するため実リーマン面ともいう。種数gの対称リーマン面全体の集合をMR

g で表す。
反等角自己同型写像を持つがどれも位数 2でないときアシンメトリック (asymmetric)

リーマン面という。あるいは擬実 (pseudo-real) リーマン面という。MR
g はσの固定点

集合Fix(σ)に含まれ, Fix(σ) \MR
g はアシンメトリックリーマン面から成る。Seppälä

([32]), Buser-Seppälä-Silhol ([7]) の結果より, MR
g は連結になることが知られている。

また, Fix(σ)\MR
g はすべてのg ≧ 2に対して空集合ではなく (Bujalance-Conder-Costa,

[4]), 低い種数の場合には連結性が判明しており, g = 2, 3のときは連結, g = 4のときは
非連結であり, 3つの連結成分からなる (Bujalance-Costa, [5])。Fix(σ)についての最近
の結果として次がある。

定理 1.1 (Costa-Hidalgo, [9]). Fix(σ)は連結である。

証明は,位数2n (n ≧ 2)の反等角自己同型写像τを持つ閉リーマン面S ∈ Fix(σ)\MR
g

に対して, O(S, τ) (向きを保つ同相写像による Sの変形空間で τ の共役を許容するも
の) が連結であること, MR

g が連結であること, そして両者は共通部分を持つことによ
る。共通部分の閉リーマン面の構成にはNEC群が使われている。
次節でNEC群を簡単に振り返る。

2. NEC群
H = {z ∈ C ; Imz > 0}を上半平面とする。非ユークリッド結晶群 (Non-Euclidean

crystallographic group ), 略してNEC群, とはAut±(H) = PGL(2,R)の離散部分Γで
H/Γがコンパクトとなるものをいう。
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ΓをNEC群とする。一般に, Γの生成元と関係式は次で表される。
生成元： xi, i = 1, . . . , r

ei, i = 1, . . . , k

cij, i = 1, . . . , k, j = 0, . . . , si
ai, bi, i = 1, . . . , g　 (H/Γが向き付け可能のとき)

di, i = 1, . . . , g　 (H/Γが向き付け不可能のとき)

関係式： xmi
i = 1, i = 1, . . . , r

e−1
i ci0cicisi = 1, i = 1, . . . , k

c2i,j−1 = c2ij = (ci,j−1cij)
nij = 1, i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , si

x1 · · · xre1 · · · eka1b1a−1
1 b−1

1 · · · agbga−1
g b−1

g = 1 (H/Γが向き付け可能のとき)

x1 · · · xre1 · · · ekd21 · · · d2g = 1　 (H/Γが向き付け不可能のとき)

g, r, kはそれぞれH/Γの位相的種数, ツノの個数, 境界成分の個数を表す。このときΓ

のシグネチャーσ(Γ)を次で定める。

σ(Γ) = (g;±; [m1, . . . ,mr]; {(n11, . . . n1s1), . . . , (nk1, . . . nksk)}),

符号“± ”は, H/Γが向き付け可能のとき“+”, 向き付け不可能のとき“−”とする。
H/Γの基本領域の双曲面積µ(Γ)は次で与えられる。

µ(Γ) = 2π

(
αg − 2 + k +

r∑
i=1

(
1− 1

mi

)
+

1

2

k∑
i=1

si∑
j=1

(
1− 1

nij

))
,

ここでH/Γが向き付け可能のときα = 2, 不可能のときα = 1である。Γ′がΓの指数有
限の部分群のとき, Riemann-Hurwitzの公式はµ(Γ′) = [Γ : Γ′]µ(Γ)で与えられる。
リーマン面が等角構造を備えるのに対し, クライン面は, 等角写像及び反等角写像を
座標変換に許す構造 (dianalytic structure)を備える。クライン面は向き付け可能 (すな
わちリーマン面) の場合もあり得る。Sを種数 g, 境界成分の個数 kのクライン面とし,

向き付け可能の場合は2g + k ≧ 3, 向き付け不可能の場合はg + k ≧ 3とするならば, S

はHのNEC群Γによる商空間H/Γとして与えられる。

3. クライン面のダブル
D = {z ∈ C ; |z| < 1}を単位円板とし, S = D/Γを種数g, 境界成分k > 0のクライン面
とする。ΛをΓの指数 2の部分群とするときD/ΛはSの 2重被覆 (ダブル) である。取
り得る2重被覆の数は次で与えられる。

定理 3.1 (Costa-Hall-Singerman, [8]). Sの2重被覆の数は2αg+2k−1− 1である。ここで
Sが向き付け可能のときα = 2, 向き付け不可能のときα = 1である。

主な2重被覆としては, 複素ダブル (complex double), オリエンティングダブル (ori-

enting double), ショットキーダブル (Schottky double) がある。複素ダブルの定義を与
える。

定義 3.2. S = D/Γに対してフックス群 Γ+ := Γ ∩ Aut(D)で与えられるリーマン面
D/Γ+をSの複素ダブルという。



4. 極値的リーマン面
種数 g ≧ 2の閉リーマン面 S の普遍被覆面として Dを使う。S には Dの双曲計量
2|dz|/(1− |z|2)から自然に計量が導かれる。任意の点p ∈ Sと r > 0に対して

Br(p) := {q ∈ S | dS(q, p) < r}

と定める。ここでdS(·, ·)はSにおける双曲距離である。rS(p)でSのpにおける単射半
径を表す。すなわち,

rS(p) := max{r > 0 | Br(p)はDの双曲半径 rの開円板と等長的}.

rmax(S) := maxp∈S rS(p)をSの最大単射半径という。rmaxはMg上の関数であり, 最大
値を持つ。

定理 4.1 (Bavard, [2]). rg := maxS∈Mg rmax(S)は次で与えられる。

cosh rg =
1

2 sin(π/(12g − 6))
.

最大値を与えるS ∈ Mgを極値的リーマン面と呼ぶ。定義よりSには半径 rgの円板
(極値的円板)が少なくとも一つ埋め込まれる。極値的リーマン面は,等角同値を除いて,

種数2の場合が9種類, 種数3の場合が1726種類存在する。g ≧ 4に対しては, oriented

maximal genus g Wicks formの同値類を調べることにより, 極値的リーマン面の種類
を与えるアルゴリズムが得られている (Vdovina, [34])。各極値的リーマン面に対して
極値的円板の埋め込み位置は判明している 。g = 2の場合はGirondo - González-Diez

[15]及びN [20], g = 3の場合はN [21]。
同様に極値的クライン面も定義できる。種数g ≧ 3の閉クライン面のモジュライ空間

Kg上の最大単射半径関数の最大値 r̃gは

cosh r̃g =
1

2 sin(π/(6g − 6))

であり, 極値的クライン面は種数6まですべて得られている (N, [26])。

5. 結果
極値的リーマン面の等角及び反等角自己同型写像は極値的円板の中心点の集合を不変
にするため次が導かれる。

定理 5.1. 任意の g ≧ 2に対してアシンメトリックな極値的リーマン面は存在しない。

NEC群を具体的に構成することにより, 種数 gの極値的かつ対称なリーマン面の列
{Sg}が構成できる。すなわち,

定理 5.2. すべての g ≧ 2に対して極値的対称リーマン面は存在する。

特に, g = 2, 3について次が成り立つ。

定理 5.3. Mext
g を種数 gの極値的リーマン面の集合とする。このとき

#(Mext
2 ∩MR

2 ) = 7, #(Mext
2 \ Fix(σ2)) = 2.

#(Mext
3 ∩MR

3 ) = 128, #(Mext
3 \ Fix(σ3)) = 1598.

定理 5.4. Sを種数3の極値的クライン面の複素ダブルで得られる閉リーマン面とする。
このときSは極値的ではない種数2の閉リーマン面である。



6. Schmutz Schallerによるタイヒミュラー空間
g ≧ 2とする。Schmutz Schallerは双曲 4g角形を用いてタイヒミュラー空間の構成を
行っている。

定義 6.1 (Schmutz Schaller, [31]). 次の条件をみたす双曲4g角形P = P (g)をSchmutz

多角形と呼ぶ ([31]では canonical polygonと呼んでいる)。ここで, 時計回りに辺を
a1, . . . , a4g, 角をα1, . . . , α4gとする。

(I) ajとaj+2gは同じ長さを持つ (j = 1, . . . , 2g),

(II)

4g∑
j=1

αj = 2π,

(III) 0 < αj < π (j = 1, . . . , 4g),

(IV) α1 = α2g+1,

(V)

g∑
j=1

α2j−1 +

2g∑
j=g+1

α2j =

g∑
j=1

α2j +

2g∑
j=g+1

α2j−1 (= π).

固定した gに対するSchmutz多角形全体の集合に同値関係を入れ, 位相を導入する。
Schmutz多角形の向かい合う辺を同一視することにより種数gの閉リーマン面S = S(P )

が得られる。逆に, 閉リーマン面からSchmutz多角形も構成できることに注意する。こ
のS(P )には, 辺a1, . . . , a4gから自然にマーキングが備わる。このようにしてタイヒミュ
ラー空間Tgが構成できる。
このアイデアに基づき, 測地的長さ関数を利用してT2の大域座標系を得た。

定理 6.2 (N, [24]). T2の埋め込みΦ : T2 → R7
>1; S 7→ (x1, . . . , x7)で次をみたすものが

存在する:

(i) |X| < 1, |Y | < 1, |Z| < 1;

(ii) X + Y + Z − 1 >
√
2(1−X)(1− Y )(1− Z);

(iii) A2 +B2 + C2 +D2 + 2ABCD − 2 = 2
√
(1− A2)(1−B2)(1− C2)(1−D2);

ここで

X :=
x4x7 − x1√

(x2
4 − 1)(x2

7 − 1)
, Y :=

x4x5 − x2√
(x2

4 − 1)(x2
5 − 1)

, Z :=
x5x6 − x3√

(x2
5 − 1)(x2

6 − 1)
,

A :=
x1 + x4 + x7 + 1√

2(x1 + 1)(x4 + 1)(x7 + 1)
, B :=

x2 + x4 + x5 + 1√
2(x2 + 1)(x4 + 1)(x5 + 1)

,

C :=
x3 + x5 + x6 + 1√

2(x3 + 1)(x5 + 1)(x6 + 1)
, D :=

x6 + x7 + x8 + 1√
2(x6 + 1)(x7 + 1)(x8 + 1)

,

x8 := x6x7 +
√
x2
6 − 1

√
x2
7 − 1 (XY Z −X

√
1− Y 2

√
1− Z2

−Y
√
1− Z2

√
1−X2 − Z

√
1−X2

√
1− Y 2).



7. 写像類群による作用
写像類群MCGgはタイヒミュラー空間Tg上に真に不連続に作用する。この節では, 種
数 2の極値的リーマン面の分布を調べるために, 写像類をいくつか与え, 我々のモデル
であるタイヒミュラー空間上での作用を調べる。

7.1. 周期的な元ω0

ω0 ∈ MCG2 を次で定める。各 S = (S, {A1, A2, A3, A4}) ∈ T2 に対して, 対応する
Schmutz多角形 P (S) (辺 a1, . . . , a8) を取る。 P (S)の辺のラベルを巡回させた多角
形を P̃ (S) (辺 a2, a3, a4, a1, a2, a3, a4, a1)とする。この P̃ (S)に対応する閉リーマン面
S̃ = (S̃, {A2, A3, A4, A1})をω0によるSの像と定める。明らかにω0は周期的であり, 固
定点S0 (双曲正8角形に対応する閉リーマン面) を持つ。

7.2. 非周期的な元ω1

写像類群MCG2の元ω1を次で定める。各S = (S, {A1, A2, A3, A4}) ∈ T2に対して, 対
応する Schmutz多角形P (S) (辺 a1, . . . , a8, 向かい合う頂点を結ぶ線分 b1, b2, b3, b4) を
取る。P (S)を線分 b1で切断し, 辺 a1と a5を貼り合わせてできる多角形を P̃ (S)とす
る。これは再び Schmutz多角形である。この P̃ (S) (辺 b1, a2, a3, a4, b1, a2, a3, a4) に対
応する閉リーマン面 S̃ = (S̃, {B1, A2, A3, A4}) をω1によるSの像と定める。すなわち,

S̃ = ω1(S), Φ(S) = (x1, . . . , x7)に対して

Φ(S̃) = Φω1Φ
−1(x1, . . . , x7) = (2x2

4− 1, x2, x3,
2x4(x4 + x7)− x1 − 1√

2(x1 + 1)
, x̃5, x̃6,

√
x1 + 1

2
),

ここで

x̃5 =
x5(2x4 + x7)− x2 +

√
(x2

5 − 1)(x2
7 − 1)(XY −

√
(1−X2)(1− Y 2))√

2(x1 + 1)
,

x̃6 =

x6(x4 + x7)−
√

x2
6−1√

x2
7−1

∣∣∣∣∣ x7(x4 + x7)− x1 − 1
√
1− x2

1 − x2
4 − x2

7 + 2x1x4x7√
1−W 2 W

∣∣∣∣∣√
2(x1 + 1)

,

W = X
√
(1− Y 2)(1− Z2) + Y

√
(1− Z2)(1−X2) + Z

√
(1−X2)(1− Y 2)−XY Z.

7.3. 非周期的な元ω2

写像類群MCG2の元 ω2を ω1と同様に次で定める。各 S = (S, {A1, A2, A3, A4}) ∈ T2

に対して, 対応する Schmutz多角形 P (S) (辺 a1, . . . , a8, 向かい合う頂点を結ぶ線分
b1, b2, b3, b4)を取る。P (S)を線分b2で切断し,辺a1とa5を貼り合わせてできる多角形を
P̃ (S)とする。これは再びSchmutz多角形であり,この P̃ (S) (辺b2, a3, a4, a2, b2, a3, a4, a2)

に対応する閉リーマン面 S̃ = (S̃, {B2, A3, A4, A2}) をω2によるSの像と定める。すな
わち, S̃ = ω2(S), Φ(S) = (x1, . . . , x7)に対して

Φ(S̃) = Φω2Φ
−1(x1, . . . , x7) = (2x2

5 − 1, x3, x8, x̃4, x̃5,

√
x1 + 1

2
, x̃7)

ここで, x8は定理 6.2で示したもの, x̃4はω1の x̃5, x̃5はω1の x̃6,

x̃7 =
x2 + x5x7 −

√
(x2

5 − 1)(x2
7 − 1)(XY −

√
(1−X2)(1− Y 2))√

2(x1 + 1)
,



双曲正8角形に対応する閉リーマン面S0の座標は

Φ(S0) = (5 + 4
√
2, 5 + 4

√
2, 5 + 4

√
2, 3 + 2

√
2, 3 + 2

√
2, 3 + 2

√
2, 3 + 2

√
2).

この閉リーマン面のω1による像ωm
1 (S0) (m = 1, 2, . . .)の座標は次のようになる。

Φ(S0)
ω17→



33 + 24
√
2

5 + 4
√
2

5 + 4
√
2

13 + 9
√
2

9 + 7
√
2

5 + 3
√
2

1 +
√
2


ω17→



661 + 468
√
2

5 + 4
√
2

5 + 4
√
2

59 + 42
√
2

43 + 30
√
2

19 + 14
√
2

3 + 2
√
2


ω17→



14017 + 9912
√
2

5 + 4
√
2

5 + 4
√
2

273 + 193
√
2

197 + 139
√
2

89 + 63
√
2

13 + 9
√
2


ω17→ · · · .

次に, ω2による作用を調べる。

Φ(S0)
ω27→



33 + 24
√
2

5 + 4
√
2

5 + 4
√
2

9 + 7
√
2

5 + 3
√
2

1 +
√
2

5 + 3
√
2


ω27→



85 + 60
√
2

5 + 4
√
2

5 + 4
√
2

19 + 14
√
2

3 + 2
√
2

3 + 2
√
2

3 + 2
√
2


ω27→



33 + 24
√
2

5 + 4
√
2

5 + 4
√
2

13 + 9
√
2

9 + 7
√
2

5 + 3
√
2

1 +
√
2


ω27→ · · · .

このように座標はZ[
√
2]の数で表せることが予想される。

次に, 極値的リーマン面のωm
1 (m = 1, 2, . . .) による像を調べる。ここで極値的リー

マン面 S1 は, 双曲正 18角形の辺の貼り合わせ写像 fij により生成されるフックス群
⟨f1,4, f2,6, f3,7, f5,8, f9,18, f10,13, f11,15, f12,16, f14,17⟩に対応するものとする。S1のマーキン
グの取り方の一つとして, 双曲正18角形からSchmutz多角形を構成し, その4つの辺を
用いて与える。これにはS1の6個あるワイエルシュトラス点の位置情報が重要である。
双曲正多角形を基本領域に持つ種数2の閉リーマン面に対しては, そのワイエルシュト
ラス点の位置はKuusalo-Näätänen [19] により完全に得られている。基準とするワイエ
ルシュトラス点w (純虚数に正規化) は次を選んでいる。

w =
2i cos(2π/9)

√
−4 + csc2(π/18)

√
3 csc(π/18) + 2

√
2(2 + cos(π/9) + cos(2π/9) + sin(π/18))

.

このときのS1の座標は煩雑なため近似値で表す。

Φ(S1) = (112.2, 5.851, 5.851, 22.43, 63.33, 22.43, 5.411).

Φ(S1)
ω17→



1005.5

5.851

5.851

75.52

211.2

73.89

7.522


ω17→



11404.6

5.851

5.851

257.1

718.6

251.1

22.43


ω17→



132206.

5.851

5.851

876.2

2449.

855.5

75.52


ω17→



1535460.

5.851

5.851

2986.

8346.

2915.

257.1


ω17→ · · · .



Φ(S1)
ω27→



8019.6

5.851

112.2

211.2

73.89

7.522

23.17


ω27→



10918.3

112.2

5.851

251.1

22.43

63.33

22.43


ω27→



1005.5

5.851

5.851

75.52

211.2

73.89

7.522


ω27→



89249.7

5.851

112.2

718.6

251.1

22.43

63.33


ω27→ · · · .

T2に適切な距離を導入し, 挙動を解析することが今後の課題である。
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