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Bose-Einstein 凝縮モデルにおける温度効果

福泉　麗佳 (東北大学大学院情報科学研究科)∗

1. 序
この講演では, 正の温度を持つ Bose-Einstein 凝縮のモデル方程式として使用されてい
る以下の方程式について考える.{

dX = (i+ γ)(HX + ηX − λ|X|2X)dt+
√
2γdW, t > 0, x ∈ Rd,

X(0) = X0.
(1)

ここで, V (x) = |x|2とし, H = ∆− V (x), γ > 0, η ≥ 0 である. 未知関数 X はフィル
トレーション (Ft)t≥0 を備えた確率空間 (Ω,F ,P) 上の複素数値確率場である. 確率過
程 (W (t))t≥0 は L2(Rd,C) 上の (Ft)t≥0-柱状 Wiener 過程, つまり時空ホワイトノイズ
とする.

この方程式は, 絶対零度での Bose-Einstein 凝縮のモデル方程式に熱的効果としてノ
イズと散逸項を付加したものであり, 凝縮体周辺の非凝縮粒子と凝縮体の相互作用 ([1])

や, (ノイズの前の係数を変化させることで) 急冷クエンチによる渦生成 ([10]) の観察
に使用されている. [8] では, V ≡ 0 の場合に熱 (Gibbs) 平衡状態を調べ, 相転移温度の
周辺において相転移分類を行っている. この講演では, これらの物理的背景を動機とし
た, 方程式 (1) の数学的な研究結果 1を紹介する. 特に, 時間無限大で解の分布が Gibbs

分布に指数的に収束すること, つまり, ((1) の係数 γ のバランスでは,) 相転移が起こら
ないことを厳密に証明する.

2. 先行結果と主定理
以降, 常に d = 1 とする. 作用素 H の固有関数 (エルミート関数) を{hn}n≥0 とすると
Hhn = −λ2

nhn, λn =
√
2n+ 1 であり, L2(R,R) の正規直交基底となっている.

まずは, 方程式 (1) の局所解の存在結果から紹介する.

命題 1. γ > 0, η ≥ 0, λ = 1, p ≥ 3 とする. また 任意の T > 0 を固定する.

X0 ∈ Lp(R) とする. このとき停止時刻 T ∗ = T ∗
X0,ω

> 0 と, (Ft)t≥0-適合した方程式 (1)

の一意解 X(·) ∈ C([0, T ∗), Lp(R)) が存在し, 次のいずれかが成立する: T ∗ = T また
は lim sup

t→T ∗
|X(t)|Lp(R) = +∞.

この命題は λ = −1 の場合も成立するが, ここでは λ = 1の場合だけ考える. 次に解
を大域化したい. そのためにまずは, 方程式 (1) が不変 Gibbs 測度を持つことを示す.

Gibbs 測度とは形式的には正規化定数の差を除いて,

ρ(du) = e−S(u)du
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の形で書けるものである. ここで S は γ = 0 の場合のハミルトニアン, つまり

S(u) =
1

2

∫
R
|(−H)1/2u|2dx− η

2

∫
R
|u|2dx+

λ

4

∫
R
|u|4dx,

である. Gibbs 測度 ρ は方程式 (1) の時間発展に関する不変測度であることが期待さ
れる. この不変性を用いて, 測度ρ に関してほとんどすべての初期値, つまり ρ-a.e. X0

に対して (1) の大域解を得る:

定理 1. γ > 0, η ≥ 0, λ = 1, p ≥ 3 とする. ρ-可測集合 O ⊂ Lp(R) が存在して, 次の
(1)と (2) を満たす.

(1) ρ(O) = 1,

(2) X0 ∈ O に対して, 方程式 (1) の一意解 X(·) ∈ C([0,∞), Lp(R)) が存在する.

さらに, 測度 ρ は方程式 (1) の推移半群 (Pt)t≥0 に対して不変である.

定理 1によって,推移半群 (Pt)t≥0 は任意の t ≥ 0と p ≥ 3に対し, L2((Lp(R), dρ),R)
上で意味を持ち, 連続であることがわかる. 実は, p ≥ 3 に対して, Pt は Lp 上の Borel

有界関数の集合上で定義でき, 強 Feller 性と既約性を持つことがわかる. その結果とし
て, 以下の定理が得られる.

定理 2. γ > 0, η ≥ 0, λ = 1, p ≥ 3 とする. 任意の X0 ∈ Lp(R) に対して, 方程式 (1)

の一意解 X(·) ∈ C([0,∞), Lp(R)) が存在する.

最後に, 方程式 (1) の複素係数部を除いた方程式

dY = γ(HY + ηY − λ|Y |2Y )dt+
√

2γdW (2)

を仲介させることによって, 定理 1 で大域的に定義された解の分布が指数的に時間無
限大でGibbs 分布に従うことが得られる.

定理 3. γ > 0, η ≥ 0, λ = 1, p ≥ 3 とする. さらに ϕ ∈ L2((Lp, dρ),R) とし,

ϕ̄ρ =
∫
Lp ϕ(y)dρ(y)とおく. このとき u(t, ·) := Ptϕ(·)は t → ∞のとき, L2((Lp, dρ),R)

の意味で指数的に ϕ̄ρ へ収束する, より正確には,∫
Lp

|u(t, y)− ϕ̄ρ|2dρ(y) ≤ e−2γt

∫
Lp

|ϕ(y)− ϕ̄ρ|2dρ(y)

が成り立つ.

注 2.1. より一般の非線形項 |X|2σX の場合は, これらの定理が p > 2 かつ p ≥ 2σ+1

という条件で成り立つ. Doob の定理 ([7]) により, 強 Feller 性と 既約性から測度 ρ の
一意性が従う.

関連した先行結果を述べる. Barton-Smith [2]が, V ≡ 0, 任意の空間次元d, Dirichlet

有界領域 D上で (1) を考え, Lp(D)(p ≥ 2) での大域解の存在, かつ不変測度の存在と
一意性を λ = ±1 の場合に示している. しかしながら, 大域解を得るために散逸係数
γ の大きさに制限がかかり, また, 得られた不変測度が Gibbs 測度であるという議論は
なく, 不変測度への収束も示していない. 近年, Carlen-Fröhlich-Lebowitz [5] によって
V ≡ 0, λ = −1 の場合, 1次元周期境界条件とノイズにある程度の滑らかさの仮定のも
と, 方程式 (1) の線形部分を改変したモデルに対して, 対応する Gibbs 測度の構成とそ
の測度への指数収束が示されている.



この講演で紹介する手法は, λ = 1 かつ空間1次元というシンプルな場合ではあるが,

先行結果のGibbs 分布への収束証明等を簡素化し, 一括するものである. さらに, この
結果により全ての γ > 0 (かつ任意の初期値) に対して大域解を構成できることになる.

調和ポテンシャル V (x) = |x|2 を伴うことで, 対応する固有関数 hn の n に関する挙
動が有界領域や周期境界条件の場合と比較して悪くなることから, Gibbs 測度のサポー
トは Banach 空間 Lp (p > 2) 上となり, 基本的に扱う空間が Hilbert空間 L2 である有
界領域上や周期境界条件の場合 [2, 5] より数学的正当化は複雑である.

Burq-Thomann-Tzvetkov [4] では, ハミルトン系 (γ = 0) で, V (x) = |x|2, d = 1の場
合に Gibbs 測度を構成し, Gibbs 測度の不変性を利用してほとんどすべての初期値に
対して正則性の低い Sobolev 空間で解の大域存在を証明している. この γ = 0 の場合
の結果をしばしば活用する. 実際, 上述の定理 1 では, [4] で構成された Gibbs 測度 ρ

が方程式 (1) の時間発展に対する不変測度でもあることを確認することからはじまる.

このアブストラクトには, 鍵となるアイデアを最も簡単な形で解説することを試み
る. 以下で紹介する形式的な計算を厳密に正当化するためには次のような有限次元近
似を使用する.

dX = (i+ γ)(HX + ηSNX − λSN(|SNX|2SNX))dt+
√
2γΠNdW, X(0) ∈ EN (3)

ここで, EN はエルミート関数で張られた複素ベクトル空間 EN = span{h0, h1, ..., hN}
であり, ΠN は EN 上への射影作用素で ∥ΠN∥L(L2,L2) ≤ 1を満たす. SN も EN 上への
射影であるが,

SN

( ∞∑
n=0

cnhn

)
:=

∞∑
n=0

χ
( 2n+ 1

2N + 1

)
cnhn = χ

( H

2N + 1

)( ∞∑
n=0

cnhn

)
, cn ∈ C

で定義されるものである. ただし, χ は cut-off 関数で χ ∈ C∞
0 (−1, 1), かつ [−1

2
, 1
2
] 上

で χ = 1 を満たすものとする. [4] により, すべての p ∈ [1,∞] に対してSN は Lp か
ら Lpへの, N について一様な, 有界作用素であることがわかっている.

また, 簡単のため, η = 0 の場合のみ考え, 3.7節に, η > 0 の場合に採用するアイデア
を少し述べるにとどめる. 一般空間次元の場合は Renormalization を用いた, より洗練
された解析が必要となる.

3. 証明の概略
以降, λ = 1 を代入して述べる.

3.1. Gibbs 測度

まずは, 上で形式的に述べた Gibbs 測度を正確に定義する.

ρ(du) = Γ−1e−S(u)du

= Γ−1e−
1
4

∫
R |u|4dxe−

1
2
((−∂2

x+x2)u,u)L2du

の線形部分に相当する後方部は, u =
N∑
k=0

(ak + ibk)hk, (ak, bk) ∈ R2 に対して, 有限次元

空間上のガウス測度

µN(du) =
N∏
k=0

λ2
k

2π
e−

λ2k
2
(a2k+b2k)dakdbk



を分布に持つランダム級数

φN(ω, x) =
N∑
k=0

√
2

λk

gk(ω)hk(x), (gk ∼ NC(0, 1), 独立) (4)

の L2(Ω, Lp(R,C)) (p > 2) での収束先 φ := limN→∞ φNによって生成される Lp(R,C)
(p > 2) 上の測度 µ として定義する:

µ(du) = e−
1
2
((−∂2

x+x2)u,u)L2du.

これにより, 任意の p > 2 に対して, suppµ ⊂ L4 ∩ Lp なので, (λ = 1 のおかげで)

exp(−1
4
|u|4L4) ∈ L1(Lp, dµ), したがって上の ρ は意味を持ち, Γ =

∫
Lp e

− 1
4
|u|4

L4µ(du) で
ある. この, Lp(R,C), p > 2 という空間は以下の考察からも見ることができる.

dZ = (i+ γ)(∂2
x − x2)Zdt+

√
2γdW

の定常解を Z∞(t) と書くことにする. つまり,

Z∞(t) =
√
2γ

∫ t

−∞
e−(t−s)(i+γ)(−∂2

x+x2)dW (s),

であり, すべての t で常に分布が同じである. これを記号で L(Z∞(t)) = L(Z∞(0)) と
書く. 今, Z∞(t) を基底 {hk}k≥0 を用いて表現すると,

Z∞(t) =
√

2γ
∑
k∈N

(∫ t

−∞
e−(t−s)(i+γ)λ2

kdβk(s)
)
hk

となり,

L
(√

2γ

∫ 0

−∞
es(i+γ)λ2

kdβk(s)
)
= NC

(
0,

2

λ2
k

)
であるから, 上述の級数表示 (4) と比較すると Z∞(t) の分布はガウス測度 µ と等しい
ことがわかる. 上の具体表示により, Z∞はガウス型確率変数であることから正の整数
m に対して,

E(|Z∞(t, x)|2m) ≤ CmE(|Z∞(t, x)|2)m ≤ Cm

(∑
k∈N

|hk(x)|2

λ2
k

)m
と評価できるので, 2m ≥ pを満たす p に対して, Minkowski の不等式によって

|Z∞(t)|L2m
ω (Lp

x) ≤ Cm

∣∣∣∑
k∈N

|hk(x)|2

λ2
k

∣∣∣1/2
L
p/2
x

≤ Cm

(∑
k∈N

|hk(x)|2Lp
x

λ2
k

)1/2
がわかる. 右辺に現れた |hk|Lp の λk に関するオーダーはKoch-Tataru [9] の結果と補
間不等式によって以下のようになる.

|hk|Lp(R) ≤ Cpλ
− 1

6
θ(p)

k ,

ただし,

θ(p) =

{
1 if p ≥ 4,

2− 4
p

if 2 ≤ p ≤ 4.

λ2
k = 2k + 1 であったので, 最右辺の無限級数が収束するためには p > 2, すなわち, 任
意のm ≥ p/2 > 1に対して, Z∞ ∈ L2m(Ω;Lp). つまりZ∞ ∈ Lp a.s. であり, p > 2 に
対して ρ(Lp) = 1 が従う.



注 3.1. 同様の計算により, Kolmogorov テストから,

sup
t∈[0,T ]

|Z(t)|Lp ≤ MT,p a.s. (5)

も従う.

3.2. 局所解の構成

v を 以下の方程式の解とする.

∂tv = (i+ γ)(∂2
xv − x2v − |v + Z∞|2(v + Z∞)), t > 0, x ∈ R

求めたい解は X = v +Z∞ と書けるので v が時間局所的に存在することがいえればよ
い. Mehlerの公式により線形部分の半群が以下のような評価式を満たすことは容易に
わかる. 十分小さい t > 0 に対して,

|et(i+γ)(∂2
x−x2)f |Lr(R) ≤ Ct−

1
2l |f |Ls(R), 0 ≤ 1

r
≤ 1

r
+

1

l
=

1

s
≤ 1.

縮小写像を作る際に非線形項を取り扱うことから p ≥ 3 という条件が必要になるが
T ∗ > 0 が存在して, X ∈ C([0, T ∗), Lp) が示せる.

注 3.2. ここで, 解を大域化しようと考えた場合, エネルギー法による Lp の a priori

評価を導出することも可能であるが, パラメータ γ に制限がかかる ([2]). したがって,

ここではすべての γ > 0 に対して大域化を行う方法を考える. それが不変測度を用い
る方法である.

3.3. Gibbs 測度の不変性

Gibbs測度が方程式 (1) の時間発展に対する不変測度であることを形式的に計算して
みる. 実際には有限次元近似が必要である. まずは方程式 (1) を以下の形に書く.

dX = −J∇XS(X)dt− γ∇XS(X)dt+
√

2γdW, X(0) = y

ここで,

J =

(
0 −1

1 0

)
: R2 → R2.

方程式 (1) の推移半群を Pt とする. すなわち, ϕ ∈ Cb(L
p) に対して, Ptϕ(y) =

E(ϕ(X(t, y))) とする. P ∗
t ρ = ρが成り立つとき, ρ は不変測度であるという. 今, L

を推移半群 Pt の生成作用素とすると,

Lϕ(y) = lim
t→0

Ptϕ(y)− ϕ(y)

t
.

であるので, ρ が不変であることを確認するためには∫
Lp

(Lϕ)(y)ρ(dy) = 0 (6)

を示せばよい. 一方で, E(ϕ(X(t, y))) に伊藤の公式を使うことで

(Lϕ)(y) = γ∆yϕ(y)− γ(∇yϕ(y),∇yS(y))L2 − (∇yϕ(y), J∇yS(y))L2



と具体形がわかる. これを (6) に代入し, 部分積分と Tr(∇yJ∇y) = 0から,∫
Lp

(Lϕ)(y)ρ(dy)

=

∫
Lp

[
γ∆yϕ(y)− γ(∇yϕ(y),∇yS(y))L2 − (∇yϕ(y), J∇yS(y))L2

]
e−S(y)dy

= γ

∫
Lp

∆yϕ(y)e
−S(y)dy + γ

∫
Lp

(
∇yϕ(y),∇y(e

−S(y))
)
L2
dy

−
∫
Lp

(
∇yϕ(y), J∇y(e

−S(y))
)
L2
dy = 0.

注 3.3. −J∇XS(X)dt の項がない方程式 (2) に対しても ρ が同様に不変測度であるこ
とがわかる.

3.4. ほとんどすべての初期値に関する解の大域化

この節のアイデアは元来 Bourgain [3] が提唱したものであるが, Da Prato-Debussche

[6] に従って, 確率偏微分方程式の解の大域化に応用する.

T > 0, p ≥ 3としたとき, ある定数 CT > 0 が存在して∫
Lp

E
(

sup
t∈[0,T ∗)

|X(t,X0)|Lp)ρ(dX0) ≤ CT

が成立することを形式的に見る.(実際には再び有限次元近似で正当化する必要がある.)

この事実が示せると,

ρ(X0 ∈ Lp; sup
t∈[0,T ∗)

|X(t,X0)|Lp < +∞) = 1

が従う. 方程式 (1) を mild form で書くと,

X(t) = et(i+γ)(∂2
x−x2)X0 − et(i+γ)(∂2

x−x2)Z∞(0)

+

∫ t

0

e(t−s)(i+γ)(∂2
x−x2)(|X|2X)(s)ds+ Z∞(t).

性質 (5) から,∫
Lp

E
(

sup
t∈[0,T ∗)

|X(t,X0)|Lp

)
dρ(X0)

≤ C

∫
Lp

E|X0|Lpdρ(X0) + CE
∫
Lp

∫ T

0

|X(s,X0)|3L3pdsdρ(X0) +MT,p.

ここで, ρ の不変性を用いると∫ T

0

∫
Lp

E|X(s,X0)|3L3pdρ(X0)ds =

∫ T

0

∫
LP

|X0|3L3pdρ(X0)ds

≤
∫ T

0

∫
LP

|X0|3L3pdµ(X0)ds.

L(Z∞(s)) = µ であるので, 右辺は
∫ T

0
E(|Z∞(s)|3L3p)ds に等しく, 再び (5) により, ある

定数CT で押さえられることがわかる.



3.5. Gibbs 測度への収束性

γ > 0 とする. 解分布の収束には Poincaré 不等式: 任意の ϕ ∈ C1
b (L

p) 対して,∫
Lp

|∇yϕ(y)|2L2dρ(y) ≥
∫
Lp

|ϕ(y)− ϕ̄ρ|2dρ(y) (7)

を使用する. ここで, ϕ̄ρ =
∫
Lp ϕ(y)dρ(y) としたが ϕ̄ρ = 0 としても一般性を失わない.

さて, この不等式 (7) が成立すると仮定する. u(t, y) = Ptϕ(y)とし, Pt の生成作用素を
L とすると, 3.3 節と同様の計算から L はLu2(y) = 2γ|∇yu(y)|2L2 +2u(y)(Lu)(y) を満
たし, 測度 ρ の不変性から

0 = 2γ

∫
Lp

|∇yu|2L2dρ(y) +
d

dt

∫
Lp

|u(t)|2dρ(y).

したがって (7) により, d
dt
|u(t)|2L2(Lp,dρ) ≤ −2γ|u|2L2(Lp,dρ), つまり, |u(t)|L2(Lp,dρ) ≤

e−γt|ϕ|L2(Lp,dρ). ただし, この計算も形式的であり, 有限次元近似により正当化する.

注 3.4. Poincaré 不等式は測度の性質のみを表しているので, (1) を介して証明する必
要はなく, 同じ不変測度 ρ を持っている (2)を介して示せばよい. 方程式 (2) の性質
は非常に良く調べられており (例えば [7]), 対応するハミルトニアン中の非線形ポテン
シャル項が今の場合凸なので, Poincaré 不等式が成り立つということは知られている.

3.6. 任意の初期値に対する解の大域化

次に, 任意の初期値に対して解を大域化する方法を紹介する. Coupling 法により次の
命題が示せる.

命題 2. (強フェラー性) γ > 0, p ≥ 3 とする. 任意の ϕ ∈ Bb(L
p(R)) と任意の t > 0

に対して, Ptϕ は Lp(R)上の連続関数である. さらに, 任意の T > 0 に対して, 定数
cγ(T ) が存在して, すべての X0 + h ∈ O を満たす X0 ∈ O と h ∈ Lp(R) について

|PTϕ(X0 + h)− PTϕ(X0)| ≤ cγ(T )∥ϕ∥L∞(Lp)

(
T−1+ 1

p + 1
) (

|X0|Lp(R) + 1
)2 |h|Lp(R).

が成立する.

この命題から Pt はO 上だけでなく Lp 全体で定義され, また, Z∞ の既約性から O
は Lp で稠密である. Prokhorov, Skorohod の定理により, 確率空間 (Ω̃, F̃ , P̃) が存在し
その上で定義されたマルチンゲール解 X̃(t,X0) があって, Ptϕ(X0) = Ẽ(ϕ(X̃(t,X0)))

が任意の t > 0 に対して成立. ここで,

命題 3. (既約性) 推移半群 (Pt)t≥0 は Lp(R) 上で既約である. すなわち, Lp のどんな
空でない開集合 B に対しても P̃(X̃(t,X0) ∈ B) > 0.

と組み合わせると, Doobの定理から 任意の t0 > 0, X0 ∈ Lp に対して, P̃(X̃(t0, X0) ∈
O) = ρ(O) = 1. したがって, supt∈[t0,T ] |X̃(t,X0)|Lp < ∞, P̃ − a.s. 一方で命題 1 か
らある時間 τ ∗(X0) > 0 が存在して, supt∈[0,τ∗] |X̃(t,X0)|Lp < ∞, P̃ − a.s. ２つ合わせ
て X̃(t,X0) が大域的に存在することになる. 最後に Yamada-Watanabe の定理から,

X̃(t,X0) は C([0, T ], Lp) での一意な (確率論の意味での) 強解となる.



3.7. η > 0 の場合

η < 1 = λ2
0 の場合は −∂2

x + x2 − η は正定値のままなので, 線形部分に取り込んでしま
えば今までと同じように Gibbs 測度が定義でき, Poincaré の不等式も問題ない. η ≥ 1

の場合は線形部分に取り込むことが難しいので, 非線形項として扱うが, Poincaré 不等
式を成立させるため, ハミルトニアン中の非線形ポテンシャルを凸の部分と有界な部分
とに分けることで攻略する. 具体的には,

S(u) =
1

2

∫
R
|(−∂2

x + x2)1/2u|2dx− η

2

∫
R
|u|2dx+

1

4

∫
R
|u|4dx

=
1

2

∫
R
|(−∂2

x + x2)1/2u|2dx+

∫
R
F1(x, |u(x)|2)dx+

∫
R
F2(x, |u(x)|2)dx,

ここで,

F1(x, y) :=

{
1
4
y2 − η

2
y, y ≥ η

θ(x)(1
4
y2 − η

2
y) + (1− θ(x))(−η2

4
), 0 ≤ y < η

F2(x, y) :=
1

4
y2 − η

2
y − F1(x, y),

θ ∈ C∞, θ ∈ [0, 1], θ(x) = 1 if |x| ≥
√
2η, θ(x) = 0 if |x| ≤

√
3η/2

とすると, F1(x, y) は y ∈ R+ について凸関数, F2(x, y) はすべての y ∈ R+, x ∈ Rに対
して有界となる.
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