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1. 導入：非適切な確率偏微分方程式の繰り込み

近年，非適切な非線形確率偏微分方程式 (SPDE)の繰り込みに関する理論が発展している．非適
切な SPDEとは例えば Kardar-Parisi-Zhang (KPZ)方程式 [25]

∂th = ∂2
xh+ (∂xh)

2 + ξ, (t, x) ∈ [0,∞)× R, ξは時空ホワイトノイズ(1.1)

のように，非線形項を “普通に”計算すると計算結果が無限大になってしまい，解をうまく定義できな
いような SPDEのことである．実際，固定した tに対しKPZ方程式の解が描く曲線 ht(x)は Brown
運動と同じ正則性 1

2 − ϵ （ϵ > 0は任意）を持つ [14]が，このような曲線に対し非線形項 (∂xh)
2 は

発散してしまう．KPZ方程式は揺らぎを持って成長する界面モデルや非対称性のある無限個の粒子
のランダムウォークのスケール極限に現れる重要なモデルである．しかしそのままでは解に意味を付
けられないので，Cole-Hopf変換を通して無理やり線形な SPDEに変形することで “Cole-Hopf解”
を定義してきた [5]．同様に非適切な SPDEの例として，Φ4

d モデル [30]

∂tΦ = ∆Φ− Φ3 + ξ, (t, x) ∈ [0,∞)× Rd, ξは時空ホワイトノイズ

や放物型 Andersonモデル (PAM)

∂tu = ∆u+ uη, (t, x) ∈ [0,∞)× Rd, ηは空間ホワイトノイズ

などがある．（dは 2以上の整数．）
このような SPDEの解を “繰り込み”によって定義する次の３つの理論が最近登場した．

• Hairerによる正則構造理論 [21] （以下，Hairer理論）．
• Gubinelli-Imkeller-Perkowskiによるパラコントロール解析 [18]（以下，GIP理論）．
• Kupiainenによる繰り込み群 [26, 27]の方法．

これらの理論の帰結をKPZ方程式 (1.1)の場合に説明すると次のようになる．ϵ ↓ 0で ξを近似する
滑らかなノイズの族 ξϵ を用意すると，(1.1)において ξ を ξϵ に置き換えた方程式は古典的に解ける
が，その解は ϵ ↓ 0で爆発してしまう．しかし “繰り込み”を施した方程式

∂thϵ = ∂2
xhϵ + (∂xhϵ)

2 − Cϵ + ξϵ

を考えると，定数 Cϵ = O( 1ϵ )を適切に選べば普遍的な関数 hに収束させられることが分かる1．この
ような繰り込みは Cole-Hopf解の枠組みではすでに分かっていたが，Hairer達はより包括的な枠組
みで，Cole-Hopf変換を経ずに繰り込み方程式を得ることに成功した [20, 19]．そして同様の繰り込
みを，d = 2, 3次元の Φ4 モデル

∂tΦϵ = ∆Φϵ − (Φ3
ϵ − CϵΦϵ) + ξϵ

や d = 2, 3次元 PAM
∂tuϵ = ∆uϵ + uϵ(ηϵ − Cϵ)

でも示した [21, 18, 9]．
３つの理論の内，ここでは Hairer理論と GIP理論に注目する．２つの理論は同じ結論を導くが，

使っている道具が異なり，場面に応じて使い分けることができる．Hairer理論では条件を満たす全
ての SPDEの繰り込みを体系的に扱うことができる [23, 8, 10, 7]が，新しい概念や道具が多く，通
常の実解析の議論と組み合わせにくい．一方 GIP理論はまだ体系立ってはいないが，使っている道

1ここで述べる SPDE の繰り込みは全て周期境界条件の下で得られている．
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具は既存のものである．[19, 32, 29, 24, 2, 17]などでは GIP理論を使い，個別のモデルについて詳
しい結果を得ることに成功している．本研究の目的は，２つの理論を組み合わせ，Hairer理論のよ
うに体系立っているが，GIP理論のように簡単な道具で展開できる理論を構築することである．そ
のためにまずは２つの理論が同値であること，つまり理論の運び方に互いに対応が付けられること
を示すのを目標とする．
２つの理論の同値性を示すのに何が必要かを説明するために，SDE

dXj
t = σj

i (Xt)dB
i
t ⇔ Xj

t = Xj
0 +

∫ t

0

σj
i (Xs)dB

i
s, (Bi)di=1 は d次元 Brown運動(1.2)

を例にHairer理論とGIP理論の違いを説明する．基本的にはどちらもSDEにおけるラフパス理論 [28, 15]

の SPDEへの拡張となっている．ラフパス理論の基本原理は次の可換図式に集約される．

B
解写像（連続）−−−−−−−−→ X

持ち上げ

x y射影（連続）
B −−−−−−−−−→

解写像（不連続）
X

我々が考えるのはB 7→ X という解写像だが，これはwell-posedではない．すなわち，適当な連続写
像 F を以ってX = F (B)という形で表示することができない．しかしラフパス理論によれば，B,X
に新情報を加えたB,Xという “拡張された”パスを考えると，連続写像 Fを以ってX = F(B)と表
示できる．ここでBは Bに反復積分

∫ ·
0
Bi

sdB
j
s を付け加えたもので，ある非線形空間 Cの元になっ

ている．またXはX とX ′ = “dX
dB ”の組で，Bに依存するある線形空間 DBの元である．つまり多

様体 Cの各点Bにファイバー DBが張り付いているようなイメージである．一部の情報を取り出す
だけの写像X 7→ X が連続なので，結果として写像 F̃ : B 7→ X は連続であることが分かる．
残る問題はBをどのように構成するかである．1つの方法は Bを十分正則なパス (Bϵ)ϵ∈(0,1]（例

えば折れ線）で近似し，Bϵ を自然に持ち上げた Bϵ がどこに収束するかを見ることである．一般に
はBϵは Stratonovich積分の方に収束する．これと F̃ の連続性を合わせれば，近似 SDEの解Xϵが
Stratonovich型 SDEの解に収束するというWong-Zakai [33]の有名な結果を直ちに導くことができ
る．伊藤型に収束させるにはBϵに補正項を加える必要があり，これが F̃ によって SDEまで遺伝し，
補正された SDEが現れる．この補正が Stratonovich型から伊藤型への変換公式と一致していること
は簡単に確かめられる．

Hairer理論と GIP理論は SPDEを扱う “ラフパス理論”である．スタートは時空（または空間）
ホワイトノイズ，ゴールは SPDEの解であるが，このような写像は一般には不連続どころか定義す
らできない．そのためBやXといった拡張概念を持ち出す必要があるが，その定義が２つの理論で
異なっている．簡単にまとめると次の表のようになる2．

B B Bの補正 X X
RP理論 Brown運動 Brownian RP 伊藤型へ 被制御パス SDEの解

Hairer理論
ホワイトノイズ

モデル
繰り込み

被モデル超関数
SPDEの解

GIP理論 駆動項の族3 パラ被制御超関数

SPDEの場合もホワイトノイズ ξの滑らかな近似 (ξϵ)ϵ∈(0,1]を自然に持ち上げた拡張ノイズΞϵを考
えるのだが，今回はΞϵは収束しないばかりか発散してしまう．そこでSDEの場合にBをStratonovich
型から伊藤型に補正したように，この発散部分を相殺する補正項を付け加えて新たな拡張ノイズ Ξ̂ϵ

を定義する．この Ξ̂ϵの非自明な極限を見つけられれば，対応する SPDEの世界では方程式を繰り込
んで解を見つけているように見えるのである．
従って当初の目標のためには，２つの理論における BやXがどう対応付けられるかを見れば良

い．2章と 3章で，Hairer理論や GIP理論でBやXをどう具体的に定義，構成するかを概説する．

2Hairer 理論や GIP 理論における用語の訳は今の所定まっていない．
3定まった名称はない．
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2. Hairer理論

2.1. ラフパス理論. Hairer理論はラフパス理論の直接の一般化であるから，まずラフパス理論につ
いて復習する．詳細は [13, 12]を参照されたい．
ラフパス理論の元となるのが Chenによる反復積分の理論である．(Bi)di=1 : [0, 1] → Rdを滑らか

なパスとすると，反復積分

Bi1...ik
st :=

∫ t

s

(∫ sk

s

(
. . .

∫ s2

s

dBi1
s1 . . .

)
dBik−1

sk−1

)
dBik

sk
, 0 ≤ s ≤ t ≤ 1(2.1)

が定義できる．このような成分を持つテンソル代数値の二変数関数が満たす性質を抽象化したもの
がラフパスである．

p ∈ Nに対し，T (p)(Rd) =
⊕p

k=0(Rd)⊗kを p階テンソル代数とする．{ei}di=1を Rdの標準基底と
すれば，ei1...ik := ei1 ⊗ · · · ⊗ eik を (Rd)⊗k の基底として取ることができる．⟨·, ·⟩を T (p)(Rd)の標
準内積とすれば，{ew}w∈W (p) は T (p)(Rd)の正規直交基底となる．ここでW (p)は 1, . . . , dを重複を
許して並べた長さ p以下の文字列全体の集合とする．特に空集合 ∅は長さ 0の文字列とし，e∅ = 1
は (Rd)⊗0 = Rの単位元とする．長さ kの文字列 wに対して |w| = kとする．

定義 2.1. α ∈ ( 1
p+1 ,

1
p ]とする．二変数関数B : [0, 1]2 → T (p)(Rd)が

(1) Bst = Bsu ⊗But, s, u, t ∈ [0, 1] (Chenの関係式)
(2) |⟨Bst, ew⟩| ≲ |t− s||w|α, w ∈ W (p) (Hölder連続性)

を満たすとき，Bを α-Hölderラフパス (rough path)という．

(Bi)di=1 : [0, 1] → Rd が十分正則なパスのときは，(2.1) で定義される自然な持ち上げ Bst =∑
w∈W (p) Bw

stew は確かに Chenの関係式とHölder連続性を満たしている．このようなラフパスを滑
らかなラフパスという．応用上は滑らかなラフパス全体の集合の閉包に話を限れば十分であるが，こ
のようなラフパスはある Lie群に値を取っていることが分かる．
文字列 w1 = i1 . . . ik, w2 = j1 . . . jlに対し，w1, w2内部での順番は変えずに i+ j個の文字を並べ

直した全ての文字列 wに対して ew の総和をとったものをシャッフル積 ew1�w2 という．例えば

eij�k = eijk + eikj + ekij

である．G(p)(Rd)を T (p)(Rd)の 0でない元Bで

⟨B, ew1⟩⟨B, ew2⟩ = ⟨B, ew1�w2⟩, w1, w2 ∈ W (p)

を満たすもの全体とする．G(p)(Rd)は T (p)(Rd)上の p階自由冪零群と同じものになっている．

定義 2.2. 関数B : [0, 1] → G(p)(Rd)に対しBst := B−1
s ⊗Bt が α-Hölderラフパスであるとき．B

を α-Hölder幾何ラフパス (geometric rough path)4という．

与えられた幾何ラフパス X について SDE(1.2) を解くことを考える．Bi が Brown 運動ならば
α = 1

2 − ϵ（ϵ > 0は任意）と取れるから p = 2まで考えれば十分だが，ここでは一般の pについて
考える．考えるべきことは

(1) どのようなパスX について線積分
∫ t

0
XsdB

i
s が定義できるか，

(2) (1)のようなパスのクラス DB は合成X 7→ σj
i (X)について閉じているか，

である．(1)については，ある程度滑らかな関数 σ : Rd → Rに対して線積分
∫ t

0
σ(Bs)dB

i
sが定義でき

ることが分かっている [28]．この理由を少し説明する．Taylor展開を σw := ∂wσ（文字列w = i1 . . . ik
に対し ∂w := ∂i1 · · · ∂ik）に適用すると，|w| ≤ p− 1なる文字列に対し

σw(Bt) =

p−1−|w|∑
k=0

∑
i1,...,ik

1

k!
σi1...ikw(Bs)(B

i1
t −Bi1

s ) · · · (Bik
t −Bik

s ) +O(|t− s|(p−|w|)α)

4正確には滑らかなラフパス全体の集合の閉包を幾何ラフパスの集合といい，定義 2.2 のようなラフパスは弱幾何ラフパ
ス (weakly geometric rough path) という．しかし両者に大きな違いはないことが分かる．([12, Proposition 2.5])
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を得る．ここでBの幾何性から
k∏

l=1

(Bil
t −Bil

s ) =
k∏

l=1

⟨Bst, eil⟩ = ⟨Bst,�
k
l=1eil⟩ =

∑
τ∈Sk

⟨Bst, eiτ(1)...iτ(k)
⟩

（Sk は k次の置換群）となるから

σw(Bt) =
∑

|v|≤p−1−|w|

σvw(Bs)B
v
st +O(|t− s|(p−|w|)α)(2.2)

とまとめられる．特に w = ∅の場合を
∫ t

s
σ(Bu)dB

i
u に形式的に代入すると∫ t

s

σ(Bu)dB
i
u =

∑
|w|≤p−1

σw(Bs)B
wi
st +O(|t− s|(p+1)α)(2.3)

を得る．右辺の第１項は拡張されたRiemann和となっており，[s, t]の分割 s = s0 < s1 < · · · < sN = t
に沿って和を取って sup |sk+1 − sk| → 0とすると収束することが分かる．
この σ(B)の性質を抽象化して，B の関数の形で書けないパスX に対しても線積分

∫ t

0
XsdB

i
s を

定義できるようにしたのがGubinelli [15]による被制御パスの概念である．式 (2.2)の σw(B)をXw

と抽象的に置き直し，X =
∑

|w|≤p−1 X
wew が満たす条件を書き出してみよう．

定義 2.3. Bを α-Hölder幾何ラフパスとする．関数X : [0, 1] → T (p−1)(Rd)が Hölder連続性

|⟨ew, Xt⟩ − ⟨Bst ⊗ ew, Xs⟩| ≤ C|t− s|(p−|w|)α(2.4)

を満たしているとき5，X をBによって制御されるパス (controlled path)という．

X = σ(B)という形でない被制御パスX に対しても Riemann和 (2.3)は収束する．

命題 2.1 ([15]). Bを α-Hölder幾何ラフパスとする．X がBによって制御されるとき，Riemann和∑
s=t0<t1<···<tN=t

N−1∑
k=0

∑
|w|≤p−1

⟨ew, Xtk⟩⟨ew ⊗ ei,Btktk+1
⟩

は sup |tk+1 − tk| → 0において収束する．この極限を
∫ t

s
XsdB

i
s と表す．

これで (1)については解決した．(2)の合成については割愛するが，被制御パス X と十分正則な
関数 σ : R → Rに対し σ(X)∅ = σ(X∅)を満たす被制御パスが構成できることが知られている．以
上定義された全ての演算は局所 Lipshitz連続6であり，後は ODEを解く通常の議論で連続な解写像
F̃ : B 7→ X を作ることができる．

2.2. ラフパス理論からHairer理論へ. ラフパス理論の代数的な側面を一般化する．ここで有効な道
具になるのが Hopf代数の概念である [31]．まずH = T (p)(Rd)はシャッフル積�について代数を成
しているが，その双対H∗ もテンソル積について代数を成している．このとき，互いに積の双対

� : H ⊗H → H ⇔ �
∗ : H∗ → H∗ ⊗H∗,

⊗ : H∗ ⊗H∗ → H∗ ⇔ ∆ : H → H ⊗H

を定義できる．このような３つ組 (H,�,∆), (H∗,⊗,�∗)は双代数 (bialgebra)をなしている．
またH は次数付きである．すなわちHn = ⟨ew⟩|w|=n とおくとH =

⊕p
n=0 Hn と分解され，

HnHm ⊂ Hn+m, ∆Hn ⊂
⊕

α+β=n

Hα ⊗Hβ(2.5)

が満たされている．後半の条件は

∆(i1 . . . ik) = (i1 . . . ik)⊗ 1+
k−1∑
l=1

(i1 . . . il)⊗ (il+1 . . . ik) + 1⊗ (i1 . . . ik)

5(2.4) の条件は (2.2) を書き直したものになっている．
6ここでは “任意の有界集合上で Lipshitz 連続”の意味．
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であることから分かる．特にH0 = Rであるから，このとき [1]の一般論によってH は Hopf代数を
なすことが分かる．G = G(p)(Rd)は内積 ⟨·, ·⟩によってH = T (p)(Rd)の双対H∗に含まれるが，幾
何性の仮定から Gは H 上の 0でない準同型（指標）全体とも見なせる．Gがテンソル積 ⊗につい
て群を成すことは Hopf代数の一般論から従う．
また T = T (p−1)(Rd)の双対 T ∗にはH∗がテンソル積 ⊗ : H∗ ⊗ T ∗ → T ∗によって作用している

が，この余積∆′ : T → H ⊗ T によって T は左余加群 (comodule)となる．
以上を一般化して，次の定義をおこう．

定義 2.4. 次を満たす (T,G)の組を正則構造 (regularity structure)という7．

(1) Gはある Hopf代数 (H, ·,∆,1,A)上の指標群であり，(T,∆′ : T → T ⊗H)は H 上の右余
加群8である．H は積 ·について可換である．

(2) H,T は次数付きである．つまり有限集合 A ⊂ R≥0 が存在してH =
⊕

α∈A Hα と分解され，
(2.5)の条件が成り立つ．A ∋ 0であり，H0 = ⟨1⟩である．T にも同様の仮定をおくが，A
は負の数を含むことを許し，条件 TαTβ ⊂ Tα+β は積が定義できる場合に限る．

(3) τ ∈ Tα に対して∆′τ ∈ τ ⊗ 1+
⊕

β<α Tβ ⊗Hα−β と分解される．

T の次数に負の数も許すのは，超関数を表現するためである．一方 H の元は Taylor展開に現れ
る差分に対応しているため，0以上の次数しか現れない．例えば超関数 ξ の y での値が xでの値を
使って

ξ(y) =
∑
τ

ξτ (x)τ(y, x) +O(|y − x||ξ|)

という形で表されるとき，ξ や ξτ は T の元が表す超関数であり，１点の周りである評価を満たす．
一方 τ はH の元が表す差分で |τ(y, x)| ≲ |y − x||τ | (|τ | > 0)と評価される．

定義 2.5. 次を満たす (Π, g)の組を (T,G)上のモデルという9．
(1) Π : T → S ′(Rd)は線形作用素，g = (gx)x∈Rd は Gの元の族である．
(2) Πx := (Π ⊗ g−1

x )∆′ : T → S ′(Rd)とおくと， τ ∈ Tα に対し Πxτ は xの周りで Cα 級で
ある．すなわちテスト関数 φ ∈ S(Rd)と λ ∈ (0, 1]に対し φλ

x(y) := 1
λdφ(

y−x
λ )とおくと，

|⟨Πxτ, φ
λ
x⟩| ≲ λα が成り立つ．

(3) γyx := (gy ⊗ g−1
x )∆ : H → Rとおくと，τ ∈ Hα に対し |γyx(τ)| ≲ |y − x|α が成り立つ．

ラフパス理論の例では (Πτ)(y) = gy(τ) = By となっている10．一般には Πτ は超関数なので，
Hölder連続性の条件が (2)と (3)の条件に分かれるのである．
被制御パスの概念を正則構造上に拡張しよう．分かりやすいようにテンソル積をm : H∗⊗T ∗ → T ∗

と書くと，(2.4)の左辺第２項は

T∗⟨m(Bst ⊗ ew), Xs⟩T = H∗⊗T∗⟨Bst ⊗ ew,∆
′Xs⟩H⊗T = T∗⟨ew, (Bst ⊗ Id)(∆′Xs)⟩T

と書き直せる．最後の式では R⊗ T を T と同一視している．

定義 2.6. γ ∈ Rとする．関数 f : Rd → T が任意の τ ∈ Tα に対し

|Qτ (f(y)− (Id⊗ γyx)∆f(x))| ≲ |y − x|γ−α

を満たすとき，f を (Π, g)の被モデル関数 (modelled distribution)という．（Qτ は τ 成分への射影を
表す．）このような関数全体を Dγ と表す．

正則構造 (T,G)では負の次数も許すので，ラフパス理論と違い 0次の項がパスの本当の姿を示し
てはいない．そのため次の再構成作用素 (reconstruction operator)が必要である．

定理 2.2 ([21, Theorem 3.10]). γ ∈ Rとする．このとき連続線形作用素R : Dγ → S ′(Rd)で

|⟨Rf −Πxf(x), φ
λ
x⟩| ≲ λγ

7[21] の定義よりも特殊な定義になっている．しかし応用上はこのような正則構造のみが使われている．
8些細な差だが，ラフパス理論の例と左右が逆になっていることに注意．
9これも [21] の定義より一般性は低いが，応用上はこれで十分である．
10ここでも積の左右が逆になっていることに注意．
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を任意の φ ∈ S(Rd), λ ∈ (0, 1], f ∈ Dγ に対し満たすものが存在する．γ > 0ならばこのような作用
素は一意に定まる．

それでは具体的な問題に対して，どのようにHopf代数H や余加群 T を構成すれば良いだろうか．
まず SDE(1.2)に話を戻すと，この SDEはX0 = 0とすれば写像

F (X)t =

∫ t

0

σi(Xs)dB
i
s

の不動点問題と見ることができる．もう少し具体的に

F (X)t = σi(0)B
i
t + ∂jσi(0)

∫ t

0

Xj
sdB

i
s +

1

2
∂jkσi(0)

∫ t

0

Xj
sX

k
s dB

i
s + · · ·

と分解しよう．X(0) = 0から始めて Picardの逐次近似を行うと，

X(1) : Bi

X(2) : Bi,

∫
BjdBi,

∫
BjBkdBi, . . .

が現れる．しかし B 同士の積については幾何性の仮定から BjBk =
∫
BjdBk +

∫
BkdBj が得られ

るから，結局 (2.1)の形の反復積分のみに帰着される．そのため幾何ラフパスの理論では長さ p以下
の文字列 i1 . . . ik のみが基底ベクトルだった．
それでは幾何性を仮定しないと何が起きるだろうか．その場合積 BjBk は分解されず，独立した

ベクトルとして扱われなければならない．これを

∫
BjBkdBi =

j k
i

のように表示する．このような “根付き木 (rooted tree)”（ループのない有限連結グラフで，“根”と
呼ばれる１点を持つ）全体で生成される自由可換代数を考えよう．ここで根付き木同士の積は，それ
らを単に並べるだけの可換な森積 (forest product)を用いる．

j k
i · i :=

j k
i i

このとき空グラフ ∅が単位元となるから，これを 1で表す．
余積∆はどのように定義されるだろうか．幾何ラフパスは 1, . . . , dを並べた文字列で生成された

が，これを

(ji) =
j
i

などと表示すれば，余積∆は

∆
j
i =

j
i ⊗ 1+ j ⊗ i + 1⊗

j
i

となる．これを拡張し，根付き木 τ に対しても

∆τ =
∑
σ⊂τ

(τ \ σ)⊗ σ

と定義しよう．ここで σは空グラフか，τ と同じ根を有する全ての部分根付き木に渡る．また τ \ σ
はグラフ τ から σの全ての辺と端点を除いて構成されるグラフである．例えば

∆
j k

i =
j k

i ⊗ 1+ j k ⊗ i + j ⊗
k
i + k ⊗

j
i + 1⊗

j k
i

である．この新たな Hopf代数は特に Connes-Kreimer代数 [11]と呼ばれ，この代数上で定義される
ラフパスを分枝ラフパス (Branched rough path)という．詳しくは [16, 22]を参照されたい．
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SPDEに対してもH や T を同じように構成できる．例えば Φ4 モデルの場合は P (t, x)を熱核と
して方程式を

Φ(t, x) =

∫
P (t− s, x− y)(−Φ(s, y)3 + ξ(s, y))dsdy

と書き直し，SDEの場合と同様に Picardの逐次近似を行う．基本的には Connes-Kreimer代数のよ
うな根付き木の成す代数となるが，新たに “多項式構造”と “熱核の微分”を考える必要が出てくる．
詳細は割愛するが，ラフパスと違って正則性が 1を越える場合が出てくるためである．そこで一般に
は，根付き木 τ の辺集合 e(τ)と頂点集合 n(τ)に 3つの写像

• t : e(τ) → {+,−}（t(e) = +なる辺は熱核，t(e) = −なる辺はノイズを表す．）
• n : n(τ) → Nd（n(n) = αなる点は多項式Xα を表す．）
• e : e(τ) → Nd（e(e) = kなる辺は微分 ∂k を表す．）

を備えた “飾り付き木 (decorated tree)”を考える．Bruned-Hairer-Zambotti [8]は飾り付き木全体の
なす “普遍的な”Hopf代数を定義し，個々の SPDEに対応した Hopf代数は全てその部分代数である
という大理論を展開した．Chandra-Hairer [10]はその普遍的な Hopf代数上で繰り込み群を解析し，
Bruned-Chandra-Chevyrev-Haire [7]で個々の SPDEの繰り込みは全てその系として理解できるこ
とが示された．このような包括的な枠組みは，多くの SPDEに成り立つ普遍的な性質を示すのに適
している．Hairer-Mattingly [23]では SPDEの解の強 Feller性が示されている．

3. GIP理論

GIP理論は Hairer理論よりも手探りで展開される．

3.1. パラコントロール解析. 主結果を述べる際にも重要となるいくつかの演算子を定義する．詳細
は [3, 18]を参照されたい．ラフパス理論やHairer理論では２点間の差分を評価していたが，GIP理
論では Bonyのパラプロダクトという非局所的な演算子が使われる．

(ρi)
∞
i=−1 を 1の２進分解とする．すなわち ρi : Rd → [0, 1]は C∞ 級の球対称関数で，

• supp(ρ−1) ⊂ {x ∈ Rd; |x| < 4
3}, supp(ρ0) ⊂ {x ∈ Rd; 3

4 < |x| < 8
3},

• ρi(x) = ρ(2−ix), i ≥ 0,
•
∑∞

i=−1 ρi = 1

を満たす．f ∈ S ′(Rd) に対し，作用素 ∆i を ∆if = ρi(
√
−∆)f と定義する．この作用素により，

α ∈ Rに対し Cα = Bα
∞,∞ を

Cα = {f ∈ S ′(Rd); ∥f∥Cα := sup
i≥−1

2αi∥∆if∥L∞ < ∞}

と定義する．

命題 3.1 ([6], [3, Theorems 2.82 and 2.85]). f, g ∈ S ′(Rd) に対し，パラプロダクトf 4 g と
レゾナントf � gを

f 4 g =
∑

i≤j−2

∆if∆jg, f � g =
∑

|i−j|≤1

∆if∆jg

と（収束すれば）定義する．このとき次の評価が成り立つ．

(1) β ∈ Rに対し ∥f 4 g∥Cβ ≲ ∥f∥L∞∥g∥Cβ .
(2) α < 0, β ∈ Rに対し ∥f 4 g∥Cα+β ≲ ∥f∥Cα∥g∥Cβ .
(3) α+ β > 0ならば ∥f � g∥Cα+β ≲ ∥f∥Cα∥g∥Cβ .

また Bonyの分解

fg = f 4 g + f � g + f 5 g

により，α+ β > 0なら積 fgが well-definedであることが分かる．

パラコントロール解析で重要なのが，次の交換子 (commutator)評価である．
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命題 3.2 ([18, Lemma 2.4]). α ∈ (0, 1), β + γ < 0, α + β + γ > 0とする．f, g, h ∈ S(Rd)に対し
C(f, g, h) = (f 4 g) � h− f(g � h)とおくと，

∥C(f, g, h)∥Cα+β+γ ≲ ∥f∥Cα∥g∥Cβ∥h∥Cγ

が成り立つ．これにより，Cを３重有界線形写像C : Cα×Cβ ×Cγ → Cα+β+γ に一意に拡張できる．

3.2. SDEへの応用. パラコントロール解析を使って SDE(1.2)を解く．簡単のために d = 1とする．
α ∈ ( 13 ,

1
2 )を固定する．方程式を

Ẋt = σ(Xs)Ḃs

と読み替えると，X,B ∈ Cα に対しては右辺の積が定義できない．そこで Bonyの分解を利用して

Ẋ = σ(X) 4 Ḃ + σ(X)(� + 5)Ḃ

と分解すると，右辺第２項は（定義できれば）C2α−1 に属するはずである．そこでX に

X = X ′ 4 B +X#, X ′ ∈ Cα, X# ∈ C2α(3.1)

という形を仮定しよう11．ここで X ′ は X の通常の意味の微分ではなく，単なる係数として置いて
いる．このような X に対しては積 σ(X)Ḃ が定義できることを説明する．まず Bonyのパラ線形化
(paralinearization)と呼ばれる次の命題を使う．

命題 3.3 ([3, Theorem 2.92]). α ∈ (0, 1)とする．σ ∈ C2
b とすると，局所 Lipshitzな写像Rσ : Cα →

C2α で任意の f ∈ Cα に対し

σ(f) = σ′(f) 4 f +Rσ(f)

となるものが存在する．

Bonyのパラ線形化と交換子評価により

σ(X) � Ḃ = σ′(X)(X � B) + C(σ′(X), X, Ḃ) +Rσ(X) � Ḃ

と分解できる．αの条件から右辺の第２項，第３項は well-definedで，C3α−1に含まれることが分か
る．第１項については尚も ill-definedだが，(3.1)の仮定を使うと再び交換子評価により

X � B = X ′(B � Ḃ) + C(X ′, B, Ḃ) +X# � Ḃ

を得る．以上の計算から積 σ(X)Ḃ は

σ(X)Ḃ = σ(X) 4 Ḃ + σ′(X)X ′(B � Ḃ) + (C2α−1)

とまとめられる．ここで右辺の (C2α−1)は (X,X ′, X#)や Bのみの well-definedな関数になってい
る．第２項の B � Ḃ ∈ C2α−1 の部分だけが ill-definedであるが，最初の SDE(1.2)と違うのは式の
ill-definedな部分から未知関数X が排除されていることである．これはB = (B,B � Ḃ)が与えられ
ていれば，積 σ(X)Ḃ を上式によって定義できることを意味している．あとは

X =

∫
σ(X)Ḃ, X ′ = σ(X)

を不動点問題に翻訳すれば，通常の議論で SDE(1.2)を解くことができる12．

11パラプロダクトは Leibniz 則を満たすので，
∫
X′ 4 Ḃ −X′ 4 B ∈ C2α が分かる．よって Ẋ = X′ 4 Ḃ + (C2α) を

積分して X =
∫
X′ 4 Ḃ + (C2α) = X′ 4 B + (C2α) を得る．

12パラプロダクトは非局所的な演算なので，局所解を求めるには工夫が必要である．詳しくは [18, Section 3] を参照．
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3.3. SPDEへの応用. Gubinelliらは (3.1)の形の仮定を使い，KPZ方程式や Φ4
3モデルなどを解く

ことに成功した．GIP理論の利点は既存の PDEの議論と結びつけやすい点にあり，これまでにKPZ
方程式の大域的適切性 [19]，P (Φ)2モデルの平衡測度の一意性 [32]，Φ4

3モデルの T3での大域的適切
性 [29, 2]，R3 での大域的適切性 [17]，複素 GL方程式の T3 での大域的適切性 [24]などが示されて
いる．
しかし (3.1)の形の仮定は全ての SPDEを解くには十分ではない．Hairer理論では解けているの

に，GIP理論では解けない SPDEがあるのである．この理由を α < 1
3 の場合の SDEを例に説明し

よう．4.2節では積 σ(X)Ḃ を分解する際，well-definedで正則性の良い項

C(X ′, B, Ḃ), X# � Ḃ, C(σ′(X), X, Ḃ), Rσ(X) � Ḃ

が現れたが，α < 1
3 のときはこれら全てが ill-definedになる．この問題を解決するには，X ′ やX#

にも “パラコントロールされる”という新たな仮定が必要である．すなわち，{
X = X1 4 B1 +X2 4 B2 +X#, X1 ∈ Cα, X2 ∈ Cα, X# ∈ C3α,

X1 = X11 4 B1 +X#
1 , X11 ∈ Cα, X#

1 ∈ C2α
(3.2)

という仮定をするのが適切である．ここで B1 = B，B2 =
∫
B(� + 5)Ḃ である．しかし α < 1

4 と
なるとこの仮定も十分ではなく，３階までの分解を仮定する必要がある．このようなパラプロダク
トによる分解を必要な階数続けるやり方を高階パラコントロール解析といい，Bailleul-Bernicot [4]
による研究が進んでいる．しかし上の例でも分かるように，交換子の交換子...という風に評価すべ
き項が累乗的に増えていき，計算は非常に煩雑である．現在のところ，SDEの場合でも高階パラコ
ントロール解析を体系的に記述した文献はない．

4. 主結果

この研究の目的は

(1) Hairer理論の代数を移植し，GIP理論の煩雑な部分を Hairer理論のアイデアで補いながら
体系的に理論を展開できるようにすること，

(2) 最終的には GIP理論だけで議論を完結させられるようにすること，

である．

4.1. Hairer理論からGIP理論へ.

4.1.1. 主結果の紹介. 主結果を述べるために正則構造 (T,G)に以下の仮定をおく．この仮定は “飾り
付き木”の Hopf代数など応用上現れる代数ではいつも満たされている．

仮定 4.1. (1) H,T は有限集合 F+,F で張られる．各々の元には次数 | · |が定義されており，そ
れがH,T の次数を定義する．

(2) τ ∈ Hα に対し，∆τ ∈ H ⊗H は

∆τ ∈ τ ⊗ 1+ 1⊗ τ +
⊕

0<β<α

Hβ ⊗Hα−β

と分解される．

任意の τ, σ ∈ F+ (or F)に対し τ/σ ∈ H を

∆τ =
∑

σ∈F+ (or F)

σ ⊗ (τ/σ).

で定める．飾り付き木のイメージで言えば，τ/σはグラフ τ において部分グラフ σを一点に潰して
得られるグラフである．まず次の結果が成り立つ．

定理 4.1 (H). (Π, g)を正則構造 (T,G)上のモデルとする．
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(1) 線形作用素 [·] : T → S ′(Rd)が C∞ の差を除いて一意に定まり，τ ∈ Tα に対して [τ ] ∈ Cα

であり，

Πτ =
∑

σ∈F,|σ|<|τ |

g·(τ/σ) 4 [σ] + [τ ].(4.1)

が成り立つ．
(2) 線形作用素 [·] : H → C(Rd)が C∞ の差を除いて一意に定まり，τ ∈ Hα に対して [τ ] ∈ Cα

であり，

g·(τ) =
∑

σ∈F+,0<|σ|<|τ |

g·(τ/σ) 4 [σ] + [τ ].

が成り立つ．

この定理では，モデル (Π, g)に関する情報が，２点間の差分の評価ではなく関数の族 {[τ ]}τ∈F,F+

に集約されている．ラフパス理論の場合，文字列 ijに対応したモデルはΠ(ij) =
∫
BidBj で与えら

れたが，この関数は Cα に属し，文字列の次数 2αと正則性が一致しなかった．2αという次数は余
剰項

Πs(ij)(t) =

∫ t

s

(Bi
u −Bi

u)dB
j
u =

∫ t

0

BidBj −
∫ s

0

BidBj −Bi
s(B

j
t −Bj

s)

から来るものである．例えば B の折れ線近似 Bϵ に対応したモデル (Πϵ, gϵ)が収束するかを調べる
には上のような差分が ϵ ↓ 0で収束していることを示さなければならないが，このような展開をいつ
も書き出すのは不便である．一方∫ t

0

BidBj = (Bi 4 Bj)t + [(ij)]t, [(ij)] ∈ C2α

という分解を知っていれば，左辺の繰り込みを考える際に [(ij)]t という項だけ考えれば良いことが
分かる．
次に被モデル超関数から (3.2)のような解の表現を取り出す結果を紹介する．

定理 4.2 (H). γ > 0とする．被モデル超関数 f =
∑

|τ |<γ fττ ∈ Dγ に対し，{fτ}τ 同士の関係式

fσ =
∑

|σ|<|τ |<γ

fτ 4 [τ/σ] + (Cγ−|σ|), |σ| < γ(4.2)

を得る．また再構成作用素との関係式

Rf =
∑
|τ |<γ

fτ 4 [τ ] + (Cγ)

を得る．

これは高階パラコントロール解析 (3.2)の背景にある代数構造を浮き彫りにしている．例えば p = 3
の場合のラフパス理論では被制御関数は

Xt = X∅
t +Xi

tei +Xij
t eij ∈ T (2)(Rd)

という形をしているが，定理 4.2を使うと
X∅ = Xi 4 [ei] +Xij 4 [eij ] + (X∅)#, (X∅)# ∈ C3α,

Xi = Xij 4 [ej ] + (Xi)#, (Xi)# ∈ C2α,

Xij ∈ Cα

という関係式が得られる．3.3節では駆動関数 B1, B2 は方程式の両辺の比較から同定されたが，こ
の式では [ei]や [eij ]は代数構造のみを使って記述できる．
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4.1.2. 証明の準備. 3.1節で用意した作用素∆iに対応する積分核をKiとする．つまりパラプロダク
ト f 4 gは

f 4 g(x) =
∑

i≤j−2

∫∫
Ki(x− y)Kj(x− z)f(y)g(z)dydz

と表示できる．これを一般化し，二変数関数 F (y, z)に対する積分作用素

KF (x) =
∑

i≤j−2

∫∫
Ki(x− y)Kj(x− z)F (y, z)dydz

を定義する．

補題 4.3. γ > 0とする．関数 F ∈ C(Rd × Rd)が |F (y, z)| ≲ |y − z|γ を満たすならば，KF ∈ Cγ

である．

次に f, g, h ∈ C(Rd)に対し，修正子 (corrector)

R(f, g, h) = f 4 (g 4 h)− (fg) 4 h

を定義する．任意の f ∈ S ′(Rd)に対し f − 1 4 f ∈ C∞ であるから，特に R(1, f, g) ∈ C∞ である．

補題 4.4. α > 0, β ∈ Rとする．f ∈ C(Rd)が有限個の関数の族 {an, bn} ⊂ C(Rd)を使って

f(y) = f(x) +
∑

an(x)(bn(y)− bn(x)) +O(|y − x|α)

と展開できるならば，任意の g ∈ Cβ に対し

R(1, f, g)−
∑

R(an, bn, g) ∈ Cα+β

を得る．特に
∑

R(an, bn, g) ∈ Cα+β である．

4.1.3. 証明の概略. ここでは定理 4.1-(2)を証明するが，他の定理の証明もほぼ同じである．本質的
には F (y, z) = γzy(τ)に Kを作用させるのだが，パラプロダクト4を引き出すために y, zの変数分
離形に持ち込む必要がある．

補題 4.5. τ ∈ F+ に対し

γzy(τ) = gz(τ)− gy(τ)−
∑

0<|σ|<|τ |

gy(τ/σ)γzy(σ)

が成り立つ．この展開を γzy(σ)についても繰り返して，結局

γzy(τ) = gz(τ)− gy(τ)

−
∞∑

n=1

(−1)n−1
∑

0<|σn|<···<|σ1|<|τ |

(gτσ1
· · · gσn−1

σn
)(y)(gz(σn)− gy(σn))

を得る．ここで gτσ(z) := gz(τ/σ)とした．

これに Kを作用させると

(C|τ |) = g·(τ)−
∞∑

n=1

(−1)n−1
∑

0<|σn|<···<|σ1|<|τ |

(gτσ1
· · · gσn−1

σn
) 4 g·(σn)

となる．帰納的に g·(σn) =
∑

0<|σn+1|<|σn| g
σn
σn+1

4 [σn+1] + [σn]を仮定すると，

g·(τ) = (C |τ |) +
∑

0<|σ|<|τ |

gτσ 4 [σ]

+
∞∑

n=1

(−1)n−1
∑

0<|σ|<|σn|<···<|σ1|<|τ |

R(gτσ1
· · · gσn−1

σn
, gσn

σ , [σ]),

を得る．補題 4.5と同様にして

γzy(τ/σ) = gτσ(z)− gτσ(y)
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−
∞∑

n=1

(−1)n−1
∑

|σ|<|σn|<···<|σ1|<|τ |

(gτσ1
· · · gσn−1

σn
)(y)(gσn

σ (z)− gσn
σ (y))

が分かるから，補題 4.4から Rの項は C |τ | に吸収される．

4.2. GIP理論からHairer理論へ. 次の問題は，
(1) 関数の族 {[τ ]}τ が与えられたとき，定理 4.1の公式を使って (Π, g)を定義すると，これはモ
デルの条件を満たすか？

(2) モデルは与えられているとする．式 (4.2)を満たす {fτ}τ が与えられたとき，f =
∑

fττ は
被モデル超関数であるか？

の２つである．

4.2.1. モデルの再構成. まず (1)について考えるために，次の仮定を H,T に課す．些か分かりにく
いが，この仮定は SPDEを解く際には自然なものである．Xi は多項式を表し，Jk は熱核の k階微
分を表す．τ ∈ Tα に対し，|τ | = αとおく．

仮定 4.2. (1) si ≥ 1なるベクトル (si)
d
i=1が与えられているとし，任意のm ∈ Ndに対し |m|s =∑d

i=1 simi とおく．θ > 0とする．H は

G = {Xi}di=1 ∪ {Jkτ}τ∈F,k∈Nd,|τ |+θ−|k|s>0

という形の集合で生成される．
(2) 余積∆は∆Xi = Xi ⊗ 1+ 1⊗Xi と

∆Jkτ = (Jk ⊗ Id)∆′τ +
∑
l

Xl

l!
⊗ Jk+lτ

で与えられる13．ここで l ∈ Nd に対しXl = Xl1
1 · · ·Xld

d と略記している．
(3) τ ∈ F と τ/σ ̸= 0である σ ∈ F に対し，τ/σは

Xn(Jk1η1) · · · (Jkmηm), n, k1, . . . , km ∈ Nd, |η1|, . . . , |ηm| < |τ |

という形の元の線形結合である．

熱核 P (t, x)との畳み込みは，超関数の正則性を 2上げる．このように畳み込みによって超関数の
正則性を θ上げるような積分核を “θ-正則化積分核”という（詳しくは [21, Section 5]参照）．

定義 4.1. P : Rd \ {0} → Rを θ-正則化積分核とする．モデル (Π, g)が

gx(Xi) = xi, gx(J0τ) = (P ∗Πτ)(x)

を満たすとき，これを許される (admissible)モデル14という．

以上の仮定の下で考えると，モデル (Π, g)に関する情報は |τ | ≤ 0なる τ ∈ F に対するΠτ から
完全に復元できることが分かる．これはラフパス理論における Lyonsの拡張定理 [28]の Hairer理論
版と見ることができる．

補題 4.6 ([21, Proposition 3.31]). α > 0とする．T−
α :=

⊕
β<α Tβ 上で許されるモデル (Π, g)が定

義されていれば，|τ | = αなる τ ∈ F に対してもモデル (Π, g)は一意に拡張される．

証明. Πxτ の評価を示すには

|⟨Πτ −
∑

|σ|<|τ |

g·(τ/σ)Πσ, φλ
x⟩| ≲ λα

を示せばよい．モデルの定義から τ =
∑

g·(τ/σ)σはDαに属する被モデル超関数であるから，再構
成定理 [21, Theorem 3.10]によりΠτ = Rτ が一意に定まることが分かる．

13この仮定から k ̸= 0 に対する gx(Jkτ) の値は gx(J0τ) から決定される．
14この言葉は [21] の定義よりもかなり緩い意味で使っている．
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γyx(Jkτ)の評価を示すには，(H,G)を正則構造と見て

J τ :=
∑

|k|<|τ |+θ

g·(Jkτ)
Xk

k!
+

∑
|σ|<|τ |

g·(τ/σ)J σ

がDα+θに属することを言えばよい．これはHairer理論の多層 Schauder評価 [21, Theorem 5.12]か
ら従う． □

この命題から，{[τ ]}|τ |≤0 が与えられればモデル (Π, g)を構成できると予想できる．これを示す．

定理 4.7 (H). |τ | ≤ 0なる任意の τ ∈ F に対し [τ ] ∈ C|τ | が与えられているとする．式 (4.1)と定
義 4.1の仮定によって帰納的に (Π, g)を定義する．この (Π, g)は許されるモデルの定義を満たして
いる．

証明. ほぼ補題 4.6と同様に証明される．α ≤ 0の場合は再構成Rτ は一意でなく，Cα の分だけ任
意性がある．その任意性が [τ ]に込められている．また多層 Schauder評価を α ≤ 0である Dα に拡
張する必要があるが，これは容易である． □

4.2.2. 被モデル超関数の再構成. これで問題 (1)は解決できたが，(2)は尚も容易ではない．実際，そ
のままの意味では (2)は正しくない．

“多項式構造”H = H0 ⊕H1 = ⟨1⟩ ⊕ ⟨X1, . . . ,Xd⟩とその上の許されるモデルを考える．任意の
f = f11+

∑
fiXi ∈ Dα (α ∈ (1, 2))に対し定理 4.2を適用すると

f1 =
∑

fi 4 [Xi] + f#
1 , f#

1 ∈ Cα, fi ∈ Cα−1

となる．しかし (ΠXi)(x) = xi が C∞ 級であるから [Xi]も C∞ 級であり，上の式は

f1 ∈ Cα, fi ∈ Cα−1

と同値になってしまう．この式から f = f11+
∑

fiXi ∈ Dαを示すのは一般には不可能である．実
際，Dα の定義から fi = ∇f1 となっていなければならないからである．
この例から分かるのは，被モデル超関数

∑
fττ の係数の内，独立なのは一部だけだということで

ある．今の所は次の予想を立てているが，まだ解決には至っていない．

予想 4.1. “飾り付き木”からなる正則構造 (T,G)を考える．多項式飾り nが全ての点で 0となるよ
うな飾り付き木は純粋であるという．２つの被モデル超関数 f1, f2 ∈ Dγ (γ > 0)があり，純粋な木
τ における成分が一致しているならば f1 = f2 となる．

この予想はさて置く．式 (4.2)から被モデル超関数に戻る際に必要なのは，パラプロダクトを何回
も施した

f1 4 f2 4 · · · 4 fn := (. . . ((f1 4 f2) 4 f3) . . . 4 fn−1) 4 fn

という形の関数の，２点間における差分の評価である．本稿の残りのページで，この差分評価とそれ
を良く記述する Hopf代数についての結果を紹介する．

(∆i)i≥−1 を 3.1節のような Littlewood-Paley作用素とする．簡単のため，

fi = ∆if, fi− =
∑

j≤i−2

fj

と表す．このときパラプロダクトは
f 4 g =

∑
i

fi−gi

と表される．これを利用し，関数 f1, . . . , fn に対し (f1, . . . , fn)を帰納的に

(f1, . . . , fn) =
∑
i

(f1, . . . , fn)i, (f1, . . . , fn)i = (f1, . . . , fn−1)i−(f
n)i

と定義する．(f, g) = f 4 gであるが，(f, g, h)と (f 4 g)4 hは等しくないことに注意がいる．しか
しこのような関数に対する評価も，次の評価と本質的には変わらないと予想している．

定理 4.8 (H). α1, . . . , αn > 0とする．
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(1) f1 ∈ Cα1 に対し

∆yxf
1 = f1(y)−

∑
|k|<α1

(y − x)k

k!
∂kf1(x)

とおくと，β < α1 に対し |∆yxf
1| ≲ |y − x|β が成り立つ．

(2) f1 ∈ Cα1 , f2 ∈ Cα2 に対し

∆yx(f
1, f2) = (f1, f2)(y)−

∑
|k|<α1+α2

(y − x)k

k!
∂k
∗ (f

1, f2)(x)−
∑

|l|<α1

(y − x)l

l!
∂lf1(x)∆yxf

2

とおく．ここで

∂k
∗ (f

1, f2) = ∂k(f1, f2)−
∑

k=l+m,|l|<α1,|m|≥α2

k!

l!m!
(∂lf1)(∂mf2)

である．このとき，β < α1 + α2 に対し |∆yx(f
1, f2)| ≲ |y − x|β が成り立つ．

(3) f1 ∈ Cα1 , f2 ∈ Cα2 , f3 ∈ Cα3 に対し

∆yx(f
1, f2, f3) = (f1, f2, f3)(y)−

∑
|k|<α1+α2+α3

(y − x)k

k!
∂k
∗ (f

1, f2, f3)(x)

−
∑

|l|<α1+α2

(y − x)l

l!
∂l
∗(f

1, f2)(x)∆yxf
3 −

∑
|m|<α1

(y − x)m

m!
∂mf1(x)∆yx(f2, f3)

とおく．ここで ∂k
∗ (f

1, f2, f3)は (2)と同様，f1, f2, f3 から決まる関数である．このとき，
β < α1 + α2 + α3 に対し |∆yx(f

1, f2, f3)| ≲ |y − x|β が成り立つ．
(4) f i ∈ Cαi，i = 1, . . . , nに対し

∆yx(f
1, . . . , fn) = (f1, . . . , fn)(y)−

∑
|k|<α1+···+αn

(y − x)k

k!
∂k
∗ (f

1, . . . , fn)(x)

−
n−1∑
m=1

∑
|l|<α1+···+αm

(y − x)l

l!
∂l
∗(f

1, . . . , fm)(x)∆yx(f
m+1, . . . , fn)

とおく．ここで ∂k
∗ (f

1, . . . , fn)も (2)と同様，f1, . . . , fnから決まる関数である．このとき，
β < α1 + · · ·+ αn に対し |∆yx(f

1, . . . , fn)| ≲ |y − x|β が成り立つ．

(1)はよく知られた結果である．(2)-(4)は “拡張された Taylor展開”に関する差分評価と言えるも
のである．このような差分を上手く記述する Hopf代数を考えたい．まずW =

∪
k∈N{1, . . . , n}k を

1, . . . , nを並べた文字列全体とし，W をW で生成される自由可換代数とする．W に余積を

∆̊(i1 . . . ik) = (i1 . . . ik)⊗ 1+ 1⊗ (i1 . . . ik) +
k−1∑
l=1

(il+1 . . . ik)⊗ (i1 . . . il)

と定義する．ラフパス理論の時と同様，W は Hopf代数であることが分かる．
W̃ = W × Nd を “微分”も備えた文字列全体とする．すなわち τm := (τ,m) ∈ W̃ は τ のm階微

分と考える．微分写像 ∂i : W̃ → W̃ を ∂iτm = τm+ei と定義し，余積 ∆̊を

∆̊∂i = (∂i ⊗ Id + Id⊗ ∂i)∆̊

によって W̃ にも拡張する．また {Xi}di=1 を “多項式”を表す文字とし，余積 ∆̊を

∆̊Xi = Xi ⊗ 1+ 1⊗Xi

によって定義する．Hを W̃ ∪ {Xi}di=1から生成される自由可換代数とすると，(H, ∆̊)は Hopf代数
である．更に新しい余積∆を

∆ = exp(
d∑

i=1

Xi ⊗ ∂i)∆̊
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で定義する．ここで ∂iXj = 0とし，Xiは τ 7→ Xiτ なる写像とする．このとき，(H,∆)は再びHopf
代数になることが分かる．

β1, . . . , βn > 0を固定する．Hに次数を
|(i1 . . . ik)m| = βi1 + · · ·+ βik − |m|, |Xi| = 1

によって定義する．ここで |m| =
∑d

i=1 mi とする．このとき Hopf代数Hは次数付きとなるが，負
の次数を含んでしまう．そのため |τm| < 0となる文字列 τm は全て 0に変換する準同型 J を以って

H+ = H/KerJ

と制限する．このとき指標群 Gとの組は正則構造 (H+, G)をなす．この正則構造上で，定理 4.8は
次のように書き換えられる．

定理 4.9 (H). αi > βi，i = 1, . . . , nを固定する．
(1) 与えられた f i ∈ Cαi，i = 1, . . . , nに対し，(Π, g)を

Π(i1 . . . ik)m = g·((i1 . . . ik)m) = ∂m
∗ (f i1 , . . . , f ik)

で定義する．このとき (Π, g)は (H+, G)上のモデルである．
(2) β > 0, g ∈ Cβ とする．H+ 値関数を

g =
∑

|k|<β+α1+···+αn

∂k
∗ (g, f

1, . . . , fn)
Xk

k!

+
n−1∑
i=1

∑
|ki|<β+α1+···+αi

∂ki
∗ (g, f1, . . . , f i)

Xki

ki!
((i+ 1) . . . n)

+
∑

|m|<β+α1+···+αn

(∂mg)
Xm

m!
(1 . . . n)

で定義すると，g ∈ Dβ+α1+···+αn となる．

定理 4.8の証明の概略を説明する．簡単のため (2)のみ考え，α1, α2 ∈ (0, 1)かつ α1 + α2 > 1と
する．

補題 4.10. f ∈ C∞(Rd), θ ∈ (0,∞) \ Nに対し

T θ
yxf = f(y)−

∑
|k|<θ

(y − x)k

k!
∂kf(x)

とおく．α > 0, f ∈ Cα ならば θ′ ∈ [[θ], [θ] + 1]に対し |T θ
yxfi| ≲ 2−i(α−θ′)|y − x|θ′

が成り立つ．

Tα1+α2
yx (f1, f2)i を次のように展開する．

Tα1+α2
yx (f1, f2)i = (f1

i−f
2
i )(y)− (f1

i−f
2
i )(x)− (y − x) · ∇(f1

i−f
2
i )(x)

= (f1
i−(y)− f1

i−(x)− (y − x) · ∇f1
i−(x))f

2
i (y)

+ f1
i−(x)(f

2
i (y)− f2

i (x)− (y − x) · ∇f2
i (x))

+ (y − x) · ∇f1
i−(x)(f

2
i (y)− f2

i (x)) =: (I) + (II) + (III).

∥f2
i ∥L∞ ≲ 2−iα2 , ∥∇f1

i−∥L∞ ≲ 2−i(α1−1) であるから，(I)と (III)については任意の β < α1 + α2 に
ついて

|(I)|+ |(III)| ≲ 2−i(α1+α2−β)|y − x|β

が分かる．(II)についてはそのままでは良い評価にならないから，補正を加えて

∆α1+α2
yx (f1, f2)i := Tα1+α2

yx (f1, f2)i − f1(x)(f2
i (y)− f2

i (x)− (y − x) · ∇f2
i (x))

= (I) + (III)− f1
i+(x)(f

2
i (y)− f2

i (x)− (y − x) · ∇f2
i (x))

=: (I) + (III)− (II)′
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とする．ここで f1
i+ := f1− f1

i−である．このとき ∥f1
i+∥L∞ ≲ 2−α1 であるから，任意の β < α1+α2

について
|∆α1+α2

yx (f1, f2)i| ≲ 2−i(α1+α2−β)|y − x|β

を得る．後は iについて左辺の総和をとれば良いが，その前に∆α1+α2
yx (f1, f2)i を整理すると

∆α1+α2
yx (f1, f2)i

= (f1
i−f

2
i )(y)− (f1

i−f
2
i )(x)− (y − x) · ∇(f1

i−f
2
i )(x)− f1(x)(f2

i (y)− f2
i (x)− (y − x) · ∇f2

i (x))

= (f1
i−f

2
i )(y)− (f1

i−f
2
i )(x)− f1(x)(f2

i (y)− f2
i (x))− (y − x) · (∇(f1

i−f
2
i )− f1∇f2

i )(x)

となり，この総和をとれば定理 4.8-(2)のような展開式を得る．
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