
分割，超幾何系，Dirichlet過程と統計的推測

間野　修平 (統計数理研)∗

1. 導入
定義 1 (Ferguson 1973 [1]) R上のBorel集合族をB(R)と記す．可測空間 (R,B(R))
のランダム確率測度F がRの任意の有限可測分割{A1, ..., Ak}に対し

(F (A1), ..., F (Ak)) ∼ Dir(ρ(A1), ..., ρ(Ak))

を満たすとき，Fを基底測度ρのDirichlet過程という．

本稿では，確率測度µと θ > 0についてρ = θµとしたDirichlet過程をDP(θ;µ)と記
す．また，簡単のため，µはnon-atomicとする．F ∼ DP(θ;µ)のとき，Dirichlet分布
の多項抽出における共役性から

(Fn(A1), ..., Fn(Ak)) := (F (A1), ..., F (Ak))|(X1, ..., Xn)

∼ Dir

(
θµ(A1) +

n∑
i=1

δXi
(A1), ..., θµ(Ak) +

n∑
i=1

δXi
(Ak)

)

が従うので，

Fn ∼ DP

(
θ + n,

θµ+
∑n

i=1 δXi

θ + n

)
である．P(X1 ∈ ·) = E{P(X1 ∈ ·|F )} = E(F (·)) = µ(·)，

P(Xn+1 ∈ ·|X1, ..., Xn) =
θ

θ + n
µ(·) + n

θ + n
Λn(X1, ..., Xn)(·) (1)

である．ここで，Λn(X1, ..., Xn) := n−1
∑n

i=1 δXi
は経験分布であり，Bayes統計の文脈

では，Fを事前過程，(1)を予測規則という．j番目に初めて現れる値をX∗
j , j ∈ [k] :=

{1, 2, ..., k} とすると，(n1, ..., nk), nj := {i;Xi = X∗
j }は nの正の整数による分割を

なす．

P(N1 = n1, ..., Nk = nk) =
θk

(θ)n

k∏
j=1

(nj − 1)!

であるが，(n1, ..., nk)の置換について対称で，(c1, ..., cn), ci := #{j;nj = i}の分布は

P(C1 = c1, ..., Cn = cn) =
n!

(θ)n

n∏
i=1

(
θ

i

)ci 1

ci!
(2)

である．ただし，(θ)n := θ(θ + 1) · · · (θ + n− 1) とした．分割の確率函数 (2)はEwens

抽出公式とよばれる．Bayes統計の文脈では，(2)は事前過程DP(θ;µ) からの多項抽出
における母数 θの周辺尤度である．
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コンパクト距離空間E上のBorel確率測度の集合をP(E)，µ ∈ P(E)と函数 fにつ
いて ⟨f, µ⟩ =

∫
fdµ と記す．任意の自然数mについてF ∈ C2(Rm)とし，

ϕ(µ) = F (⟨f1, µ⟩, ..., ⟨fm, µ⟩)

とする．Fleming-Viot過程とよばれる測度値拡散過程の生成作用素Gはϕ(µ)に

Gϕ(µ) =
1

2

m∑
i,j=1

(⟨fifj, µ⟩ − ⟨fi, µ⟩⟨fj, µ⟩)F,ij(⟨f1, µ⟩, · · · , ⟨fk, µ⟩)

+
m∑
i=1

⟨Bfi, µ⟩F,i(⟨f1, µ⟩, · · · , ⟨fm, µ⟩) (3)

のように作用する．ただし，Bは浮動係数を定める作用素である．E = {1/m, 2/m, ..., 1}，

Bfi =
α

2

m∑
j=1

(fj − fi)

のとき，µ(t) =
∑m

i=1 xi(t)δi/m，fj(i/m) = δi,jとすれば，(3)より (x(t); t ≥ 0)は生成
作用素

L =
m∑

i,j=1

xi(δi,j − xj)

2

∂2

∂xi∂xj
+
α

2

m∑
i=1

{
m∑
j=1

(xj − xi)

}
∂

∂xi
(4)

に従う単体{xi;
∑m

i=1 xi = 1}の上の拡散過程であり，Wright-Fisher拡散とよばれる．
一般に，作用素Lで生成される拡散過程の定常測度πは

0 =
d

dt
⟨f, π⟩ = ⟨Lf, π⟩ = ⟨f, L+π⟩, ∀f (5)

を満たす．ただし，L+はLの随伴作用素である．さらに可逆測度であれば，

⟨Lf, gπ⟩ = ⟨Lg, fπ⟩, ∀f, g

を満たす．これはL+
j π = 0, ∀jに等価である．ただし，

L+
j • ϕ =

∑
i

1

2

∂

∂xj
(aij(x)ϕ)− bj(x)ϕ, L+ =

∑
j

∂

∂xj
• L+

j

であり，aij(x), bj(x)は拡散係数，浮動係数である．分割の確率函数は多項抽出

(n1, ..., nm) ∼ Multinom(n;x1, ..., xm)

の定常測度πによる混合p(n) = ⟨qn, π⟩である．ここで，

qn(x) :=
n!

n1! · · ·nm!
xn, xn :=

m∏
i=1

xi
ni

とした．生成作用素 (4)の下での定常性の条件 (5)より，漸化式

p(n) =
n− 1

mα + n− 1

m∑
i=1

ni − 1

n− 1
p(n− ei)

+
α

mα + n− 1

m∑
i=1

m∑
j=1

nj + 1− δij
n

p(n− ei + ej) (6)



が従う．ただし，境界条件 p(ei) = 1/m, i ∈ [m]である．漸化式 (6)の解は，παを母数
αのm変量対称Dirichlet分布Dir(α)の密度として

⟨qn, πα⟩ =

(
−mα
n

)−1 m∏
i=1

(
−α
ni

)
(7)

である．παはWright-Fisher拡散 (4)の可逆測度であり，確率函数 (7)はDirichlet多項
分布である．Fleming-Viot過程の可逆測度は

∑m
i=1 xiδi/m,x ∼ Dir(α) である．同様に，

E = [0, 1]，

Bf(x) =
θ

2

∫ 1

0

{f(y)− f(x)}dy

のFleming-Viot過程の可逆測度はDirichlet過程である．確率函数 (7)においてm→ ∞,

α → 0, θ ≡ mα > 0とすれば，Ewens抽出公式 (2)が得られる．
本稿では，上記の枠組みを様々に拡張したモデルの統計的推測に現れる次の 3つの
問題を議論する．

1. 分割の確率函数が与えられたとき，それに従う標本を生成する方法 (3.1節)

2. 分割の確率函数が与えられたとき，母数を推定する方法 (3.2節)

3. Fleming-Viot過程が与えられ，定常測度から従う分割の確率函数は明示的に与え
られていないとき，母数を推定する方法 (4節)

ここで，母数を推定するとは，分割の確率函数を最大化する母数を求めることであり，
最尤推定，もしくは，分割の確率函数が周辺尤度であることから，経験Bayesとよばれ
る．3節は対数アフィンモデルからの多項抽出の条件付き分布に関する一般論であり，
1,2の問題は例として扱う．その議論のために，2節でGel’fandらのA超幾何系に関す
る事項を準備する．3節は [2]，4節は [3]の紹介であり，詳細，背景と周辺の話題は [4]

に解説されている．本稿の引用は網羅的ではないので，参考文献については [4]を参照
されたい．

2. A超幾何系とホロノミック勾配法
定義 2 (Gel’fand et al. 1990 [5]) ランク dの非負整数値 d × m行列Aとベクトル
b ∈ Cd について，次の消去作用素たちが定める線形偏微分方程式系をA超幾何系HA(b)

とよぶ．
m∑
j=1

aijθj − bi, i ∈ [d], θj := xj
∂

∂xj
,

∂c
+ − ∂c

−
, c+ − c− ∈ kerA ∩ Zm.

HA(b)はWeyl代数の左イデアルで，A超幾何イデアルとよばれる．

定義 3 A超幾何系HA(b)の原点周りの級数解

ZA(b;x) :=
∑

{c;Ac=b,c∈Nm}

xc

c!
, c! :=

m∏
i=1

ci! (8)

を A超幾何級数とよぶ．ただし，b /∈ ANm
0 , N0 := 0 ∪ N, N := {1, 2, ...}のときは，

ZA(b;x) = 0と規約する．



本稿では，Aを同次行列，つまりAの行空間が (1, ..., 1)を含むとする．2行の同次行
列Aは一般性を失うことなく

A =

(
0 i1 i2 · · · im−1

1 1 1 · · · 1

)
(9)

と表せる．ここで，0 < i1 < i2 < · · · < im−1は互いに素な整数である．im−1 = m− 1,

b1, b2 ∈ Nのとき，条件Ac = bは b1 + b2の b2個の正の整数による分割を定める．ここ
で，b2を分割の長さという．
A超幾何多項式(8)の数値評価を考える．定義どおりに足し上げることは，条件Ac = b

を満たすcが膨大にあるので現実的ではない．そのような足し上げを避けてホロノミック
函数を評価する方法に差分ホロノミック勾配法 (Holonomic Gradient Method; HGM)[6]

がある．一般に，HGMはホロノミックイデアル Iの偏微分方程式系

θi •Q = PiQ, i ∈ [rank(I)], (10)

を用いる．ここで，Qは標準単項式のベクトルである．このような偏微分方程式系を
Pfaffian系とよぶ．Pfaffian系は，原理的にはGröbner基底に対する標準形として求め
られるが，そのような計算は階数が増えるに従い大きなコストを要するので現実的で
はない．そこで，陽に求めるか，効率的な計算方法を工夫する必要がある．
A超幾何イデアルHA(b)に差分HGMを適用することを考える．A超幾何函数は隣接
関係

θiZA(b;x) = xiZA(b− ai;x), i ∈ [m] (11)

を満たす．ここで，aiは行列Aの第 i列ベクトルである．2行のA超幾何系については

Q(b;x) = (1, θ3, ..., θn−k+1)
⊤ • ZA(b;x)

であり，多項式解が満たすPfaffian系を陽に得ることができる．Pfaffian系 (10)と隣接
関係 (11)を合わせることで，Qの漸化式

xiQ(b− ai;x) = Pi(b;x)Q(b;x), i = 1, 2

が得られる．これを用いることで，A超幾何多項式を数値評価するための効率的なア
ルゴリズムを構成することができる ([2]のAlgorithm 6.3)．

3. A超幾何分布と統計的推測
Takayamaら [7]により定義されたA超幾何分布は，対数アフィンモデルからの交換可
能な標本の条件付き分布であり，計数データの統計モデルとして現れる．大きさ nの
標本を考える．セルたちを [m]で表し，ti ∈ [m], i ∈ [n]を i番目の標本点が属するセル
とする．標本は計数ベクトル (c1, ..., cm), ci := #{j; tj = i}で表せるが，

(c1, ..., cm) ∼ Multinom(n; p1(ξ), ..., pm(ξ))

とし，対数アフィンモデル log pi(ξ) =
∑d+g

j=1 ajiξj − ϕi(ξ) を仮定すれば，

P(C = c) =
n!

c!
exp

{
d+g∑
j=1

ξjbj −
m∑
i=1

ϕi(ξ)

}
, c! :=

m∏
i=1

ci!



となる．ここで，(b1, ..., bd+g)は bj =
∑m

i=1 ajici, j ∈ [d + g] で定まる十分統計量であ
る．ここで，j ∈ [d]の条件は d ×m行列A = (aji)と数ベクトル b ∈ Nd

0によりAc = b

と表せるが，その条件付き分布は

P(C = c|AC = b) ∝ 1

c!
exp

{
d+g∑
j=d+1

ξjbj

}
=
xc

c!
, log xi :=

d+g∑
j=d+1

ajiξj (12)

である．正規化定数がA超幾何多項式になることから，{c;Ac = b}を台とし，確率函
数 (12)が定める分布をA超幾何分布とよぶ．行列Aの同次性から標本の大きさの条件

m∑
i=1

ci = n (13)

が従う．

例 1 (2元分割表) 2× 2の分割表

n11 n12 n1·

n21 n22 n2·

n·1 n·2 n··

の標準的なモデルは (N11, N12, N21, N22) ∼ Multinom(p11, p12, p21, p22) である．

ψ1 := log
p12
p22

, ψ2 := log
p21
p22

, λ := log
p11p22
p12p21

とすれば，

P(N = n) =
n..!

n11!n12!n21!n22!

× exp
{
n11λ+ n1·ψ1 + n·1ψ2 − n·· log

(
1 + eψ1 + eψ2 + eλ+ψ1+ψ2

)}
が得られる．通常はオッズ比 y := eλに興味があるので，ψ1とψ2 を局外母数とする．
周辺和n1·とn·1は局外母数の十分統計量だから，条件付き分布は

P(N11 = n11|N·· = n··, N1· = n1·, N·1 = n·1) =
1

ZA(b;x)

yn11

n11!n12!n21!n22!
(14)

である．この確率函数はA超幾何分布で，

A =


1 1 0 0

0 0 1 1

1 0 1 0

0 1 0 1

 , c =


n11

n12

n21

n22

 , b =


n1·

n2·

n·1

n·2

 , x =


y

1

1

1


である．ここで，A超幾何多項式ZA(b;x)はGaussの超幾何多項式

2F1(−n1·,−n·1, n− n1· − n·1 + 1; y) =
∑
i≥0

(−n1·)i(−n·1)i
(n− n1· − n·1 + 1)i

yi

i!

に比例する．A超幾何分布 (14)は一般化超幾何分布とよばれ，行と列の独立性の帰無
仮説 y = 1の下で超幾何分布に帰着する．以上に基づく独立性の相似検定はFisherの
正確検定とよばれる．



例 2 (Gibbs分割) Gibbs分割は

P(C1 = c1, ..., Cn = cn) =
n!

Bn(v, w)
vn,l(c)

n∏
i=1

(wi
i!

)ci 1

ci!
, l(c) := c1 + · · ·+ cn (15)

で与えられる．wi = (1−α)i−1, α < 1, vn,k = (θ)(θ+α) · · · (θ+(k−1)α)のときはPitman

分割とよばれ，対応する事前過程は 2母数Poisson-Dirichlet (Pitman-Yor)過程とよば
れる．α = 0でEwens抽出公式 (2)に帰着する．ここで，Bn(v, w) =

∑n
k=1 vn,kBn,k(w),

Bn,k(w)は偏Bell多項式である．分割の長さ l(c) = kは (vn,k)の十分統計量で，条件付
き分布は

P(C1 = c1, ..., Cn = cn|Ac = b) =
n!

Bn,k(w)

n∏
i=1

(wi
i!

)ci 1

ci!
(16)

となる．この確率函数はA超幾何分布で，Aは(9)において im−1 = m−1，m = n−k+1

としたもの，b⊤ = (n− k, k), xi = wi/i!, ZA(b;x) = Bn,k(w)/n!である．

3.1. A超幾何分布に独立に従う計数ベクトルの直接抽出

統計的推測において，例 1の相似検定のように，与えられた分布に従う標本の抽出が
必要になることがある．分布の正規化定数の計算が簡単ではないとき，正規化定数を
要しないMarkov連鎖Monte Carlo法 (MCMC)が良く用いられるが，MCMCは定常分
布からの抽出を要し，標本に自己相関があるので，与えられた分布に独立に従う標本
を直接抽出できるのであれば，その方が望ましいと思われる．A超幾何分布 (12)につ
いては，2節で紹介したように，規格化定数であるA超幾何多項式 (8)を効率的に数値
評価できることを期待できる．その利用を前提として，以下に紹介するアルゴリズム
1によりA超幾何分布に独立に従う計数ベクトルを直接抽出できる．
同次性の条件 (13)は消去作用素

∑m
i=1 θi− nに等しく，これをA超幾何多項式に作用

させると
m∑
j=1

xjZA(b− aj;x) = nZA(b;x).

が得られる．両辺を右辺で除すと

m∑
j=1

pA(b; j) = 1 (17)

となる．ただし，pA(b; j)はA超幾何分布における j番目のセルの割合の期待値

pA(b; j) :=
E(Cj)
n

=
ZA(b− aj;x)

ZA(b;x)

xj
n

である．(17)より，A超幾何多項式を状態空間とし，ステップごとに次数が 1下がる
Markov連鎖において，pA(b; j)をZA(b;x)からZA(b − aj;x) への推移確率とみなせる
ことが分かる．以上の観察から，次の逐次的な直接抽出のアルゴリズムを構成できる．

アルゴリズム 1 ([2]) A超幾何多項式 (8)を規格化定数とするA超幾何分布 (12) から
の直接抽出．

1. t1 = jを確率pA(b; j)で抽出．



2. i = 2, ..., nについて，ti = jを確率pA(b− (at1 + · · ·+ ati−1
); j)で抽出．

例 3 (Gibbs分割の直接抽出) 予測規則 (1)は逐次的な直接抽出を与えるが，このよう
な抽出は確率分割に偏交換可能性があるときのみ可能である [8]．偏交換可能性があり
対称な確率分割は交換可能で，例 2に紹介したPitman分割はその例である．Gibbs分
割 (15)は対称であるが，交換可能なのはwi = (1− α)i−1, α < 1の場合に限られる [9]．
交換可能でないGibbs分割からの抽出にはMCMCを用いることもできるが，アルゴリ
ズム1を利用することで次のように直接抽出することができる．

1. 分割の長さを確率P(l(c) = k) = Bn,k(w)/Bn(w)で抽出．

2. 分割 (n1, ..., nk)をA超幾何分布 (16)からアルゴリズム1により抽出．

3.2. 2行の行列Aに付随するA超幾何分布の最尤推定

A超幾何分布は指数型分布族であり，対数尤度は定数項を除いて

m∑
i=1

ξici − ψ(ξ), ψ(ξ) := logZA(b; e
ξ), ξi := log xi ∈ R

で与えられる．計数ベクトル (c1, ..., cn)は自然母数 (ξ1, ..., ξm)の十分統計量である．本
節では

A =

(
0 1 2 · · · n− k

1 1 1 · · · 1

)
, b =

(
n− k

k

)
(18)

が定めるA超幾何分布 (12)の最尤推定を議論する．
同次多項式の指数ベクトルの凸包をNewtonポリトープといい，(18) が定めるA超
幾何多項式については分割の集合Pn,k := {λ;λ ⊢ n, l(λ) = k} に対応する計数ベクト
ル (c1, ..., cn−k+1) ∈ Nn−k+1

0 の凸包である．nの分割の集合Pn = ∪nk=1Pn,k の凸包は分
割ポリトープとよばれるが，それをPnと記す．分割ポリトープにはピラミッド性とよ
ばれる性質がある．すなわち，Pnの cn > 0を満たす頂点はenのみであり，他の頂点は
cn = 0の超平面上にある．その底面はPn−1を写像

(c1, c2, ..., cn−1) ∈ Nn−1
0 7→ (c1 + 1, c2, ..., cn−1, 0) ∈ Nn

0

で表される平行移動により埋め込んだものである．このような埋め込みにより分割ポ
リトープたちは鎖P1 ⊂ P2 ⊂ · · · をなす．Newtonポリトープから分割ポリトープへの
アフィン写像を構成し，分割ポリトープのピラミッド性のために十分統計量の写像が
分割ポリトープの内部にないことを用いて，次の定理を示すことができる．

定理 1 ([2]) (18)が定めるA超幾何分布 (12)の最尤推定量は確率1で存在しない．

最尤推定量を得るためには2つの方法がある．1つは，標本が独立にA超幾何分布に
従う複数の計数ベクトル{c(1), ..., c(N)}からなるとすることで，N ≥ 2では十分統計量
がNewtonポリトープの内部になり，最尤推定量が存在することがある．もう 1つは，
曲指数族を用いることである．曲指数族により母数空間を制限すれば，最尤推定量が



存在することがある．曲指数族の最尤推定は情報幾何の枠組みで議論することができ
る．双対座標はη := E(Ci)，Fisher計量は

gij =
∂2ψ(ξ)

∂ξi∂ξj
=
ZA(b− ai − aj;x)

ZA(b;x)
xixj1{b−ai−aj≥0} − ηiηj + ηiδi,j

である．ここに現れるA超幾何多項式は差分HGMを用いて効率的に数値評価できる
ので，自然勾配法を用いて最尤推定量を数値的に求めることができる．

例 4 (交換可能なGibbs分割の母数の推定) 例 3で紹介した交換可能なGibbs分割の
長さによる条件付き分布として現れるA超幾何分布 (16)においては，母数 (wi)は 1つ
の母数αによりパラメトライズされる．交換可能なGibbs分割において，母数 (vn,k)と
αの同時推定は難しいことが知られているが，(vn,k) を局外母数とみなせば，条件付き
分布 (16)の最尤法によりαを推定することができる．

4. Fleming-Viot過程の定常測度における母数の推定
Kingmanのコアレセント (合併)とよばれる分割値連続時間Markov過程がある．その
推移規則は次の通りである．状態が {A1, ..., Al}にあるとき，可能な推移は，レート 1

で 2つの部分を選び，合併して 1つの部分とすることである．分割の長さ (Lt; t ≥ 0),

L0 = nは l → l− 1の推移がレート l(l− 1)/2で起こる死滅過程で，1に吸収される．こ
の過程の実現は葉たち [n]から根{1, ..., n}に向かって二分木を生成することである．木
の枝の上にレート θ/2のPoisson過程に従い印をつける．葉 iと jを結ぶ木の上の唯一
の経路に印がないとき，同値類 i ∼ jを入れる．この手続きにより，Ewens抽出公式に
従う分割が得られる．
双対過程の概念は無限粒子系の確率解析によく使われる．

定義 4 状態空間ExとEyに値を取るMarkov過程 (Xt; t ≥ 0), X0 = xと (Yt; t ≥ 0),

Y0 = yが核k(x, y)について

Ex(k(Xt, y)) = Ey(k(x, Yt)), ∀x ∈ Ex, y ∈ Ey (19)

を満たすとき，XtとYtはk(x, y)について双対という．

Xtの生成作用素を Gx，Ytの生成作用素を Gy とする．∀x ∈ Ex, y ∈ Ey について
Gxk(x, y) = Gyk(x, y)が満たされれば (19)が成り立つので，Gxと kから Gy を同定
することができる．Wright-Fisher拡散 (4)については，生成作用素 Lと核 k(x, n) =

xn/Eπα(xn)について

Lk(x, n) = −n(n− 1 +mα)

2
k(x, n) +

n(n− 1 +mα)

2

m∑
i=1

ni
n
k(x, n− ei) = Gnk(x, n),

が得られ，双対過程 (Nt; t ≥ 0), N0 = nを読み取ることができる．m → ∞, α → 0,

θ ≡ mα > 0とすれば，Ntは l → l − eiの推移がレート l(l − 1 + θ)/2× li/lで起こる死
滅過程であることがわかる．l(l− 1)/2は合併，lθ/2は印のレートであるから，Ntはコ
アレセントを与える．
Fleming-Viot過程が与えられているけれども，定常測度から従う分割の確率函数が
明示的に得られないときに，分割の確率函数を最大化する母数を求めたいことがある．



与えられた母数における分割の確率函数の値を求めるには，1節において述べたことか
ら，(6)に類似の漸化式をp(n)について解けば良い．非常に多変数の漸化式なので代数
的に解くことは現実的ではない．そこで，確率シミュレーションによりp(n)を数値的
に評価することを考える．
標本の分割をx0とする．木を時間を遡って葉x0から根x−T , T <∞の向きに生成す
ることを考える．xtを時刻 tの分割，もしくは木の断面とする．漸化式は前向き方程式

p(xt) =
∑

{xt−1}

p(xt|xt−1)p(xt−1).

であり，問題は p(x0)を数値評価することである．前向き推移確率 p(xt|xt−1)を知っ
ているので時間について前向きに生成するのは簡単だが，x0 が得られる確率は極め
て低いので効率が悪い．そこで，時間について後向きに生成することを考える．困難
は，後向き推移確率 p(xt−1|xt)を知らないことである．Bayesの法則から p(xt−1|xt) =
p(xt|xt−1)p(xt−1)/p(xt) であるが，p(xt−1)/p(xt)は不明である．そこで，後向き確率を
近似し，次の逐次的インポータンスサンプリングによりp(x0)を推定することを考える．

p(x0) = Ep̂
[
p(x0|x−1)

p̂(x−1|x0)
· · · p(x−T+1|x−T )

p̂(x−T |x−T+1)
p(x−T )

]
≈ 1

N

N∑
i=1

{
−T+1∏
j=0

p(x
(i)
j |x(i)j−1)

p̂(x
(i)
j−1|x

(i)
j )

p(x−T )

}
.

ここで，Ep̂は後向き推移確率の近似 p̂(xt−1|xt)により生成される後向き経路{x−1, ..., x−T}
について期待値をとることを表し，x(1), ..., x(N)は経路の独立な実現である．もし近似
が完璧，つまり p̂(xt−1|xt) = p(xt−1|xt)であれば，インポータンスウェイトは p(x0)で
あり，推定量の分散が0なので推定の効率は最善である．
後向き推移確率の近似を求める手続きをDirichlet多項分布を解とする漸化式 (6)に
沿って説明する．分割の確率函数p(n) = ⟨qn, π⟩の近似 p̂(n)に交換可能性を要求すれば

ρ(i|n− ei)p̂(n− ei) =
ni
n
p̂(n) (20)

となる．ここで，ρ(i|n− ei)は標本がn− eiのときに次の標本点として iが選ばれる確
率の近似である．De IorioとGriffiths [10]は，ρと p̂を定めるのに，拡散の可逆測度π

が従う条件 ⟨Lj∂qn/∂xj, π⟩ = 0, ∀j を用いることを提案した．これをWright-Fisher拡
散 (4)に課すと

nj(n− 1+mα)p̂(n) = n(nj− 1)p̂(n− ej)+α
m∑
i=1

(ni+1− δij)p̂(n+ ei− ej), j ∈ [m]

が得られ，さらに (20)より

ρ(i|n) = α + ni
mα + n

, i ∈ [m]

が得られる．これはDirchlet分布の予測規則に他ならないので，p̂(n) = p(n) である．
近似が完璧なのは交換可能性と可逆性が満たされているからである．以上の手続きは，
交換可能性，可逆性が満たされていない場合に近似として有効である．

例 5 (偏りのある投票者モデルの母数の推定) [3]で考察された偏りのある投票者モデ
ルを紹介する．グラフの集合 (Ii), i ∈ [m]があり，グラフ Iiはサイトたち [N ]からなり，
個々のサイトは意見 1か 0を持つとする．ηt(x), x ∈ Iiで時刻 tにおけるサイト xの意
見を表す．次の規則で推移する連続時間Markov 過程{ηt; t ≥ 0}を考える．



1. サイトx ∈ Iiの意見が Iiの他のサイトにレートλN で伝わる．

2. サイトx ∈ Iiの意見がIj ̸=iのサイトに伝わる．そのレートは意見に依存し，ηt(x) =
kのときλNc(1− (−1)kβ)である．

3. 意見が伝わるとき，確率aで意見を変更する．

このモデルは，グラフ内の意見の伝搬には偏りがないが，グラフ間の意見の伝搬には偏り
がある状況を表している．λN = N/2 → ∞の拡散極限において，a, c→ 0, α ≡ Na > 0,

γ ≡ Nc > 0とすると，各グラフにおける意見 0の割合 (xi)の拡散極限は [0, 1]m上の
Wright-Fisher拡散であり，その生成作用素は

L =
m∑
i=1

xi(1− xi)

2

∂2

∂x2i
+
α

2

m∑
i=1

(1− 2xi)
∂

∂xi
+
γ

2

m∑
i=1

(
m∑
j=1

xj −mxi

)
∂

∂xi

− β
γ

2

m∑
i=1

{
(1− 2xi)

∑
j ̸=i

xj + (m− 1)xi

}
∂

∂xi

である．分割の確率函数を明示的に得ることはできないが，[3]では，分枝を伴うコア
レセントを双対として導出し，母数 (α, β, γ) を推定するためのインポータンスサンプ
ラーを構成している．
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