
深層ニューラルネット理論の近況

園田　翔 (理研AIP深層学習理論チーム)∗

2018年7月31日

1. 導入
深層学習による技術革新は未だとどまるところを知らない。深層学習とは深層ニュー
ラルネット（neural network; NN）を学習させる技術の総称である。深層NNとは，図
1に示すように入力層と出力層の間に複数の中間層をもつNNである。2006年に初め
て深層学習が登場するまで，深層NNは高々5層程度までしか学習できないと信じられ
ていた。2018年現在，深層NNは 10,000層まで学習できるようになった (Xiao et al.,

2018)。実は § 4 で詳述する通り，理論的には既に無限層モデルが登場している。
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図 1: 深層NNの模式図。各ノードは神経細胞を表し，エッジはシナプス結合（神経発
火に伴う信号の入出力関係R → R）を表す。層状に並んだ神経細胞はそれぞれ入力層
X，中間層Z l，出力層Y をなす。信号は入力層から出力層へ一方向に流れるので，深
層NNは合成写像R3 → R5 → · · · → R2とみなせる。

もちろん，単に深くできることが深層学習の魅力というわけではない。人工知能の
要素技術となる様々なタスクにおいて既存手法を圧倒する性能を発揮した実績こそが，
真に革新的な技術と評される所以である。深層学習は，2012年に画像認識 (Krizhevsky

et al., 2012)や音声認識 (Hinton et al., 2012)といった認識タスクで頭角を表し，今日
では自動運転での使用にも耐えうる水準に達しつつある (Redmon et al., 2016)。その
後，強化学習では人類最強の棋士を破り (Silver et al., 2016)，画像生成 (Radford et al.,

2016)や音声合成 (van den Oord et al., 2016)，説明文生成 (Vinyals et al., 2015)や翻訳
(Wu et al., 2016)といった生成タスクでも存在感を増している。そして，機械学習理論
の研究対象としても，深層学習は従来の枠にはまらない型破りの存在であり，新理論
の覇権を巡って百家争鳴が続いている。
NNはブラックボックスと呼ばれる。NNのパラメータ空間は，大きいものでは144M

次元 (Simonyan and Zisserman, 2015)にも及び，そのうえ学習問題は無数の局所解を
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もつためである。ブラックボックスのままでは，例えば自動運転のようなシステムに
載せる場合に誤動作のリスクを下げきれない。実際，一見うまく学習できているよう
なNNであっても，入力に摂動を加えると思わぬ誤作動を引き起こせることが知られ
ている。このような入力を敵対的サンプル（adversarial example）という。例えば，バ
スの画像に雑音を加えてダチョウであると誤認識 (Szegedy et al., 2014) させたり，特
殊なメガネをかけた男性を女優と誤認識 (Sharif et al., 2016) させたりできる。NNを
含む多くの学習機械を解釈可能（interpretable）ないし説明可能（explanable）なホワ
イトボックスにする研究は，2016年頃から注目を集めている (Molnar)。
本稿では，1990年代に開発された浅いNNの理論である積分表現理論と，近年深層

NNの理論として存在感を増しつつある輸送理論という二つの観点から，NNのホワイ
トボックス化に迫る。積分表現理論は，浅いNNを積分表現にして，関数解析ないし調
和解析を用いてNNの関数近似能力を調べる理論である。一方，輸送理論は，深層NN

を連続力学系として表現して，最適輸送理論やWasserstein幾何学を用いて深層NNの
中間写像を調べる理論である。積分表現が表現できるのは中間層が1層の浅いNNに限
るが，図1のように中間層どうしを直接合成する形式ではなく，図2のように浅いNN

を合成する形式を調べることで，深層NNに対しても積分表現理論が展開できるよう
になる。
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図 2: 浅いNNX → Z → Xを合成する形式の深層NN。浅いNNの理論である積分表
現理論と，合成写像の理論である力学系を併用できる。

2. 定式化
2.1. 浅いニューラルネット

次の形式でパラメータ付けられた関数 g : Rm → Rを浅いNN という

g(x; {(aj, bj, cj)}pj=1) :=

p∑
j=1

cjσ(aj · x− bj), x ∈ Rm. (1)

ただし各 jに対し，(aj, bj, cj) ∈ Rm ×R×Cである。σは活性化関数と呼ばれる緩増加
超関数（S ′）である。例えばガウシアン exp(−z2/2)やシグモイド関数 tanh z，rectified
linear unit (ReLU) z+などが典型的である。特に必要のない限り，パラメータは明記
せず単に g(x)と書く。
訓練データをD = {(xi, yi)}ni=1 ⊂ Rm × Rとする。訓練データDを浅いNNgにバッ
クプロパゲーション学習（backpropagation; BP）させるとは，次の最適化問題を解く



ことである

Minimize
1

n

n∑
i=1

|yi − g(xi; {(aj, bj, cj)}pj=1)|2 w.r.t. {(aj, bj, cj)}pj=1. (2)

2.2. 深層ニューラルネット

まず，ベクトル値の浅いNNをg : Rm → Rmと書く。gの第 k成分関数 gkは以下で与
えられる

gk(x) :=

p∑
j=1

cjkσ(aj · x− bj), x ∈ Rm. (3)

隠れ層パラメータ (aj, bj)はkに依らず共通であることに注意せよ。
そして，L個のベクトル値NNgl : Rm → Rmの合成写像を深層NN という

gL:l(x) := gL ◦ · · · ◦ g1(x), x ∈ Rm. (4)

本稿で単に深層NNといえば，gL:l（あるいは図 2）のように浅いNNを合成した形式
を想定する。

3. 積分表現理論
次の積分で表される関数をNNの積分表現という

S[γ](x) :=

∫
Rm×R

γ(a, b)σ(a · x− b)dλ(a, b), x ∈ Rm. (5)

ただしλはRm ×R上のBorel測度とし，λに対して定まるHilbert空間をG := L2(λ)と
書いて，γ ∈ Gとする。典型的には，λとしてLebesgue測度を想定する。Sはパラメー
タ空間G上の線形作用素とみなせる。
積分表現は，(a, b) ∈ Rm ×Rで添字付けられた連続無限個の中間層素子σ(a ·x− b)

を足し合わせた浅いNNとみなせる。連続化に伴い，出力係数 cjは係数関数γ(a, b)に
なる。形式的には，特異測度γ(a, b)dλ(a, b) =

∑p
j=1 cjdδaj ,bj(a, b)をとることで有限の

NNも包括的に表現できる。
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図 3: 通常の浅いNN（左）と積分表現NN（右）。積分表現では中間層素子が連続無限
個足されている。

NNを積分表現にするメリットはいくつもあるが，最も重要なことは，パラメータが
線形になることである。元のNNでは非線形関数σの中にある隠れ層パラメータ (aj, bj)

が非線形パラメータとなっていたが，積分表現では隠れ層パラメータが積分消去され
るためである。



3.1. バックプロパゲーションの大域最適解

NNの近似対象f : Rm → Rを一つ固定する。fは適当なHilbert空間Fに属しているも
のとする。例えば，データ分布µ(x)で重み付けられたHilbert空間L2(µ)を想定する。
積分表現において，BP学習は次のように書ける

Minimize ∥f − S[γ]∥2F + β∥γ∥2G, w.r.t. γ ∈ G. (6)

ただしβ > 0とし，議論を簡単にするためにL2正則化項を設けた。
この積分表現BPは関数空間上の強凸最適化問題である。形式的に有限次元の場合と
同様に計算すると，大域最適解γ⋆が得られる

γ⋆ = (β + S∗S)−1S∗f. (7)

ただしS∗ : F → GはS : G → Fの共役作用素である。実は，S : G → Fが稠密に定義
された閉作用素であれば，この計算が正当化される。通常のBPは局所解との戦いであ
るから，大域最適解などは夢のようであるが，このようなことが起きるのは γが線形
パラメータだからである。
実際には，Sが閉ないし有界となるようなG,Fを定めるのは見た目ほど容易ではな
い。(Sonoda et al., 2018)では，Fとして特殊な再生核Hilbert空間（reproducing kernel

Hilbert space; RKHS） Hσσをとることで，S : G → Hσσが有界作用素になることを示
した。さらに，Hσσ上のリッジレット変換Rを用いて

γ⋆ = (β + S∗S)−1S∗f = (β + 1)−1R[f ], (8)

と計算できることまで示した。
ここで「Hσσ上のリッジレット変換」の定義は準備が長くなるため省略するが，次
節で述べる「L2(Rm)上のリッジレット変換」は数値積分を用いて計算可能である。つ
まりHσσとL2(Rm)の厳密な違いに目をつぶれば，γ⋆ = (β + 1)−1R[f ]を数値積分する
ことで，大域最適なNN S[γ⋆](x)が得られるということである。

図 4: 学習済NNの隠れ層パラメータ (aj, bj)

の散布図
図 5: リッジレット変換R[f ](a, b)のスペク
トル

数値実験により，この主張を視覚的に確かめられる。図4および図5は，同じデータ
セットD = {(xi, yi) | yi = f(xi) = sin(2πx), xi ∈ {−1.00,−0.99, . . . , 0.99, 1.00}} に対



して行われた2つの実験の結果である。図4は，Dを用いて1,000体の浅いNNをBP学
習し，得られた隠れ層パラメータ (aj, bj)をプロットした散布図である。乱数初期化さ
れた学習前のパラメータは (a, b)空間上にランダムに分布していたはずだが，学習後の
パラメータは分布が偏り，全体として星状に分布していることが分かる。つまり，(a, b)
空間にはよく使われる場所とそうでない場所があるということである。一方，図5は，
数値積分を用いてDから f(x) = sin(2πx)のリッジレット変換R[f ](a, b)を数値計算し
た結果である。スペクトルは赤が最も高く，黄，緑，青の順に低くなり，緑と青は負の
値を示す。リッジレット変換もまた星状の形になることが分かる。そして，2つの図を
見較べると，概ねスペクトルの絶対値が大きい場所に，学習済パラメータが分布して
いることが分かる。BPの大域最適解がリッジレット変換によって得られることを思い
出すと，このようなパターンの一致は必ずしも偶然ではないことが理解できる。この
現象は筆者が2015年頃に偶然発見したものだが，数学的な証明が付けられたのは2018

年になってからである。

3.2. リッジレット変換

以降では，パラメータ空間の測度λをLebesgue測度dλ(a, b) = dadbとし，G = L2(Rm×
R)およびF = L2(Rm)とする。
近似対象f ∈ Fを固定し，次の積分方程式を考える

Find γ ∈ G s.t. S[γ] = f. (9)

この方程式は NNの学習問題とみることもできる。通常の NNの場合に，同様の方
程式を解くのは至難の技である。ところが積分方程式の場合には，リッジレット変換
γf = R[f ]が特殊解を与えることが知られている (Murata, 1996; Candès, 1998; Sonoda

and Murata, 2017)。即ち，S[γf ] = S[R[f ]] = fが成り立つ。
ここで，関数f ∈ Fのリッジレット変換は以下で定義される

R[f ](a, b) :=

∫
Rm

f(x)ρ(a · x− b)dx. (10)

ただしρ : R → Rは急減少関数（S）とし，NNの活性化関数σ ∈ S ′に対して次の許容
条件（admissibility condition）を満たすものとする∫

R\{0}

σ̂(ζ)ρ̂(ζ)

|ζ|m
dζ = 1. (11)

ここで ·̂ はFourier変換を表す。許容条件が成り立つ (σ, ρ)の組み合わせにおいて，R[f ]

はS[γ] = fの特殊解を与える。すなわち，再構成公式が成り立つ

S[R[f ]] = f, f ∈ F . (12)

証明はS[R[f ]]を直接変形することで，Fourier反転公式に帰着することを示す: S[R[f ]] =

F−1[f̂ ] = f .

一般に，一つのσに対して許容条件を満たすρは無数に存在する。例えば，σがReLU

の場合にはGaussianϕ(z)を用いて ρ̂(ζ) = |ζ|m+2+2kϕ(ζ) (k = 0, 1, . . .)にとれば，ρはい
ずれも許容条件を満たす (Sonoda and Murata, 2017, § 6)。



4. 輸送理論
次の常微分方程式 (ODE)が定める連続力学系 gt→s : Rm → RmをNNのフロー表現と
いう

d

dt
xt = vt(xt), t ∈ [0, 1]. (13)

ただしvt(x)は (x, t)における速度ベクトル場を表す。フロー表現にすることで，深層
NNの中間写像の解析を輸送軌道の解析に転嫁できる。
例えばクラス判別をする深層NNは，最終層が線形判別機になっているので，最終
層までにデータ点を線形分離可能な配置にしておかなければならない。従って，中間
写像に求められるのは，線形分離できるようにデータ点を輸送することである。この
ように，深層NNの機能は輸送軌道の性質として解析するのが自然なケースがある。
フロー表現は，t ∈ [0, 1]で添字付けられた無限個の輸送写像gt→t+0を合成して得られ
る深層NNとみなせる。Euler法に代表される折れ線近似を用いてgl(x) = x+∆xl(x)

に分解することで，有限層の深層NNが得られる。

図 6: フロー表現NNの模式図。連続無限個の輸送写像を合成している。

4.0.1. スキップ接続

スキップ接続は，residual network (ResNet) (He et al., 2016) をはじめとする1, 000層
規模の深層NNを学習するためになくてはならないとされるネットワーク構造である。
スキップ接続を式で書くと g(x) = x+ f(x) であり，これは輸送写像である。2018年
には，ResNetをODEとして定式化し，解析ないし一般化する研究が矢継ぎ早に出版
された。例えば Lu et al. (2018) は多くのResNetの亜種が全て，ODEを近似する手法
の違いに対応することを指摘した。また Nitanda and Suzuki (2018) はODEが元の最
適化問題を解く過程に対応していることを指摘した。

4.1. 最適輸送写像

フローの特別なクラスとして，最適輸送写像がある。µ0, µ1はRm上の確率測度とし，
Lebesgue測度に対して絶対連続かつ二次モーメントが存在するとする。µ0をµ1に変形
する輸送写像gの全体をT (µ0, µ1)と書く。このとき，次のMongeの最適輸送問題

Minimize

∫
Rm

|x− g(x)|2dµ0(x), s.t. g ∈ T (µ0, µ1). (14)

の解が一意に存在し，Rm上 µ0-a.e.で一意に定義された強凸関数φ : Rm → Rを用いて

g0→t(x) = x+ t∇φ(x), t ∈ [0, 1], x ∈ Rm, (15)



と表される（Brenierの極分解定理）。ここで，g0→tはµ0からµt := (g0→t)♯µ0への最適
輸送写像となっている。また，t 7→ µtはµ0とµ1を結ぶW2測地線である。

4.1.1. 生成モデル

Generative adversarial net (GAN) (Goodfellow et al., 2014) は，正規乱数zを入力し，
出力x = g(z)の分布がデータ分布に近づくように生成器 gを訓練する学習法である。
このときgはµ0を正規分布とし，µ1をデータ分布とする輸送写像である。
GANに限らず，Variational Autoencoder (VAE) (Kingma and Welling, 2014) や

Minimum Probability Flow (Sohl-Dickstein et al., 2011) など多くの生成モデルは輸送
写像として解釈可能である。

4.2. 連続方程式とWasserstein勾配流

データ分布µ0に従ってデータ点x0が分布しているとき，深層NN内部の中間データ表
現xt = g0→t(x0)が従う分布µtは次の連続方程式に従って発展する

∂tµt = −div [µtvt]. (16)

Rm上のL2-Wasserstein空間をW2と書く。速度場vtがポテンシャル関数Vt : Rm → R
の勾配として与えられるとき，

vt = ∇Vt, t ∈ [0, 1] (17)

連続方程式(16)はW2上の汎関数HによるWasserstein勾配流に対応付けられる (Villani,

2009, Ex.15.10)

d

dt
µt = −gradH[µt]. (18)

ここで，HとVtとは，以下の関係式を満たすように選ぶ

d

dt
H[µt] =

∫
Rm

Vt(x)∂tµt(x)dx, µt ∈ W2 (19)

速度ベクトル場 vtやフロー表現 gtは時間に依存するが，Wasserstein勾配流を特徴
付ける汎関数Hは時間に依存しないので，複雑な輸送過程を扱う場合にも威力を発揮
する。

4.2.1. Denoising Autoencoder (DAE)

DAE (Vincent et al., 2008) は，浅いNN g の訓練時にわざとノイズを付加した入力
x̃ = x + εを与え，ノイズを付加する前の入力xを推定させる学習法である。DAEの
学習則は次のようになる

Minimize ExEε|g(x+ ε)− x|2 w.r.t g. (20)

正規雑音DAEの場合，大域最適解g∗が陽に求まる (Sonoda and Murata, 2016)

g∗
t (x) = x+ t∇ log[et△µ0](x), t > 0,x ∈ Rm. (21)

ただしµ0は未知のデータ分布とし，tは正規雑音の分散である。証明は変分法を用いて
直接計算によって示せるほか，統計的考察からも導ける。式の形から，正規雑音DAE

g∗
t は輸送写像とみなせる。



ここで，v0 = limt→+0(g
∗
t (x)−x)/t = ∇ log µ0(x)から，極限 t → 0で正規雑音DAE

の速度ベクトル場はFisherスコアになることが分かる

lim
t→+0

vt = ∇ log µ0. (22)

従って，g∗
t によるデータ分布µ0の押出分布をµtと書くことにすると，連続方程式から

µtは逆拡散方程式に従って発展することが分かる

∂tµt|t=0 = −div [µ0v0] = −△µ0. (23)

そして，熱方程式に対応する Wasserstein 勾配流は Shannon エントロピー H[µ] :=

−
∫
Rm µ(x) log µ(x)dxを汎関数とする勾配流であることを使うと，さらに

d

dt
µt

∣∣∣
t=0

= −gradH[µ0]. (24)

となることが分かる。即ち，µtはWasserstein空間上でエントロピーを減らす方向に流
れている。
ここまでの議論は t → 0に限るが，DAEから得られたデータ分布に対して繰り返し

DAEを適用する方法で得られる合成DAEにおいて，各DAEの分散 t → 0の極限をと
ると，深層正規雑音DAEの連続極限である連続DAE g0→t (t > 0) が得られる。連続
DAEは，各時刻 tにおいてvt = ∇ log µt，∂tµt = −△µt， d

dt
µt = −H[µ]を満たすこと

が示せる。すなわち，正規雑音DAEのフロー表現はデータ分布のエントロピーを減ら
すようにデータ点を輸送する深層NNである。
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図 7: 2次元正規分布の部分空間Q上のエントロピー勾配流（青）と，実際に学習され
た合成DAEによる軌跡（緑）

図 7は，確率分布の空間Q上に，理論的に計算されたエントロピー勾配流と，実際
に合成DAEを学習して得られた軌跡をプロットしたものである。特に右上の方では理



論と実験が一致している。ここでQは，平均 (0, 0)共分散行列がV11 = σ2
1, V12 = V21 =

0, V22 = σ2
2で与えられる 2次元正規分布の空間である。(σ1, σ2)座標系においてW2距

離はユークリッド距離と一致するため，勾配流は曲率を含めて可視化できる。

5. まとめ
積分表現理論と輸送理論からNNのホワイトボックス化を試みた。積分表現理論によ
れば，大域最適な浅いNNのパラメータは，データのリッジレット変換で与えられる。
輸送理論によれば，深層NNの中間写像はODEを用いて表現できる。フローが求まれ
ば，各中間写像はリッジレット変換を通じて浅いNNに翻訳可能である。ホワイトボッ
クス化という観点では，機能が同じであれば実装はNNでなくとも良い。輸送理論の
方は，大域最適を与えるリッジレット変換のような道具立てがまだ揃っていないので，
今後の発展が期待される。
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