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概 要

　本講演では, 力学的あるいは動的境界条件と呼ばれる境界上に未知関数の
時間微分を含む境界条件下でのCahn–Hilliard方程式系の適切性について考
察する. 力学的境界条件下の放物型方程式には総体積保存則と呼ばれる特徴
的な保存則の構造が潜んでいる. この総体積保存則を効果的に利用し, 抽象
発展方程式の枠組みから適切性を論じる. また, その結果をもとにして退化
放物型方程式への接近を試みる.

1. 導入

時間と空間変数を独立変数に持つ, スカラー値関数を求める放物型偏微分方程式にお

いて, 空間領域が有界もしくは境界をもつ場合, 初期条件と境界条件を補助的に課した

初期値境界値問題を考察する場合がある. 例えばDirichlet(ディリクレ), Neumann(ノ

イマン), Robin(ロビン, ロバン)境界条件が代表的であり, それぞれを第1種, 第2種, 第

3種境界条件とも呼ぶことからもこれらの条件が非常に一般的で様々な問題において古

くからの研究対象となってきた補助条件であることが分かる.

近年, dynamic(力学的あるいは動的)境界条件と呼ばれる条件を含む問題の研究が盛

んに行われ始めた. これは境界条件に未知関数の時間微分を含む様な境界条件であり,

領域内部の主たる方程式と比較して境界上でも同様の方程式を考察することもできる.

もやは力学的境界条件は主たる方程式を解くための補助条件では無く, この場合, 境界

値問題は領域内部の方程式と境界上の方程式の system(連立系)あるいは transmission

problem(接合問題)と見なすこともできる.

2. 力学的境界条件下でのCahn–Hilliard方程式系

0 < T < +∞, Ω ⊂ Rd(d = 2, 3)は十分滑らかな境界Γ := ∂Ωをもつ有界領域とする.

Cahn–Hilliard(カーン–ヒリアード)方程式系 [7]はスピノーダル分解と呼ばれる2種の合

金の相分離現象を記述する偏微分方程式としてよく知られている(例えば, Milanville[43]

を参照):

∂u

∂t
− ∆µ = 0 in Q := (0, T ) × Ω, (1)

µ = −∆u + W ′(u) − f in Q, (2)

方程式を特徴付ける非線形項W ′について, Wはそのグラフの形状から二重井戸型ポテ
ンシャルと呼ばれており, 例えばW(r) = (1/4)(r2 − 1), つまりW ′(r) = r3 − rが原型

のポテンシャルとしてよく取り扱われる. また, 秩序変数もしくはオーダーパラメータ

と呼ばれる相の状況を記述する関数u := u(t, x)が未知関数の1つであり, 例えばu = 1

ならば全て金属A, u = −1ならば全て金属B, u = 0ならば両金属が五分五分といった
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解釈ができる. ここで, ∂νを外向き単位法線ν方向への微分とおくと, 現象論からすれ

ば化学ポテンシャルµ := µ(t, x)に課す境界条件として斉次Neumann境界条件

∂νµ = 0 on Σ := (0, T ) × Σ

はuが体積保存則を満たす, すなわち次の保存則を満たすという視点からも妥当な境界

条件であると考えられる:∫
Ω

u(t)dx =

∫
Ω

u(0)dx for all t ∈ [0, T ].

さらにuにも初期条件と共に斉次Neumann境界条件を課せは初期値境界値問題が考察

できる. このとき, 自由エネルギー

ECH(z) :=

∫
Ω

{
1

2
|∇z|2dx + W(z)

}
dx

に対して,
d

dt
ECH

(
u(t)

)
+

∫
Ω

∣∣∇µ(t)
∣∣2dx = 0 for all t ∈ [0, T ].

を満たしながら系は発展していくことが分かる.

近年, Gal[28]やGoldstein–Miranville–Schimperna[31]らによって, 領域の内部と境界

でそれぞれCahn–Hilliard方程式系を考察する新しいモデルが提唱された:

∂u

∂t
+ ∂νµ− ∆Γµ = 0 on Σ, (3)

µ = ∂νu− ∆Γu + W ′
Γ(u) − fΓ on Σ. (4)

境界条件 (3)には時間微分を含むことから前述の (1), (2)と合わせて (1)–(4)は力学的境

界条件下でのCahn–Hilliard方程式系となる. この場合, (1)と (3)に注目すれば∫
Ω

u(t)dx +

∫
Γ

u(t)dΓ =

∫
Ω

u(0)dx +

∫
Γ

u(0)dΓ for all t ∈ [0, T ]

という特徴的な保存則が導出できる. 以後, これを総体積保存則と呼ぶことにする.

(1)–(4)では

EGMS(z) :=

∫
Ω

{
1

2
|∇z|2dx + W(z)

}
dx +

∫
Γ

{
1

2
|∇Γz|2dΓ + WΓ(z)

}
dΓ

に対して,

d

dt
EGMS

(
u(t)

)
+

∫
Ω

∣∣∇µ(t)
∣∣2dx +

∫
Γ

∣∣∇Γµ(t)
∣∣2dΓ = 0 for all t ∈ [0, T ].

を満たしながら系は発展していく.



3. 発展方程式による抽象論的接近

ここでは, (1)–(4)の適切性を論じるにあたり, 発展方程式による抽象論的接近を試み

る. そのために,以後対象とする問題(GMS)を明確にしておく. 未知関数をu, µ : Q → R
とuΓ, µΓ : Σ → Rとし, 次の系を考察する:

∂u

∂t
− ∆µ = 0 a.e. in Q, (5)

µ = −∆u + ξ + π(u) − f, ξ ∈ β(u) a.e. in Q, (6)

uΓ = u|Γ , µΓ = µ|Γ ,
∂uΓ

∂t
+ ∂νµ− ∆ΓµΓ = 0 a.e. on Σ, (7)

µΓ = ∂νu− ∆ΓuΓ + ξΓ + πΓ(uΓ) − fΓ, ξΓ ∈ βΓ(uΓ) a.e. on Σ, (8)

u(0) = u0 a.e. in Ω, uΓ(0) = u0Γ a.e. on Γ, (9)

ただし, u|Γはuのトレース, ∆ΓはΓ上のLaplace–Beltrami作用素を意味する (例えば,

Grigor’yan[32]を参照). また, W ′ := β + π, すなわちβの原始関数 β̂をWの凸部分, π

の原始関数 π̂をWの非凸部分と表現し, より広い二重井戸型ポテンシャルW = β̂ + π̂

まで取り扱うため, β, βΓをR → 2Rと, 多価写像まで広げて可解性を論じる.

• β(r) = r3, π(r) = −r, D(β) = Rの場合, Wは次の原型の二重井戸型ポテンシャル

W(r) =
1

4
(r2 − 1)2;

• β(r) = ln((1 + r)/(1 − r)), π(r) = −2cr, D(β) = (−1, 1)の場合, Wは次の log型

ポテンシャル

W(r) =
(
(1 + r) ln(1 + r) + (1 − r) ln(1 − r)

)
− cr2,

ただし, c > 0は凸性を崩す (二重井戸構造を作る)十分大きな定数;

• β(r) = ∂I[−1,1](r), π(r) = −r, D(β) = [−1, 1]の場合, W は次の特異型ポテン
シャル

W(r) = I[−1,1](r) − 1

2
r2,

ここで, I[−1,1]は閉区間 [−1, 1]上の指示関数, すなわち

I[−1,1](r) =

{
0 if r ∈ [−1, 1],

+∞ otherwise.

また, ∂I[−1,1]は I[−1,1]の劣微分を意味する (例えば, Barbu[6]を参照).

以後,次の表記を用いる: H := L2(Ω), V := H1(Ω), W := H2(Ω) HΓ := L2(Γ), VΓ :=

H1(Γ), WΓ := H2(Γ), H := H×HΓ, V :=
{
z := (z, zΓ) ∈ V × VΓ : zΓ = z|Γ a.e. on Γ

}
,

W := (W ×WΓ) ∩ V . また, 総体積保存則の効果的な利用から次の関数空間を用意す

る: H0 := {z ∈ H : m(z) = 0}, ここで, m : H → Rは

m(z) :=
1

|Ω| + |Γ|

{∫
Ω

zdx +

∫
Γ

zΓdΓ

}
for all z ∈ H



と定義し, さらに簡単のため m0 := m(u0)とおく. ただし, u0 := (u0, u0Γ). また,

V 0 := V ∩H0とおく. それぞれの関数空間は通常のノルムを備えているが, V 0のノ

ルムについては, Poincaré–Wirtingerの不等式により |z|V 0 := a(z, z)1/2 (z ∈ V 0)を採

用する. また, 双線形形式a(·, ·) : V × V → Rを

a(z, z̃) :=

∫
Ω

∇z · ∇z̃dx +

∫
Γ

∇ΓzΓ · ∇Γz̃ΓdΓ for all z, z̃ ∈ V ,

で定義しておく. 実際, V 0からその共役空間V ∗
0への写像F を

〈Fz, z̃〉V ∗
0,V 0 := a(z, z̃) for all z, z̃ ∈ V 0

と定義すればF : V 0 → V ∗
0は双対写像となり, さらにある定数CP > 0が存在して

CP|z|2V ≤ 〈Fz,z〉V ∗
0,V 0 = |z|2V 0

for all z ∈ V 0

を満たす. また, V 0 ↪→ ↪→H0 ↪→ ↪→V ∗
0なる稠密かつコンパクトな埋め込みが成立する

(Colli–F[11, Appendix]を参照).

以上の設定の下, Kenmochi–Niezgódka–Paw low[38] (他, [37, 39]も参照)による発展方

程式の抽象理論による接近の着想に倣い適切性を論じることができる. そこで,次の変数

変換を用意する: v := (v, vΓ) := (u−m0, uΓ−m0), v0 := (v0, v0Γ) := (u0−m0, u0Γ−m0).

また, 次の表記を用いる: β(z) := (β(z), βΓ(zΓ)), π(z) := (π(z), πΓ(zΓ)).

以後, 以下を仮定する:

(A1) β, βΓ: R → 2Rは極大単調で, ある適正下半連続凸関数 β̂, β̂Γ : R → [0,+∞] で

β̂(0) = β̂Γ(0) = 0を満たすものによって β = ∂β̂, βΓ = ∂β̂Γと劣微分で表現され

ている;

(A2) π, πΓ : R → RはLipshitz連続;

(A3) D(βΓ) ⊂ D(β)で, さらにある定数%, c0 > 0が存在して∣∣β◦(r)
∣∣ ≤ %

∣∣β◦
Γ(r)

∣∣ + c0 for all r ∈ D(βΓ),

ここで, β◦(r) := {r∗ ∈ β(r) : |r∗| = mins∈β(r) |s|};

(A4) m0 ∈ intD(βΓ)でさらに β̂(u0) ∈ L1(Ω), β̂(u0Γ) ∈ L1(Γ)が成立する;

(A5) f := (f, fΓ) ∈ W 1,1(0, T ;H)またはf ∈ L2(0, T ;V ), u0 ∈ V .

βが一価写像であればもちろん β◦ = βである. また β = βΓの場合には (A3)の仮定

は必要ない. すなわち, (A3)は内部と境界で異なるポテンシャルを取るための条件で,

βは (A3)の意味でβΓに支配されている (Calatroni–Colli[8]).

このとき, 以下の解の存在定理が成立する:



定理 2.1.[11, Theorem 2.2]� �
(A1)–(A5)の下, ある組み (v,µ, ξ)が次のクラス

v ∈ H1(0, T ;V ∗
0) ∩ L∞(0, T ;V 0) ∩ L2(0, T ;W ),

µ ∈ L2(0, T ;V ), ξ ∈ L2(0, T ;H),

ξ ∈ β(v + m0) a.e. in Q, ξΓ ∈ βΓ(vΓ + m0) a.e. on Σ,

に存在して 〈
v′(t),z

〉
V ∗

0,V 0
+ a

(
µ(t),z

)
= 0 for all z ∈ V 0,(

µ(t),z
)
H

= a
(
v(t), z

)
+
(
ξ(t) + π(v(t) + m01) − f(t),z

)
H

for all z ∈ V ,

for a.a. t ∈ (0, T )で, さらにv(0) = v0 in H0を満たす.� �
次の仮定の下では強解の存在が証明できる:

(A5)’ f ∈ H1(0, T ;H), f(0) ∈ V , u0 ∈ V ∩ (H3(Ω) ×H3(Γ)), β◦(u0) ∈ V .

定理 2.2.[11, Theorem 4.2]� �
(A1)–(A4), (A5)’の下, ある組み (u,µ, ξ)が次のクラス

u ∈ W 1,∞(0, T ;V ∗) ∩H1(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;W ),

µ ∈ L∞(0, T ;V ) ∩ L2(0, T ;W ), ξ ∈ L∞(0, T ;H),

ξ ∈ β(u) a.e. in Q, ξΓ ∈ βΓ(uΓ) a.e. on Σ,

に存在して (5)–(9)を満たす.� �
弱解の存在定理の証明の本質的な着想は, 次の抽象発展方程式の初期値問題とその近

似解に対する一様評価の工夫にある:

F−1v′(t) + ∂ϕ
(
v(t)

)
= P

(
−ξ(t) − π

(
v(t) + m01

)
+ f(t)

)
in H0,

ξ(t) ∈ β
(
v(t) + m01

)
in H , for a.a. t ∈ (0, T ),

v(0) = v0 in H0.

ここで, ϕ : H0 → [0,+∞]は次の適正下半連続凸関数

ϕ(z) :=


1

2

∫
Ω

|∇z|2dx +
1

2

∫
Γ

|∇ΓzΓ|2dΓ if z ∈ V 0,

+∞ if z ∈ H0 \ V 0.

また, P : H → H0はPz := z−m(z)1, ただし1 := (1, 1). このとき, 楕円型正則性と

∆zの評価を有効に使えばD(∂ϕ) = W ∩V 0でさらに, ∂ϕ(z) = (−∆z, ∂νz − ∆ΓzΓ)を

得る (Colli–F[11, Appendix], [13]を参照). この場合, µ = ∂ϕ(v)+ξ+π(v+m01)−fで

あるが, そのV の一様評価を得るのに∇µ, ∇ΓµΓの評価に加えm(µ)の評価を工夫する

ことでPoincaré–Wirtingerの不等式を応用する点がKenmochi–Niezgódka–Paw low[38]

の本質的な着想の1つである.



GMSモデルについて,解の連続依存性により弱解や強解の一意性も得られる [11, The-

orem 2.1]. また, 境界上の熱源fΓを制御項とする際の最適制御問題はF–Yamazaki[25],

最大正則性についてはKajiwara[35]で扱われている. その他, 関連する結果として有限

要素法による数値計算に関連してCherfils–Petcu–Pierre[10], Cherfils–Petcu[9]や構造保

存数値計算に強いFurihata–Matsuo[27]の離散変分導関数法に関連してF–Yoshikawa–

Wada[26]が新しい. また新しいLiu–Wuモデル [42]も興味深い.

4. GMSモデルから退化放物型方程式への接近

未知関数をu, ξ : Q → R, uΓ, ξΓ : Σ → Rとし
∂u

∂t
− ∆ξ = g, ξ ∈ β(u) in Q, (10)

ξΓ = ξ|Γ , ξΓ ∈ β(uΓ),
∂uΓ

∂t
+ ∂νξ − ∆ΓξΓ = gΓ on Σ, (11)

u(0) = u0 in Ω, uΓ(0) = u0Γ on Γ. (12)

β(= βΓ) : R → 2Rの選び方によって (10)–(12)は力学的境界条件下での様々な退化放物

型方程式を意味する. 例えば

β(r) :=


ksr r < 0,

0 0 ≤ r ≤ L,

k`(r − L) r > L,

β(r) := rq−1|r| (q > 0), β(r) := ∂I[0,1](r) (13)

のように選べば, (10)–(12)はそれぞれStefan問題のエンタルピー形式 (k`, ks, Lは正定

数), 多孔質媒体方程式 (q > 1), fast diffusion 方程式 (0 < q < 1), Hele-Shaw問題の弱

形式となる.

力学的境界条件下でのStefan問題についてはAiki[1, 2, 3]によって1990年代からすで

に研究がされており, そこではLaplace–Beltrami作用素は登場せず, Laplace–Beltrami

作用素から得られる情報に頼ること無く解の存在を議論している点で, 近年盛んに研究

されている力学的境界条件を含む問題とは異なる難しさがあった点に注意したい. また,

この結果は Igbidaらによって, より一般的な問題に拡張されている [5, 34]. Hele-Shaw

問題の弱形式に対しては Igbida[33]を参照せよ.

ここでは, 退化放物型方程式をGMSモデルの極限として特徴付ける: ε ∈ (0, 1]

∂uε

∂t
− ∆µε = 0 in Q, (14)

µε = −ε∆uε + ξε + πε(uε) − f, ξε ∈ β(uε) in Q, (15)

uΓ,ε = (uε)|Γ , µΓ,ε = (µε)|Γ ,
∂uΓ,ε

∂t
+ ∂νµε − ∆ΓµΓ,ε = 0 a.e. on Σ, (16)

µΓ,ε = ε∂νuε − ε∆ΓuΓ,ε + ξΓ,ε + πε(uΓ,ε) − fΓ, ξΓ,ε ∈ β(uΓ,ε) a.e. on Σ, (17)

uε(0) = u0,ε a.e. in Ω, uΓ,ε(0) = u0Γ,ε a.e. on Γ, (18)

ここで, πε : R → Rとして, βの定義 (13)と合わせてW := β̂ + π̂εが二重井戸型ポテン

シャルとなるような適切な関数を選ぶことで (14)–(18)はCahn–Hilliard方程式の構造

を持つ. 例えば, β(r) = r3, πε(r) = −εr.

以下, 次を仮定する:



(A6) g ∈ L2(0, T ;H0), u0 ∈ H ;

(A7) 任意の ε ∈ (0, 1]に対して πε : R → RはLipschitz連続. さらに, ある定数 c1 > 0

と狭義単調増加な連続関数 σ : [0, 1] → [0, 1]で σ(0) = 0, σ(1) = 1を満たすもの

が存在して
∣∣πε(0)

∣∣ + |π′
ε|L∞(R) ≤ c1σ(ε).

このとき, f ∈ L2(0, T ;V 0)を ∂ϕ(f) = g in H0 a.e. in (0, T ), v0,ε ∈ V 0を v0,ε +

ε∂ϕ(v0,ε) = v0 := u0 −m01 in H0 を満たすように取れば, ある定数C > 0が存在して

|v0,ε|2H0
≤ C, ε|v0,ε|2V 0

≤ C,∫
Ω

β̂(v0,ε + m0)dx ≤ C,

∫
Γ

β̂(v0Γ,ε + m0)dΓ ≤ C for all ε ∈ (0, 1],

v0,ε → v0 in H0, u0,ε := v0,ε + m01 → u0 in H as ε → 0.

力学的境界条件下での退化放物型方程式 (10)–(12)は (14)–(18)からの極限操作によっ

て可解性を論じることができる:

定理 3.1.[21, Theorem 2.1] [22, Theorem 2.1]� �
(A1), (A4), (A6), (A7)の下, ある組み (u, ξ)が次のクラス

u ∈ H1(0, T ;V ∗) ∩ L∞(0, T ;H),

ξ ∈ L2(0, T ;V ), ξ ∈ β(u) a.e. in Q, ξΓ ∈ β(uΓ) a.e. on Σ,

に存在して〈
u′(t), z

〉
V ∗,V

+
〈
u′
Γ(t), zΓ

〉
V ∗
Γ ,VΓ

+

∫
Ω

∇ξ(t) · ∇zdx +

∫
Γ

∇ΓξΓ(t) · ∇ΓzΓdΓ

=

∫
Ω

g(t)zdx +

∫
Γ

gΓ(t)zΓdΓ for all z ∈ V ,

for a.a. t ∈ (0, T )で, さらにu(0) = u0 in Hを満たす.� �
連続依存性については [21, Theorem 2.2]を参照. Cahn–Hilliard方程式系から退化放

物型方程式への接近では境界条件は本質ではない. 例えば, Neumann境界条件下では

Colli-F[12]において誤差評価

|uε − u|2C([0,T ];V ∗) +

∫ T

0

(
ξε(s) − ξ(s), uε(s) − u(s)

)
H
ds ≤ Const.ε

1
2

も含めて同様の結果が, Robin境界条件下ではF–Motoda[24]において誤差評価やNeu-

mann境界条件下での問題への収束の結果が得られている.

また, [12]で述べられているように, Cahn–Hilliard方程式系から退化放物型方程式

への接近では非線形な拡散項を記述する βに関する増大条件の緩和について利点があ

る. 実際, 従来のH1(Ω)の共役空間における発展方程式の抽象理論からの接近では β̂

の積分をポテンシャルとし, そのH1(Ω)の共役空間での劣微分による特徴付けを行う

が, その際に下半連続性を得るために増大条件は欠かせない仮定であった. Neumann境

界条件下では, Kenmochi[36]の他, 多孔質媒体方程式の場合にAkagi[4], log型の場合に

Kubo–Lu[40]など個別の問題ごとに可解性が考察されていた. その後, Robin境界条件



下を例にDamlamian–Kenmochi[15]で “下半連続拡張”の着想が示され, 増大条件の緩

和が可能となった. Cahn–Hilliard方程式系から退化放物型方程式への接近では, 非線形

な拡散項はCahn–Hilliard方程式系における摂動項でしかないため “下半連続拡張”を

用いる必要が無い点に利点がある. Damlamian[14]から始まったH1(Ω)の共役空間に

おける発展方程式の抽象理論による接近で長年課題であった増大条件の緩和について

[15]に継ぐ1つの解決策を与えたことになる (L1の枠組みはBarbu[6]を参照せよ). 領域

が非有界な場合にこの利点を利用したF–Kurima–Yokota[23]の結果もある.

5. 準静的問題へのさらなる展開

次の, 境界Σ上でのCahn–Hilliard方程式を考察する: uΓ, µΓ : Σ → Rを未知とし

∂uΓ

∂t
− ∆ΓµΓ = −∂νµ on Σ, (19)

µΓ = −∆ΓuΓ + W ′
Γ(uΓ) − fΓ + ∂νu on Σ, (20)

ここで, 外向き単位法線方向微分∂νは次の領域内部での補助方程式を満たすQ上の関

数µ, uに作用する:

−∆µ = 0, τ
∂u

∂t
− ∆u + W ′(u) = f in Q, (21)

ここで, 定数 τ > 0が 0であれば内部の方程式は定常問題となり, 時間発展は境界上の

方程式のみに現れる. つまり, 境界上でのCahn–Hilliard方程式を主とする時間発展の

ある方程式系と見なし, その主となる方程式を解くために補助条件として内部の方程式

を課していると見なせる. もはや内部の方程式が境界上の方程式を解くための補助条

件となり, 全体として準静的 (quasi-static)な問題と言える. なお, 問題 (19)–(21)では次

の体積保存が成立する.∫
Γ

uΓ(t)dΓ =

∫
Γ

u0ΓdΓ for all t ∈ [0, T ].

問題 (19)–(21)に関しても接合条件uΓ = u|Γ , µΓ = µ|Γと共にGMSモデルの結果を基軸

にして可解性を論じることができる [13].

境界上で主たる時間発展のある方程式を考察し, 領域内部で定常問題を考える系に

ついては古くから研究がある. 例えば, Lions[41]の数学的興味に始まり, Escher[16],

Fila–Quittner[20], 最近ではFila–Ishige–Kawakami[17, 18, 19], Gal–Meyries[29]などの

先駆的な研究や, 現象論からの要請された境界上のCahn–Hilliard方程式系モデルとし

てGarcke–Kampmann–Rätz–Röger[30]の研究も興味深い.
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