
同変ループ積について
鍛冶 静雄 (九州大学)∗

概 要
ある種の条件のもと，自由ループ空間や分類空間のホモロジーには，それぞ
れループ積，Tate のカップ積といった積構造がはいる。それらは一見異なっ
た構成によって導入されるが，同変ホモロジーの外部積を通して，統一的な
定義を与えることができる。ここでは同変外部積の構成と，そのループ積を
中心とした応用を紹介する。

1. 導入
位相空間のコホモロジーには自然に積構造が入るが，状況によってはホモロジーにも
積が定義されることがある。Lie群やH空間など空間自体が積構造を持つときは，もち
ろんそれがホモロジーに誘導するPontryagin積が入り，向きづけられた閉多様体に対
しては交叉積を考えることができる。Chas と Sulliavan が [6] で発見したのは，向き
づけられた閉多様体上のループのなす空間のホモロジーに，ループ積とよばれる積構
造を始めとする豊かな代数構造が入るということである。この代数構造は後に様々に
拡張されている [7, 9, 10, 14, 26]が，ここではもっとも基本的なループ積に的を絞って
議論する。
位相空間Xに対して，円周S1からの写像のなす空間Map(S1, X)にコンパクト開位
相を与えたものを，X上の自由ループ空間といいLXと書く 1。同様に，基点付き空間
Xに対して，基点を保つループのなす空間Map∗(S1, X)はΩXと書く。基点付きルー
プ空間は，共有する基点でループをつなぎ合わせるという操作によりH空間の構造を
もつから，そのホモロジーにも積が誘導される。一方，自由ループ空間は空間レベル
では積構造を持たない。Chas-Sullivan の結果を受けて，様々な空間上の自由ループ空
間のホモロジーに積を定める研究がなされてきた。下に代表的なものを 3つだけ取り
上げる:

(i) X = M が有向閉多様体の場合
Hk(LM)⊗Hl(LM) → Hk+l−dim(M)(LM) [6, 10, 22]

(ii) X = BG が有限群もしくは有限次元連結位相群Gの分類空間の場合
Hk(LBG)⊗Hl(LBG) → Hk+l+dim(G)(LBG) [8, 17, 20]

(iii) Xが 単連結 Gorenstein 空間の場合
Hk(LX)⊗Hl(LX) → Hk+l−dim(X)(LX) [13, 21, 24]
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ただし，(ii)と (iii)については体係数の場合にのみ定義されている。Gorenstein空間と
いうのは代数的に定義される概念であるが，具体的には Poincaré 双対を満たす空間や
コンパクト連結Lie群の分類空間などが含まれる。有向閉多様体Mの Gorenstein 空間
としての次元はdim(M)に等しく，BGのそれは− dim(G)であるので，(iii) は (i),(ii)

の次数のシフトと両立している。実際，共に定義される時は，符号を除いて一致する。
本講演の目的は，(i) と (ii) を包含する形でループ積を定義する方法を紹介すること
にある。ここでは代数的な (iii) とは異なり，ホモトピー論のアプローチを取る。それ
によって，ある演算の自明性が明瞭になったり，同じ枠組みで異なる構造を定義するこ
とが可能となるという利点がある。特に，(ii)がほとんど自明であること，またLBG

のループ積とBGの Tateのカップ積という異なった出自のものが関連することを見る。
ここで扱う内容は H. Tene との共同研究 [18]に基づく。本文中では [18]の該当箇所へ
の参照を付記してあるので，詳しくはそちらを参照されたい。

2. ループ積
2.1. Umkehr写像
個別の定義に入る前に，各種ループ積の本質的な構成要素となるumkehr写像について簡
単に触れる。umkehr写像とは，通常と逆向きに誘導される写像の総称であり，状況に応
じてwrong-way map, Gysin map, transfer, shriek map, push-forwardなど様々な名前で
呼ばれることもある [2]。空間の間の写像f : X → Y に対して，ある条件のもと(コ)ホモ
ロジー上に，次数のシフトを伴う写像f ! : H∗(Y ) → H∗+d(X)やf! : H

∗(X) → H∗−d(Y )

が誘導される。大雑把に言って，umkehr map が定義される状況には次の二つのタイ
プがある:

(a) 多様体の間の有限余次元の埋め込みの場合

(b) 有限次元ファイバーを持つファイバー束の場合

(a)のタイプとしてもっとも簡単なものは，有向閉多様体の間の埋め込み f : N → M

に対してPoincaré 双対を用いて次の合成で定義される:

f ! : H∗(M) ≃ Hdim(M)−∗(M)
f∗
−→ Hdim(M)−∗(N) ≃ H∗−(dim(M)−dim(N))(N).

特に有向閉多様体の対角写像∆ : M → M ×Mに対応する umkehr 写像にクロス積を
合成したものは交叉積

Hk(M)⊗Hl(M)
×−→ Hk+l(M ×M)

∆!

−→ Hk+l−dim(M)(M) (1)

を定める。しかし，ループ空間などを扱うにはこの umkehr 写像では不十分である。
[18, §2.2]ではコファイブレーションf : N → Mとコホモロジー類α ∈ Hd(M,M \N)

の組に対して umkehr 写像を構成している。閉多様体の埋め込みに対してはαを法束
の向き付けに取れば，先のPoincaré 双対を用いた定義と一致する。この形に拡張して
おいた umkehr 写像はpullback に対して自然に振る舞い，ループ積の構成にうまく適
合する。
(b)のタイプとしては Grothendieck bundle transfer が非常に強力であるが，[5]以外
に記述をあまり見かけないので，ここで定義にも触れておく。コンパクト Lie群Gを



構造群に持つ主束G ↪→ E ′ → Bに対して，閉G多様体F をファイバーとする同伴束
F ↪→ E

f−→ Bを考える。この同伴束は十分に大きな階数をもつB上のベクトルバンド
ル u : U → Bにファイバーを保ちつつ埋め込むことができ，その法束を νとすると，
Pontryagin-Thom 構成により Thom空間の間の写像 Bu → Eν が得られる。ここで，
TFをFの接束として，ベクトル束 t(f) : E ′×GTF → E ′×GF (= E)を考える。t(f)はf

のファイバーに沿った接束と呼ばれるもので，f ∗(u) ≃ ν⊕t(f)という分解を与える。こ
の分解から Thomスペクトラムの間の写像B0 → E−t(f)が定まるから，−t(f)の向き付
けが与えられれば Thom 同型により対応する umkehr 写像f ! : H∗(B) → H∗+dim(F )(E)

が定義される。
umkehr写像が定義されるための条件はこの他にも色々とあり，古い文献ではあるが

[5]に良くまとめられている。

2.2. 多様体のループ積
Chasと Sullivan [6]は，Goldman [15]と Turaev [31]らの導入した，閉曲面上のループ
に定まるLie双代数構造に着想を得て string topology を創始した。まず Chas-Sullivan

のループ積 (§1 (i))の定義を紹介する。
M を有向閉多様体とする。S1を R/Zと同一視して，評価写像 ev0 : LM → M を

ev0(γ) = γ(0)と定めると，次の pullback 図式 が考えられる:

LM ×M LM //

��

LM

ev0
��

LM
ev0 // M

(2)

評価写像の像が等しい二つのループはつまり８の字S1 ∨S1の形をしたループであるか
ら，ファイバー積LM ×M LM は Map(S1 ∨ S1,M)と同一視される。さらに上の図式
は次の同値な pullback 図式 に書き換えられる:

Map(S1 ∨ S1,M) ∆̃ //

��

LM × LM　
ev0×ev0
��

M
∆ // M ×M.

(3)

ここで∆は対角写像，∆̃はその引き戻しであり，これらには §2.1 (a)のタイプの umkehr

写像が定義される。この時，ループ積は次の合成で与えられる:

Hk(LM)⊗Hl(LM)
×−→ Hk+l(LM × LM)

∆̃!

−→ Hk+l−dim(M)(Map(S1 ∨ S1,M))
c∗−→ Hk+l−dim(M)(LM).

ここで c : LM ×M LM → LMはループの連結である。この定義は，交叉積 (14)とルー
プの連結による fibrewise な積を融合しているように見えるが，実際 [11]ではΩM ↪→
LM → M に付随する Serreスペクトル系列が multiplicative であることが示されて
いる。
また，ev1/2 : γ 7→ γ(1/2)をループの中点位置を与える写像とすると，pullback 図式

Map(S1 ∨ S1,M) ∆̂ //

��

LM

(ev0,ev1/2)

��
M ∆ // M ×M,

(4)



が得られるが，これからループ余積が次の合成で定まる:

H∗(LM)
∆̂!

−→ H∗−dim(M)(Map(S1 ∨ S1,M))
∆̂∗−→ H∗−dim(M)(LM × LM).

ここで ∆̃は (3)に現れるものと同じで，射影S1 ⊔ S1 → S1 ∨ S1 が誘導する写像，すな
わち8の字ループを二つのループに分けるという写像である。
結局のところ，Mが有向多様体であるという条件は，ループ (余)積の定義において，

umkehr 写像の存在を保証するためにのみ使われている。逆に言えば，umkehr 写像さ
え構成できれば，別のクラスの空間にも同じ議論でループ積を構成できることになる。

2.3. 分類空間のループ積
Gを有限群もしくは連結位相群とする。分類空間BGは有限次元でないので，対角写
像∆ : BG → BG× BGに対応する umkehr 写像が定義できず，§2.2 のMをBGにそ
のまま置き換えてもH∗(LBG)にループ積を定義することはできない。対角写像∆を
それとホモトピー同値なファイバー束

(G ↪→)E(G×G)/∆(G)
p−→ B(G×G) (5)

とみなすことで，§2.1 (b) のタイプの umkehr 写像が定義される，というのがChataur

と Menichi [8] のアイデアである。Chataur-Menichi のループ積 (§1 (ii))は，次の合成
で与えられる:

Hk(LBG)⊗Hl(LBG)
×−→ Hk+l(LBG× LBG)

p̃!−→ Hk+l+dim(G)(Map(S1 ∨ S1, BG))
c∗−→ Hk+l+dim(G)(LBG).

ここで p̃はpの引き戻しであり，やはりGをファイバーに持つファイバー束であるから
umkehr 写像が定義できる。また (4)よりループ余積も同様に定まる:

H∗(LBG) → H∗+dim(G)(LBG× LBG).

3. ファイバー積に対する同変外部積
Chas-Sullivan と Chataur-Menichi のループ積は非常に似た構成をもつ。これらを統一
的に扱おうというのは自然な発想で，実際 [1, 3, 13, 23]はそれぞれ異なった設定で両
者を包含する拡張を試みている。本章では主題である同変外部積の構成を与え，次章
でそれを用いて二つのループ積が統一的に扱われることを見る。
以降では常に，Gはコンパクト Lie群とし，それ自身のLie環への共役作用が向きを
保つ 2ことを仮定する。
Gが向きを保って有向閉多様体Mへ作用している状況を考える。普遍G束をEG →

BGとして，MのG作用に関するBorel構成 (ホモトピー商)は，

MG := EG×G M = {(e,m) ∈ EG×M}/ ((eg,m) ∼ (e, gm)∀g ∈ G)

と定義されるのであった。射影MG → BGはMをファイバーに持つファイブレーショ
ンである。Mの (Borelの意味の)G同変ホモロジーHG

∗ (M)とは，単に Borel構成のホ
モロジーH∗(MG)の別表記である。
2これは用いる umkehr 写像が定義されるのに必要な条件であるが，Gが有限か連結であれば自動的に
満たされる。



二つのファイブレーションf : X → MG，g : Y → MGが与えられた時，その pullback

図式
P

��

// X

��
Y // MG

(6)

を考える 3。ここでP = X ×MG
Y はfとgのファイバー積である。この pullback 図式

に対して，同変外部積

µ : Hk(X)⊗Hl(Y ) → Hk+l+dim(G)−dim(M)(P )

を定義する 4。まず，図式 (2)が (3)に書き換えられたのと同様に，(6)は次の pullback

図式に書き換えられる:

P

��

∆̃ // X × Y

f×g
��

MG
∆ // MG ×MG.

(7)

∆は一般に有限余次元でも有限次元ファイバーを持つわけでもないので，umkehr 写像
が定義できない。そこで∆の次の分解を考える:

MG
∆G−−→ (M ×M)G

pG−→ MG ×MG.

ただし，

• ∆Gは同変対角写像であり，(TM)G → MGと自然に同型な法バンドルを持つ余
次元dim(M)の埋め込み

• pG は (5) の射影MG × MG → BG × BG に沿った pullback で，ファイバー
G ≃ (G×G)/∆(G)，構造群G×Gを持つファイバー束

となっており，それぞれ umkehr 写像が定義できる。以上より，同変外部積を次の合
成で定義する:

µ : Hk(X)⊗Hl(Y )
×−→ Hk+l(X × Y )

∆̃!
G◦p̃!G−−−−→ Hk+l+dim(G)−dim(M)(P ).

この外部積はある次元以上では自明であることが分かる。
定理 8 ([18, Theorem 3.2]). 合成X → MG → BGのファイバーのホモロジーがn + 1

次以上では消えているとすると，µはk > n− dim(G)のとき自明である。
さらに合成 Y → MG → BGのファイバーのホモロジーもm + 1次以上で消えてい
る時，
定理 9 ([18, Theorem 4.6]). k > n− dim(G), l > m− dim(G)に対して，(一般には非
自明な)積

µ : Hk(X)⊗Hl(Y ) → Hk+l+dim(G)−dim(M)+1(P )

が定義される。
3以下の議論は f, gがファイブレーションでない時も，通常の pullback を homotopy pullback に置き
換えれば通用する。

4適当な向き付け可能性のもと，µは multiplicative な一般ホモロジー上にも同様に定義される。



次数のシフトがµとµで1違う点に注意されたい。このµは，µが消える時に定義され
るので，二次同変外部積と呼ぶことにする。定義はホモトピー論で古典的なhomotopy

join (c.f. [12]) という構成を用いてなされる。homotopy join は懸垂の一般化であり，
そこから余分な次数 1のシフトが出てくる。詳しい定義は多少技術的であるので述べ
ないが，その代わりに簡単な場合の具体的な計算を後の例17でとりあげる。

4. 応用
4.1. ループ積
前章で定義された同変外部積 µを umkehr 写像の代用として，(3)でMをMGに置き
換えた図式に用いるとただちに，ループ積

Hk(L(MG))⊗Hl(L(MG)) → Hk+l+dim(G)−dim(M)(L(MG))

が，また (4)からはループ余積

H∗(L(MG)) → H∗+dim(G)−dim(M)(L(MG)× L(MG))

が得られる。次数のシフトを考慮してH∗(L(MG)) := H∗+dim(M)−dim(G)(L(MG))とおく
と，ループ積によりH∗(L(MG))は次数付き環になる。その定義から明らかなように，
Gが自明な時は Chas-Sullivan の積に一致し，Mが一点の時はChataur-Menichi の積
に一致する 5。
同変外部積を用いることのひとつの利点は，そこから派生する構成の性質がほぼ自
明に従うことである。例えば，定理8より直ちに次が従う。

系 10 ([18, Example 3.4], c.f. [28]). Chataur-Menichi のループ積は 0次以外では自明
である。より一般に，Kを体として，⊔p

i=1S
1から⊔q

i=1S
1への有向コボルディズムに対

応する Chataur-Menichi の stringy operation

H∗(LBG;K)⊗p → H∗(LBG;K)⊗q

は，0次以外では種数0かつp = 1の時以外は自明である。

ただし，一般ホモロジーにおいてはLBGのループ積が自明でない例も存在する。

命題 11 ([18, Example 3.6]). 枠付きボルディズムΩfr(LBS1)のループ積は非自明で
ある。

さらに，評価写像 ev0 : LBG → BGのファイバーがGとホモトピー同値であること
に注意して，ループ積の定義でµの代わりにµを用いると，k, l > 0に対して“二次ルー
プ積”

Hk(LBG)⊗Hl(LBG) → Hk+l+dim(G)+1(LBG) (12)

が定義される。この二次ループ積は，Gが有限群の場合に Tate のカップ積と関連する
ことを後に見る。

5MG は Gorenstein空間であり，その次元は dim(M) − dim(G)である。体係数ではこのループ積は
Félix-Thomas [13] のものにスカラー倍を除いて一致する。



4.2. 同変ホモロジーの外部積
少し脇道にそれるが， µ と µのループ積以外の応用も紹介したい。G作用を持つ空間
KとLのBorel構成と射影KG −→ BG,LG −→ BG のなすpullback 図式

(K × L)G

��

// KG

��
LG

// BG

を考えると，µはBorel同変ホモロジー上に外部積

HG
k (K)⊗HG

l (L) → HG
k+l+dim(G)(K × L)

を定める。通常のクロス積はHG
k (K) ⊗HG

l (L) → HG×G
k+l (K × L)の形をしていること

に注意されたい。また，µは，k > dim(K)− dim(G), l > dim(L)− dim(G)の時に

HG
k (K)⊗HG

l (L) → HG
k+l+dim(G)+1(K × L)

を定める。

4.3. 交叉積と Tate のカップ積
(6)においてX = Y = MGとして，すべて恒等写像で構成された pullback 図式を考え
ると，µは同変交叉積

HG
k (M)⊗HG

l (M) → HG
k+l+dim(G)−dim(M)(M) (13)

を定める。またµはk, l > dim(M)− dim(G)のとき二次同変交叉積

HG
k (M)⊗HG

l (M) → HG
k+l+dim(G)−dim(M)+1(M) (14)

を定める。後者は M. Kreck によって stratifold の理論 [19]を使って幾何的に定義され
た積に一致することが示せる。さらにGが有限群でMが一点の時は，Teneの結果 [30]

と合わせることで，Gの Tate コホモロジー Ĥ∗(G) との関連が示される。有限群Gの
Tate コホモロジー [29]は，群ホモロジーとコホモロジーをひとまとめにした対象であ
り，加群としては次の同型がある:

Ĥ i(G) ≃


H i(BG) (i ≥ 1)

Z/|G|Z (i = 0)

0 (i = −1)

H−i−1(BG) (i ≤ −2).

Ĥ i(G)はカップ積の構造を持ち，特にホモロジー上に積

Hk(BG)⊗Hl(BG) → Hk+l+1(BG) (k, l > 0)

を定める。これはdim(G) = dim(M) = 0の時に (14)が定める積と同じ形をしている。

定理 15 ([18, Corollary 7.2]). G が有限群で M が一点の時，(14) は同型 Ĥ i(G) ≃
H−i−1(BG)を通してTateのカップ積と一致する。



この意味で，二次同変交叉積 (14)は，Tate のカップ積を一般化している。また，µ

の自然性から二次ループ積 (12)との関連が従う。

命題 16 ([18, Proposition 6.6]). 定数写像i : BG → LBGの誘導する写像i∗ : H∗(BG) →
H∗(LBG)は，H∗(BG)の二次同変交叉積をH∗(LBG)の二次ループ積にうつす。

定数写像 iは ev0 : LBG → BGの断面であるから，H∗(BG)はH∗(LBG)に積を保っ
て埋め込まれている。特に，H∗(BG)の二次同変交叉積が非自明ならばH∗(LBG)の二
次ループ積も非自明である。実際に次の例で，H∗(BG)の二次同変交叉積が非自明であ
るものを扱う。本稿では二次積の定義を述べていないが，なるべくその構成の雰囲気
も含めて伝わるように計算例を取り上げる。

Example 17 ([18, Example 6.1, Proposition 7.7]). G = S1とする。BS1 ≃ CP∞であ
るから，そのホモロジーは偶数次に一つずつ生成元をもつ自由加群である。2i次の生
成元を ιi : CP i ↪→ CP∞が代表するサイクルにとり，これを [CP i]と書くことにする。
この時，[CP k]と [CP l]の二次同変交叉積は，図式

P //

��

CP l

ιl

��

}}zz
zz
zz
zz
z

B
q

!!D
D

D
D

CP k ιk //

==zzzzzzzz
BS1

を用いて，q∗([B])と定義される。ただし，外側の正方形は homotopy pullbackで，左上
の四角形は homotopy pushout でそれぞれ定義され，qは whisker 写像である。CP i ≃
S2i+1/S1であることに注意すると，P ≃ (S2k+1 × S2l+1)/∆(S1), B ≃ S2k+2l+3/S1 ≃
CP k+l+1 であることがわかる。以上よりµ([CP k], [CP l]) = [CP k+l+1]と定まる。
有限巡回群の分類空間およびBS3 = BSU(2)についても同様の議論により計算でき
る。一方，Gの階数が２以上である時は，H∗(BG)の二次同変交叉積はねじれ元に値を
とることが示される (c.f. [25, 系4.7])。

Mが一点でない場合の具体例もあげておく。

Example 18. S1のCP 1への標準作用を考える。HS1

∗ (CP 1) は次で代表されるサイク
ルにより生成される自由加群である:

α2i :S
2i+1 ×S1 pt ↪→ ES1 ×S1 CP 1 (i ≥ 0)

β2i+2 :S
2i+1 ×S1 CP 1 ↪→ ES1 ×S1 CP 1 (i ≥ 0).

この時，µ : HS1

∗ (CP 1)⊗HS1

∗ (CP 1) → HS1

∗ (CP 1)は

µ(α2k, α2l) = 0

µ(α2k, β2l+2) = α2(k+l+1)

µ(β2k+2, β2l+2) = β2(k+l+1)+2

と計算される。



5. 終わりに
最後にいくつか気になっている問題を列挙して本稿を終えたい。

1. HG
∗ (M)の二次同変交叉積と [16] により一般化された Tate コホモロジーのカッ
プ積との関連

2. H∗(BG)の二次同変交叉積はGの階数が2以上の時は自明か (c.f. [4])

3. 空間への群作用の存在に関する二次積の応用 (c.f. [27])

4. Gのそれ自身への共役作用を考えると，ホモトピー同値LBG ≃ EG ×G Gによ
り，同変交叉積 (13)はHk(LBG)⊗Hl(LBG) → Hk+l(LBG)を定めるが，これは
定理8により正の次数では自明である。対応する二次同変交叉積 (14)

Hk(LBG)⊗Hl(LBG) → Hk+l+1(LBG) (k, l > 0)

は自明か。

5. ループ積以外の二次 stringy operation の構成 (c.f. [25])

6. 計算方法の確立，特に Eilenberg-Mooreスペクトル系列やbar構成との関係，(コ)

ホモロジーオペレーションとの関係

興味を持って取り組んでいただける方がいらっしゃれば幸いである。
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