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概 要

Eynard-Orantinによって導入された位相的漸化式と完全WKB解析の関わ
りについて概説する. 特に, 位相的漸化式から計算される相関函数や自由エ
ネルギーと, Schrödinger型線形微分方程式のWKB解やVoros係数, さらに
はPainlevé方程式の解 (τ -函数)との関係について述べる.

1. 背景
目標は位相的漸化式と呼ばれる枠組みが完全WKB解析に与える様々な知見について紹
介することであるが, まず研究の背景として, WKB解やVoros係数の完全WKB解析に
おける役割, またPainlevé方程式のWKB解析について説明しておきたい. 完全WKB

解析の入門書として, [河竹]を挙げておくので, 詳細はそちらを参照して頂きたい.

1.1. WKB解とVoros係数

Voros ([V])により創始された完全WKB解析 (exact WKB analysis)とは, (定常
的)1次元Schrödinger方程式(

ℏ2
d2

dx2
−Q(x)

)
ψ(x, ℏ) = 0 (1.1)

のような, 小さなパラメータ ℏ (あるいは大きなパラメータ η = ℏ−1) を含む特異摂動
型の微分方程式に対する手法である. ℏに関する形式級数として構成される (1.1) の
WKB解

ψ(x, ℏ) = exp

(
1

ℏ

∫ x√
Q(x) dx− 1

4
logQ(x) +

∞∑
m=1

ℏm
∫ x

Sm(x) dx

)
(1.2)

のBorel和として得られる解析的な解が主役である. Stokesグラフと呼ばれるx-平面内
のグラフによりWKB解のBorel和の性質は規定され, 接続公式などを exactに記述で
きることが完全WKB解析の強みである.

以下, Q(x)は有理函数であるとする. WKB解の対数微分として得られる形式級数
S(x, ℏ) = d logψ(x, ℏ)/dx =

∑∞
m=−1 ℏmSm(x) の各係数は漸化式

S−1(x)
2 = Q(x), 2S−1(x)S0(x) +

dS−1(x)

dx
= 0, (1.3)

2S−1(x)Sm+1(x) +
∑

m1+m2=m
m1,m2≥0

Sm1(x)Sm2(x) +
dSm(x)

dx
= 0 (1.4)
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を満たしており, 機能的に求めることができる. これらの係数は
√
Q(x)を用いて表さ

れる 2価函数であり, 特にQ(x)の零点に特異性を持っていることが特徴である. 同じ
ことだが, これらはy2 = Q(x)で定義されるRiemann面Σ上の有理型函数である. Σは
(1.1)の古典極限と呼ばれ, 元のx-平面の2重被覆である.

適当な仮定の下で, m ≥ 1ならば, Q(x)の極を端とするSm(x)の積分が定義できる.

特に, Q(x)のある特異点から特異点までの路γ に沿った積分により得られる形式級数

Vγ(ℏ) =
∫
γ

(
S(x, ℏ)− ℏ−1S−1(x)− S0(x)

)
dx =

∞∑
m=1

ℏm
∫
γ

Sm(x) dx (1.5)

は (1.1)の (γに付随する) Voros係数と呼ばれる. Voros係数は, 以下の点において完全
WKB解析の研究において重要な概念である:

• モノドロミーの計算への応用: 完全WKB解析の顕著な応用として, (1.1)の形の
2階線形微分方程式の (Stokesグラフが非退化という条件下で) 解の接続公式・モ
ノドロミー行列の計算手法が与えられた ([佐青河竹, 河竹]). それによると, Σ上
の周期積分

∮
α
S(x, ℏ)dx (α ∈ H1(Σ;Z))として定まる形式級数のBorel和が, 特性

指数だけでは記述できないモノドロミー行列の非自明な成分を記述する. 周期積
分は (積分路を分割することで) いくつかのVoros係数の和として表すことが可
能であり, ゆえにVoros係数は周期積分よりも基本的な対象であると同時に, 複素
領域上の微分方程式論において極めて重要な対象である.

• パラメトリックStokes現象の解析: Stokesグラフが退化した場合には, Borel変
換が持つ“動かない特異点”によりWKB解のBorel総和可能性は損なわれる ([V,

DDP]). この動かない特異点が引き起こす Stokes現象はパラメトリックStokes

現象と呼ばれる. (次の例 1.1の方程式が含む λのようなパラメータが変化する
際に起こることが名前の由来である.) 実はパラメトリック Stokes現象の解析は
Voros係数のBorel変換が持つ特異点の解析に帰着される (例えば [AKT, KoT]).

また, パラメトリックStokes現象を記述する公式は完全WKB解析とクラスター
代数との関係 ([IN]) においても重要であり, 特にVoros係数の指数 exp(Vγ) とし
て得られる形式級数のBorel和がクラスター変数を実現する.

例 1.1 Q(x)が2次の多項式の場合, 方程式 (1.1)は適当な変数変換で次のWeber方程
式に帰着できる: (

ℏ2
d2

dx2
−
(x2
4

− λ
))

ψ(x, ℏ) = 0. (1.6)

ここでλ ∈ Cは定数である. 漸化式 (1.4)から初めの数項を求めると以下のようになる:

S−1(x) =
1

2

√
x2 − 4λ, S0(x) = − x

2(x2 − 4λ)
, S1(x) = − 3x2 − 8λ

4(x2 − 4λ)5/2
,

S2(x) = −3x(x2 + 6λ)

(x2 − 4λ)4
, S3(x) = −297x4 + 2928x2λ+ 1216λ2

16(x2 − 4λ)11/2
.

S1(x)以降は x → ∞を端点とする積分が定義できることに注意されたい. 特に λ ̸= 0

の場合に, 被覆写像Σ → P1によるx = ∞の異なる 2つの逆像∞1,∞2を結ぶ路に対し



て定まるWeber方程式 (1.6)のVoros係数は次で与えられる ([T]):

V (ℏ) =
∫ ∞1

∞2

(
S(x, ℏ)−ℏ−1S−1(x)−S0(x)

)
dx =

∞∑
m=1

(21−2m − 1)B2m

2m(2m− 1)

(
ℏ
λ

)2m−1

. (1.7)

ここで, B2mはBernoulli数であり, 次で定義される.

t

et − 1
=

∞∑
m=0

Bm

m!
tm.

Voros係数 (1.7)のBorel和はガンマ函数により与えられ, それがWeber方程式 (1.6) の
不確定特異点x = ∞の周りのStokes行列の非自明な成分を記述する. また, (1.7)の具
体形を用いることでBorel変換が持つ特異点における外来微分 (alien derivative) が計
算でき, 結果としてパラメトリック Stokes現象が exactに解析される. (この場合, [IN]

により対応するクラスター代数は自明なA1-型となる.)

1.2. Painlevé方程式

河合-竹井は, (1.1)のような特異摂動型線形方程式のモノドロミー保存変形 ([岡])を考
えることで, 非線形方程式であるPainlevé方程式に対する完全WKB解析の拡張を試
みた ([KT], [河竹, §4]). 例えば, 小さなパラメータを含んだPainlevé I型方程式

(PI) : ℏ2
d2q

dt2
= 6q2 + t

は, 線形偏微分方程式系[
ℏ2

∂2

∂x2
− ℏ2

x− q

∂

∂x
−
(
4x3 + 2tx+ 2H

)
+ ℏ

p

x− q

]
ψ(x, t, ℏ) = 0 (1.8)[

ℏ
∂

∂t
− 1

2(x− q)

(
ℏ
∂

∂x
− p

)]
ψ(x, t, ℏ) = 0 (1.9)

(ただし p = ℏdq/dt,H = p2/2 − 2q3 − tq) の両立条件を記述する. 河合-竹井は, (1.8)

のWKB解やStokesグラフの性質などを元に, Painlevé方程式の2-パラメータ解を構成
し, 変わり点やStokes曲線の概念を導入, そして変わり点におけるWKB解析的変換論
を確立するなど, Painlevé方程式の非線形Stokes現象を論じる枠組みを整備した. 講演
者も [I]においてPainlevé方程式に (非線形) Voros係数の概念を導入してパラメトリッ
クStokes現象を解析するなど, 多少貢献したつもりであるが, やはり2-パラメータ解の
解析的性質に関するさらなる研究が必要であると感じている 1. また, 完全WKB解析
の枠組みにおいて, Painlevé方程式の理論において非常に重要な τ-函数が果たすべき役
割も明確でない. I型の場合, (PI)の解 q(t, ℏ)に対して

ℏ2
d2

dt2
log τ(t, ℏ) = −q(t, ℏ) (1.10)

として定まるのが τ -函数である. (qをWierstrassの℘-函数の類似と思った際の, σ-函数
の類似が τ -函数である.) 2012年にLisovyyらによって示された共形場理論を用いた 2-

パラメータ解の構成 2 ([GIL])との関係や, 明らかにすべきことは数多くある.
12018年度年会 (於：東京大学) の函数方程式論分科会の特別講演において, 竹井義次氏によりこの問題
への楕円函数を用いた一つのアプローチが提唱された.

2Lisovyyらは確定特異点型である Painlevé VI型方程式およびそのいくつかの合流により得られる
Painlevé方程式の τ -函数を構成した. 不確定特異点型の共形場理論を用いた τ -函数の構成については
名古屋創氏により議論 (予想)されている ([N1, N2])が, 最も不確定度が高い (PI)については, 共形場
理論を用いた 2-パラメータ解の構成法は現時点で知られていないようである.



1.3. 位相的漸化式との繋がり

ここまで, 背景として完全WKB解析におけるVoros係数の重要性, Painlevé方程式の
WKB解析における現状について簡単に述べた. 講演者は近年, 完全WKB解析の理論
の発展, および他分野への応用を目指し, 数理物理分野で注目を集めている位相的漸化
式 (topological recursion)と完全WKB解析との関係性を探っている. 位相的漸化
式とは, 行列模型におけるループ方程式の一般化として, EynardとOrantinに導入され
たものであり, 与えられた代数曲線から“相関函数”や“分配函数 (自由エネルギー)” と
呼ばれる量を機能的に与えるアルゴリズムである. 具体的な定義は次節で紹介する.

位相的漸化式とWKB解析の関係ついては2012年ごろから [GS, DM, BE]などで明ら
かにされてきた. それらの先行研究に触発され, [IKoT]では超幾何微分方程式, および
その合流によって得られる2階の線形微分方程式のVoros係数が, 古典極限として得ら
れる代数曲線から位相的漸化式により定まる自由エネルギーの差分として記述できる
ことを明らかにした (神戸大学の小池達也氏, 竹井優美子氏との共同研究). 特に, (1.7)

に現れたBernoulli数が, 実はHarer-Zagier ([HZ])によるRiemann面のモジュライ空間
のEuler標数の表示に現れるBernoulli数と同じ起源を持つことなどが明らかになった
(例 2.5参照). またPainlevé方程式については, [IM, IMS, IS]において, 0-パラメータ
解 3 q(t, ℏ) =

∑∞
m=0 ℏmqm(t)に対応する τ -函数

τ(t, ℏ) = exp

(
∞∑
g=0

ℏ2g−2Fg(t)

)
(1.11)

も位相的漸化式の分配函数として計算できることを示した (LyonのOliver Marchal氏,

VirginiaのAxel Saenz氏との共同研究). これらの事実は全て,「WKB解を定める漸化
式 (1.4) の中に位相的漸化式が含まれている」という観測に基づいている. 講演ではこ
れらの結果を紹介したい.

2. Eynard-Orantinの位相的漸化式と量子曲線
[EO1]で導入された位相的漸化式は, 数学的には「コンパクトRiemann面 Cおよびそ
の上の 2つの有理型函数 x, yの組が与えられたとき, Cの直積空間上の微分形式の族
{Wg,n(z1, . . . , zn)}g≥0,n≥1と数列{Fg}g≥0を帰納的に定める漸化式」である. 行列模型の
言葉を流用して, インプットとして与えられるデータ (C, x, y)はスペクトル曲線, アウ
トプットのWg,nは相関函数, Fgは自由エネルギーとそれぞれ呼ばれる. 位相的漸化式
は一見しても何が計算されているのか分からない不思議な漸化式であるが, 適切に選ば
れたスペクトル曲線から様々な幾何学的不変量がWg,nやFgとして計算されており (例
2.4参照), それ故にこの漸化式は研究者の興味を集めている. [EO2]は位相的漸化式の
レヴュー論文であるので, 興味を持たれた方はそちらも参照されたい.

2.1. 位相的漸化式

位相的漸化式とは, 次のスペクトル曲線を初期データとする漸化式である.

定義 2.1 ([BE, Definition 2.1]; cf. [EO1, §3]) コンパクトRiemann面C, および有
理型函数x, y : C → P1 であって, dxとdyが共通零点を持たないようなものの組 (C, x, y)
をスペクトル曲線と呼ぶ.

3積分定数を含まないのでこのように呼ばれる. これは 2-パラメータ解を最も退化させたものである.



以下では C = P1で, zをその標準的な座標とし, x, yが zの有理函数である場合のみ
を考える. また, Rを写像x : C → P1の分岐点 (dxの零点またはxの2位以上の極) 全体
の集合とし, 分岐点は全て単純であることも仮定しておく. この仮定により, 各 r ∈ R

の近傍における zの局所共役点 z̄ (x(z) = x(z̄) かつ y(z) ̸= y(z̄)を満たす点) が定まる.

これらの準備の下, 位相的漸化式は次のように定式化される.

定義 2.2 ([EO1, Definition 4.2]) 与えられたスペクトル曲線 (C, x, y)から,以下の漸
化式で定まるC上の有理型多重微分Wg,n(z1, . . . , zn) (g ≥ 0, n ≥ 1)を, (g, n)-型の相関
函数と呼ぶ:

W0,1(z1) = y(z1)dx(z1), (2.1)

W0,2(z1, z2) =
dz1dz2

(z1 − z2)2
, (2.2)

Wg,n+1(z0, z1, . . . , zn) =
∑
r∈R

Res
z=r

Kr(z0, z)

[
Wg−1,n+1(z, z̄, z1, . . . , zn) (2.3)

+
′∑

g1+g2=g
I⊔J={1,...,n}

Wg1,1+|I|(z, zI)Wg2,1+|J |(z̄, zJ)

]
.

ここで,

Kr(z0, z) =
1

2

∫ w=z

w=z̄
W0,2(w, z0)

(y(z)− y(z̄))dx(z)
(2.4)

であり, また (2.3)の最後の和は {1, . . . , n}の (空集合も許す)任意の分割に関する和で
あり, I = {i1, i2, . . . , im} ⊂ {1, . . . , n} (i1 < i2 < · · · < im)とするとWg,m+1(z, zI) =

Wg,m+1(z, zi1 , . . . , zim) である. また, 和における ′は (g1, I) = (0, ∅) および (g2, J) =

(0, ∅) なる場合を除外することを意味する.

注意 1 ここではC = P1の場合を扱っているが, 一般にCの種数が高い場合は (H1(C,Z)
のシンプレクティック基底を固定した上で) W0,2(z1, z2)をBergman核 ([EO1, §3.1.5])と
呼ばれる有理型双微分に選ぶ. (2.2)はP1上のBergman核に他ならない.

位相的漸化式は, 点付きRiemann面の退化 (図2.1)を模式的に表していると解釈でき,

特にχ = 2g − 2 + nに関する漸化式になっている. 相関函数Wg,nは以下の性質を持つ
ことが知られている ([EO1]):

• Wg,nは各変数ziについてC上の有理型微分であり, 2g− 2+ n ≥ 1ならばC \R上
で正則. (特に, x(z)の極が分岐点でなければ, そこで Wg,nは正則になる.)

• Wg,nは変数 z1, . . . , znに関して対称 (変数の任意の置換の下で不変).

• x(z)およびy(z)がある複素パラメータλに正則に依存している場合, (スペクトル
曲線に対する仮定がみたされるようなλ-平面の領域上で) Wg,nはλに関しても正
則. さらに, そのパラメータλがある条件を満たせば, Wg,nのλに関する微分を記
述する公式を書き下すことができる ([EO1, §5]).



z0 z1
z2 zn

Wg,n+1(z0, z1, . . . , zn)

⇝ ⇝

z0

z1 z2 zn

z

z̄

K(z, z0)Wg−1,n+2(z, z̄, z1, . . . , zn)

z0z1 z2 zn

z̄z

K(z, z0)Wg1,1+|I|(z, zI1)Wg2,1+|J |(z̄, zI2)

図 2.1: 位相的漸化式と点付きRiemann面の退化.

定義 2.3 ([EO1, Definition 4.3]) スペクトル曲線(C, x, y)に対して,次で定まるFg ∈
C を (種数 gの) 自由エネルギーと呼ぶ:

Fg =
1

2− 2g

∑
r∈R

Res
z=r

Φ(z)Wg,1(z) (g ≥ 2). (2.5)

ここで, zo ∈ C \Rを一般の点として, Φ(z) =
∫ z

zo
y(z)dx(z)である. g = 0, 1に対する自

由エネルギーF0, F1は, 上とは異なる方法で定義される ([EO1, §4.2.2, §4.2.3]参照).

Fgは, スペクトル曲線の, dx ∧ dyを保つあるクラスの変換の下で不変なのでシンプ
レクティック不変量とも呼ばれる ([EO1, Section 7]). Fgの母函数

F (ℏ) =
∞∑
g=0

ℏ2g−2Fg (2.6)

も自由エネルギーと呼ばれ, その指数Z = exp(F )は分配函数と呼ばれる.

例 2.4 Airy曲線
x(z) = z2, y(z) = z (2.7)

(R = {0,∞}, z̄ = −z) をスペクトル曲線に選ぶと, 2g − 2 + n ≥ 1に対して

Wg,n(z1, . . . , zn) =
1

23g−3+n

∑
d1+···+dn
=3g−3+n

⟨τd1 , . . . , τdn⟩g,n
n∏

i=1

(2di − 1)!!

z2di+1
i

dzi (2.8)

となる ([E]). ここで, ⟨τd1 , . . . , τdn⟩g,n ∈ Qは (1点 {pt}をターゲットとする) Gromov-

Witten不変量と呼ばれる量で, 種数 gの点付きRiemann面のモジュライ空間Mg,n上
の交叉理論を用いて定義される ([Kon]): ⟨τd1 , . . . , τdn⟩g,n =

∫
Mg,n

c1(L1)
d1 · · · c1(Ln)

dn .

Airy曲線の種数が高い自由エネルギーは自明である: Fg = 0 (g ≥ 2).



例 2.5 Weber曲線

x(z) = λ1/2(z + z−1), y(z) =
λ1/2

2
(z − z−1) (2.9)

(λ ∈ C∗は定数, R = {1,−1}, z̄ = z−1) をスペクトル曲線に選ぶと, g ≥ 2に対して

Fg = χ(Mg)λ
2−2g (2.10)

となる. ここで,

χ(Mg) =
B2g

2g(2g − 2)
(2.11)

は種数 gのRiemann面のモジュライ空間のEuler標数であり, 上のようにBernoulli数
を用いて表されることが知られている ([HZ]).

2.2. 量子曲線

ここ数年, WKB解析と位相的漸化式を結びつける量子曲線(quantum curve)の理論が
急速に発展した ([GS, DM, BE]). これは,「スペクトル曲線が [BE]の意味でadmissibile

であれば, Wg,nの積分の母函数がある微分方程式のWKB解になっている」ことを主
張しており, 特にその微分方程式の古典極限として定まるRiemann面 (のパラメータ表
示)がまさにインプットのスペクトル曲線となっているので上の呼び名がついた. これ
はWKB解の係数が満たす漸化式が位相的漸化式と密接に関わっていることを意味し
ている. 例えば, Airy曲線に関しては次の事実が知られている.

定理 2.6 ([Z]) Airy曲線 (2.7)から定まる相関函数をWg,nとし,

ψ(x, ℏ) = exp

[
1

ℏ

∫ z

W0,1(z) +
1

2

∫ z ∫ z(
W0,2(z1, z2)−

dx(z1)dx(z2)

(x(z1)− x(z2))2

)
+

∑
g≥0,n≥1

2g−2+n≥1

ℏ2g−2+n

n!

∫ z

∞
· · ·
∫ z

∞
Wg,n(z1, . . . , zn)

]∣∣∣∣∣
z=z(x)

(2.12)

(ただし z(x) =
√
xは, 分岐点を除いて定まるx : C → P1の逆函数) は, Airy方程式(

ℏ2
d2

dx2
− x

)
ψ = 0 (2.13)

のWKB解である.

この定理は, WKB解の係数が満たす漸化式 (1.4) と位相的漸化式 (2.3)を比較するこ
とで証明される. Airy方程式のWKB解の係数は有理数として順に定まってゆくが, 上
の結果は ((2.8)に現れているように) それがモジュライ空間上での交叉理論という, 一
見無関係にも見える幾何学的背景を持っていることを表しており, 非常に興味深い. ま
た, ψ(x, ℏ)が満たす微分方程式 (2.13)の古典極限として生じる代数曲線 y2 − x = 0を
パラメータ表示したものがまさにAiry曲線 (2.7)である. このような理由で, (2.12)な
る形の形式級数が満たす微分方程式 (2.13)は量子曲線と呼ばれるのである 4.

ここで, 「完全WKB解析において重要なVoros係数の, 位相的漸化式における対応
物は何か?」という自然な問いが生じる. 次節では, 超幾何微分方程式およびその合流
で得られる2階の微分方程式に対して, この課題に関する解答を与える.
4ただし, 一般には (2.12)の形の母函数が満たす Schrödinger型の微分方程式のポテンシャルは Q =
Q0(x)+ℏQ1(x)+ℏ2Q2(x)+· · · のようにℏ-補正が必要である. スペクトル曲線が [BE]のadmissibility
という仮定を満たせばこの補正項は高々有限個の項からなることが知られている.



3. Voros係数と自由エネルギー
この節では [IKoT]の主結果を, 次の方程式を例にとって紹介する:(

ℏ2
d2

dx2
−Q(x, ℏ)

)
ψ = 0, Q(x, ℏ) =

x+ 4λ2

4x2
− ℏ2

1

4x2
. (3.1)

これはBessel方程式と同値なSchrödinger型方程式であるので, ここではBessel方程式
と呼ぶことにする. ([IKoT]ではGaussの超幾何微分方程式およびその合流で得られる
方程式に対して, ここで紹介するものと同様の結果を得ている.) λは零でない複素パラ
メータとする. この方程式の古典極限 y2 = (x+ 4λ2)/(4x2)を,

x(z) = 4λ2(z2 − 1), y(z) =
z

4λ(z2 − 1)
(3.2)

とパラメータ表示することでスペクトル曲線とみなし, それをBessel曲線と呼ぶことに
する. (R = {0,∞}, z̄ = −z.) Wg,nおよびFgを, Bessel曲線 (3.2)から定まる相関函数
および自由エネルギーとする. この時, 次が成り立つ:

定理 3.1 ([IKoT, §4])

(a) 形式級数

ψ(x, ℏ) = exp

[
1

ℏ

∫ z

W0,1(z) +
1

2

∫ z ∫ z(
W0,2(z1, z2)−

dx(z1)dx(z2)

(x(z1)− x(z2))2

)
+

∑
g≥0,n≥1

2g−2+n≥1

ℏ2g−2+n

n! 2n

∫ z

z̄

· · ·
∫ z

z̄

Wg,n(z1, . . . , zn)

]∣∣∣∣∣
z=z(x)

(3.3)

はBessel方程式 (3.1)のWKB解である.

(b) Bessel方程式 (3.1)の古典極限Σ上でx = 0に対応する2点間を結ぶ路に沿った積
分として定まるBessel方程式 (3.1)のVoros係数V (λ, ℏ)と, Bessel曲線 (3.2)の自
由エネルギーF (λ, ℏ) =

∑∞
g=0 ℏ2g−2Fg(λ) の間には, 次の関係式が成立する:

V (λ, ℏ) = F

(
λ+

ℏ
2
, ℏ
)
− F

(
λ− ℏ

2
, ℏ
)
− ℏ−1∂F0(λ)

∂λ
. (3.4)

(c) Bessel曲線 (3.2)の自由エネルギーは3項間漸化式

F (λ+ ℏ, ℏ)− 2F (λ, ℏ) + F (λ− ℏ, ℏ) = − log

(
256λ2

(
λ2 − ℏ2

λ2

))
(3.5)

を満たす. これを解くことで, Fgの具体形が次のように求まる:

Fg(λ) = − B2g

2g(2g − 2)

1

(2λ)2g−2
(g ≥ 2) (3.6)

量子曲線の公式 (3.3)と, 自由エネルギーのパラメータに関する微分公式から (3.4)を
導く, というのが証明の方針である. 超幾何方程式やその合流から得られる方程式に対
しても, 古典極限が定めるスペクトル曲線の自由エネルギーに対して (3.6)と同様の明



示公式が与えられる. 例えばGaussの超幾何微分方程式のスペクトル曲線の自由エネ
ルギーは (特性指数λ0, λ1, λ∞が一般的な場合に) 次で与えられる

Fg =
B2g

2g(2g − 2)

{
1

(λ0 + λ1 + λ∞)2g−2
+

1

(λ0 + λ1 − λ∞)2g−2
+

1

(λ0 − λ1 + λ∞)2g−2

+
1

(λ0 − λ1 − λ∞)2g−2
− 1

(2λ0)2g−2
− 1

(2λ1)2g−2
− 1

(2λ∞)2g−2

}
(g ≥ 2)

これよりVoros係数のBernoulli多項式を用いた明示的な表示を得ることもできる. 一般
に, 一つの方程式から積分路を指定するごとに複数のVoros係数が定まるが, それらは
いずれも (スペクトル曲線から標準的に定義される) 自由エネルギーの様々なパラメー
タに関する差分として得られており, ゆえに自由エネルギーはVoros係数よりも内在的
な量である.

4. Painelvé方程式のτ-函数と分配函数
Painlevé方程式の τ -函数が完全WKB解析の枠組みでどのように自然に理解されるべ
きか, という問いの答えに講演者はまだ辿り着いていないが, 少なくとも §2で紹介し
た位相的漸化式とWKB解析の関係性の中から, 分配函数として τ -函数が現れることは
[IM, IS, IMS]で証明できた. ここでは (PI)を例にとり, 特に [IS]の結果を紹介する.

(PI)の 0-パラメータ解 q(t, ℏ) =
∑∞

m=0 ℏmqm(t) が係数に代入された線形方程式 (1.8)

の古典極限として定まる代数曲線は

y2 = 4(x− q0(t))
2(x+ 2q0(t)) (4.1)

(ただし q0(t) =
√

−t/6) のように2重点を持つ種数0の曲線となっている 5. これを

　x(z) = z2 − 2q0(t), y(z) = 2z(z2 − 3q0(t)) (4.2)

とパラメータ表示することでスペクトル曲線 (の, Painlevé方程式の独立変数 tでパラ
メータ付けらえた変形族) とみなし, 位相的漸化式を適用してWg,nおよびFgを定義す
る. ただし, t = 0においてはdxとdyが共通零点を持ち, スペクトル曲線の仮定を満た
さないので, 以下では t ̸= 0とする. (ちなみに, この除外された t = 0は [KT]の意味で
の (PI)の変わり点である.) 以上の準備の下, 次が成り立つ.

定理 4.1 ([IS])

(a) 形式級数

ψ(x, t, ℏ) = exp

[
1

ℏ

∫ z

W0,1(z) +
1

2

∫ z ∫ z(
W0,2(z1, z2)−

dx(z1)dx(z2)

(x(z1)− x(z2))2

)
+

∑
g≥0,n≥1

2g−2+n≥1

ℏ2g−2+n

n! 2n

∫ z

z̄

· · ·
∫ z

z̄

Wg,n(z1, . . . , zn)

]∣∣∣∣∣
z=z(x)

(4.3)

は, 0-パラメータ解が代入された偏微分方程式系 (1.8), (1.9)のWKB解である.

5次数の勘定からは種数 1の楕円曲線になると期待されるが, 実際は (4.1)のように退化する. 他の全て
のPainlevé方程式についても, 0-パラメータ解を扱う限りは同様に古典極限は種数 0で 2重点を持っ
ている. このとは [KT]で明らかにされた.



(b) スペクトル曲線 (4.2)が定める分配函数

exp(F (t, ℏ)) = exp

(
∞∑
g=0

ℏ2g−2Fg(t)

)
(4.4)

は (PI)の τ -函数である. すなわち, 次が成り立つ:

q(t, ℏ) = −ℏ2
d2

dt2
F (t, ℏ) (4.5)

上の結果 (a)は, (PI)に付随する線形方程式 (1.8)は量子曲線であることを意味してい
る. 特に, 係数に含まれる qや pはℏ-展開を持つので, 量子曲線 (1.8)は無限個のℏ-補正
項を持っている. その補正項がPainlevé方程式の解の展開係数により統制されている
ことなどを明らかにしたことが, 従来の量子曲線の結果との大きな違いである. [BCD]

で議論されているように, admissibleでないスペクトル曲線に対する量子曲線の理論の
構築は難航しているようだが, 個人的にはPainlevé方程式が規定するような変形理論を
用いたℏ-補正項のコントロールが有効であると感じている.

神保-三輪-上野 ([JMU])は, Painlevé方程式に付随する線形方程式系 (1.8), (1.9)の解
から τ -函数を得る公式を与えたが, それが位相的漸化式におけるある公式と整合的であ
り, 従って結果 (a)の系として後者の τ -函数に関する結果 (b)が従う. ちなみに, 結果 (b)

は [IMS]において 6種類全てのPainlevé方程式に対して拡張されている. ただし, これ
らは全て, 0-パラメータ解という, Painlevé方程式の解の初期値空間の中のある特別な
1点に対する結果であり, より一般の解への結果の拡張は重要な課題として残っている.

ここまで見たように, Voros係数やPainlevé方程式との関係における位相的漸化式は,

今のところ形式級数としての性質を記述する理論であった. 形式級数の計算を越えて,

解析的なモノドロミー保存変形やRiemann-Hilbert問題に, 位相的漸化式の枠組みが如
何に応用されるのかを探ることは興味深い話題であるように思う. そして,そこには (こ
こでは触れられなかった) 完全WKB解析による exactなStokes現象の解析など, 日本
の研究グループが得意とする手法が有効に活用されるであろう, と期待している.
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