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概 要
Peterson 同型は，旗多様体の量子コホモロジー環と，Gに付随するアフィ
ン・グラスマン多様体のホモロジー環との関係を与えるものである．可積分
系を用いることによって，G = SLn の場合にK–理論版のPeterson同型（の
候補）を構成した．この講演の内容は岩尾慎介氏，前野俊昭氏との共同研究
[7] に基づく．

1. Peterson 同型
Peterson 同型 ([24], [19])とは，旗多様体 G/B の量子コホモロジー環 QH∗(G/B) と，
Gに付随するアフィン・グラスマン多様体 GGのホモロジー H∗(GG) との関係を与える
ものである．ここで G は単連結な複素線型代数群であり，B はそのボレル部分群であ
る．アフィン・グラスマン多様体は

GG := G(K)/G(O), O := C[[t]], K := FracO = C((t))

と定義され，ind-varietyの構造を持つ．TをBに含まれる極大トーラスとし，tを Tの
リー環とするとき，T–同変版 QH∗

T (G/B), HT
∗ (GG)が定義され，いずれも S = Sym(t∗)

上の可換代数の構造を持つ．ホモロジーが環構造（Pontryagin 積）を持つことは注目
に値する．Peterson 同型は，両者の適当な局所化どうしの環同型

QH∗
T (G/B)loc ∼= HT

∗ (GG)loc

が存在するという内容である．それぞれの環には自然な「シューベルト基底」が存在
し，上記の同型はその基底どうしの間にも簡明な関係を与える．この結果は Peterson

の講義 [24]において述べられ，Lam-Shimozono [19]によって証明された．
QH∗

T (G/B)のシューベルト基底に関する積構造定数は，T–同変 Gromov-Witten 不
変量として知られ，幾何学的に興味のある量である．その量が，Peterson 同型を介し
て，アフィン・グラスマン多様体の側からも計算できる理屈である．そういう背景が
あって，アフィン・シューベルト・カルキュラスは，この10年来，大変な勢いで研究
されてきた．そのきっかけとなったのは， Lam [14]によって，H∗(GSLn) の対称関数
による記述が確立されて，シューベルト基底を組合せ論的に捕まえられるようになっ
た（Shimozono の予想）ことである．古典的なグラスマン多様体のシューベルト・カ
ルキュラスが，対称関数との関わりを通して興味が持たれてきたことを思い起こすと
き，Lam の結果が十分に刺激的であったことが想像出来る．
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2. 戸田格子
さて，Lam の結果などを説明する前に，戸田格子の復習をしてみる．おなじみのラッ
クス行列

L =



z1 −1 0 · · · · · · 0

q1 z2 −1 0 · · · 0

0 q2 z3 −1
. . .

...
...

. . . . . . . . . . . . 0

0 · · · 0 qn−2 zn−1 −1

0 · · · · · · 0 qn−1 zn


(1)

からはじめよう．
∑n

i=1 zi = 0 を仮定しておく．ziは i番目の粒子の運動量，qi は i 番
目と i+ 1番目の粒子の相互作用を記述する（指数型）ポテンシャル・エネルギーと関
係している．t = (t1, . . . , tn−1)を時間変数として，運動方程式は

∂L

∂ti
= [Ai, L], Ai = (−L)i< (1 ≤ i ≤ n− 1)

と書かれる．ここに (·)< は行列の狭義下三角部分を意味する．Lの特性多項式

det(t · 1n − L) = tn − I1(z, q)t
n + I2(z, q)t

n−2 + · · ·+ (−1)nIn(z, q)

の係数は保存量になっている（等スペクトル変形）．ただし I1(z, q) =
∑n

i=1 zi = 0 と
した．γ = (γ2, . . . , γn) ∈ Cn−1 に対して等スペクトル多様体

Zγ := {(z, q) ∈ C2n−1 | Ij(z, q) = γi (1 ≤ i ≤ n)}

（ただし γ1 = 0）を考える．とくに，γi = 0 (1 ≤ i ≤ n) のとき，Zγ を Znil と書くこ
とにする．(z, q) ∈ Znil に対してラックス行列 L = L(z, q) は冪零だからである．
冪零な初期値のもとに戸田方程式を解こう．冪零行列

Λ =



0 1 0 · · · · · · 0

0 0 1 0 · · · 0

0 0 0 1
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0

0 · · · 0 0 0 1

0 · · · 0 0 0 0


から出発する．ここで

g = exp

(
n−1∑
i=1

tiΛ
i

)
=

n−1∑
k=0

hk(t)Λ
k =



1 h1 h2 · · · · · · hn−1

0 1 h1 h2 · · · ...

0 0 1 h1
. . .

...
...

. . . . . . . . . . . . h2

0 · · · 0 0 0 h1

0 · · · · · · 0 0 1


(2)



によって t = (t1, . . . , tn−1) の多項式 hi = hi(t) (1 ≤ i ≤ n− 1) を定める．さらに，上
記の行列の右上の正方形に関する小行列式として「タウ関数」を

τn−i :=

∣∣∣∣∣∣∣
hn−i · · · hn−1

...
. . .

...

hn−2i+1 · · · hn−i

∣∣∣∣∣∣∣ (1 ≤ i ≤ n− 1)

と定める．また τ0 = τn = 1 としておく．
B ⊂ SLn を上三角行列全体がなすボレル部分群とし，w0 を Sn の最長元に対応す

る置換行列とする．t = (t1, . . . , tn−1) が τi (1 ≤ i ≤ n− 1) の零点でないとき，対角成
分がすべて 1 の下三角行列nであって (2) の g に対して

gn−1 ∈ w0B

をみたすものが一意的に存在する．このとき L = −nΛn−1 は (1) のラックス行列の形
をしていて，戸田方程式をみたす．より明示的には次が成り立つ．

定理 2.1 (戸田方程式の冪零解). 次の関数

zi =
∂ ln τi
∂t1

− ∂ ln τi−1

∂t1
(1 ≤ i ≤ n), qi =

τi−1τi+1

τ 2i
(1 ≤ i ≤ n− 1)

は冪零な初期値に関する戸田方程式の（有理的な）解である．

注意：pi を i次の冪和対称関数とし，時間変数 ti を pi/i と同一視するとき，hi は i

次の完全対称関数に対応する．

3. 戸田格子とPeterson同型の関係
ここまでの内容が幾何学的にはどのように解釈できるかを [20] にしたがって説明する．
量子側については次の結果がよく知られている．

定理 3.1 ([4],[10]). 環同型

QH∗(SLn/B) ∼= C[Znil] = C[z1, . . . , zn, q1, . . . , qn−1]/⟨Ij(z, q) | 1 ≤ j ≤ n)⟩

が存在する．

SLn のラングランズ双対群は G∨ = PGLn(C) である．Λ を G∨ のリー環 g∨ の元
とみて，Λ の中心化群

CΛ := {g ∈ G∨ | Ad(g)(Λ) = Λ}

を考える．アフィン側については次が知られている．

定理 3.2 ([5], [24]). 環同型

H∗(GSLn)
∼= C[CΛ] = C[h1, . . . , hn−1]

が存在する．



タウ関数 τi (1 ≤ i ≤ n− 1) が C[h1, . . . , hn−1]の元であることに注意して

C◦
Λ := {g ∈ CΛ | τi(g) ̸= 0 (1 ≤ i ≤ n− 1)}

によって CΛ のザリスキー開集合を定める．また，

Z◦
nil := {(z, q) ∈ Znil | qi ̸= 0 (1 ≤ i ≤ n− 1)}

によってZnil のザリスキー開集合を定める．
定理 3.3 ([13]). 戸田格子の冪零解からアフィン多様体の同型

Z◦
nil

∼= C◦
Λ

が得られる．
ここで

QH∗(SLn/B)loc := C[Z◦
nil], H∗(GSLn)loc := C[C◦

Λ]

とするとき
系 3.4. 環同型

QH∗(SLn/B)loc ∼= H∗(GSLn)loc.

が存在する．
実は，これが Peterson 同型である．たまたま2つの環が同型になっただけではなく，

シューベルト類の対応も簡明に与えられることを次節で説明する．

4. シューベルト類の対応
B ⊂ SLnを上三角行列からなるボレル部分群とする．w ∈ Sn および 1 ≤ i ≤ n に対
して

V w
i = ⟨eeew(1), . . . , eeew(i)⟩ ⊂ Cn

とおく．eee1, . . . , eeen はCnの標準基底である．旗

0 ⊂ V w
1 ⊂ · · · ⊂ V w

n = Cn

を SLn/B の元とみなすとき ew と書く．B− ⊂ SLnを下三角行列からなるボレル部分
群とするとき

Ωw := B−ew ⊂ SLn/B

をシューベルト多様体と呼ぶ．コホモロジー環（C係数）H∗(SLn/B) は Ωw に付随す
る元 σw (w ∈ Sn) たちからなる基底を持つ．σw をシューベルト類と呼ぶ．ℓ(w) をw

の長さ（あるいは転倒数）とするときσw の次数は 2ℓ(w)次である．積構造定数 cuwvは

σwσv =
∑
u∈Sn

cuwvσu

により定まる（非負整数である）．量子コホモロジー環は係数環 C[q] := C[q1, . . . , qn−1]

上，量子シューベルト類 σq
w (w ∈ Sn) により生成される自由加群である．H∗(SLn/B)

の積がパラメータ q1, . . . , qn−1 によって変形されている．その積を ∗ で表すとき，

σq
w ∗ σq

v =
∑
u∈Sn

cuwv(q)σ
q
u, cuwv(q) ∈ C[q]



と展開したとき cuwv(q) の各係数が Gromov–Witten 不変量により与えられる．
S̃nをアフィン対称群とする．S̃n/Snの最短代表系を S̃0

nで表すときH∗(GSLn)はx ∈ S̃0
n

で添え字付けられる元 ξx たちからなる基底を持つ．すべての成分が (n− 1)以下であ
るような分割全体の集合を Bn−1で表す．
補題 4.1. 自然な全単射 S̃0

n
∼= Bn−1が存在する．

定理 4.2 ([14]). x ∈ S̃0
n が λ ∈ Bn−1に対応するとき，同型H∗(GSLn)

∼= C[h1, . . . , hn−1]

によりシューベルト類 ξx に対応する元は Lascoux-Lapointe-Morseにより導入された
多項式 s

(n−1)
λ と一致する．

s
(n−1)
λ は k-Schur関数と呼ばれ，Macdonald 多項式と関連する問題の中で Lascoux-

Lapointe-Morse [21]が導入した．その詳しい表示などはここでは述べないが，以下の
ことに注意しておく．

• s
(n−1)
λ (λ ∈ Bn−1) は C[h1, . . . , hn−1]の基底をなす．

• s
(n−1)
λ = sλ + (低次の項).

• s
(n−1)
Ri

はシューア関数 sRi
(= τn−i)と一致する．ただし，ここで Ri は横が (n− i)

で縦が i の長方形のヤング図形である．

• より一般に，λがある Riに含まれればs
(n−1)
λ はシューア関数sλと一致する（[22]）．

• s
(n−1)
Ri∪λ = s

(n−1)
Ri

· s(n−1)
λ ([22]).

なお，任意の分割λ = (λ1, . . . , λr)に対してシューア関数を sλ = det(hλi+j−i)1≤i,j≤rと
定義する．hi は i 次の完全対称関数である．
定理 4.3 ([20]). w ∈ Sw に対して（明示的に定まる）λ(w) ∈ Bn−1が存在して，量子
シューベルト類σq

w はPeterson同型により

s
(n−1)
λ(w)∏

i∈Des(w) τi
∈ C[h1, . . . , hn−1][τ

−1
1 , . . . , τ−1

n−1]

に写される．ここでDes(w) = {i | 1 ≤ i ≤ n− 1, w(i) > w(i+ 1)}である．

5. K–理論的 Peterson 同型
以上の結果の K–理論的類似を見つけたい．旗多様体の量子K–理論はGivental-Lee [6]

により調べられている．またアフィン・グラスマン多様体のK–理論は Lam-Schilling-

Shimozono [17] による研究がある．これらの理論については後ほど説明することにし
て，[7] の結果に至るまでの発見的な考えの道筋を述べることにする．

• Givental-Lee [6]の結果をみると，環QK(SLn/B) が関係式∑
I⊂{1,...,n}

#I=k

∏
j∈I

zj
∏

j∈I, j+1/∈I

(1−Qj) =

(
n

k

)
(1 ≤ k ≤ n)

によって定義されると予想できる（Kirillov-Maeno の予想 [11]）．ここで zi は
V• ∈ SLn/B において Vi/Vi−1 をファイバーとする直線束 Liの類に対応する．
Q = (Q1, . . . , Qn−1) はノビコフ変数と呼ばれる変形パラメーターである．



• シューア関数 sλ は無限次元グラスマン多様体のホモロジーのシューベルト類とみ
なせる．そのK–理論的類似はLam-Pylyavskyy [16]の dual stable Grothendieck

多項式である．それは次の公式により定義できる：

gλ =

(∑
k≥0

(−1)k
(
i− j

k

)
hλi+j−i−k

)
.

タウ関数の表示にこれが使えるはず．

• “保存量” がみたすべき等式の元になるはずの関係式∑
I⊂{1,...,n}, |I|=k

∏
i∈I, i+1/∈I

τ̌i
τi

∏
j /∈I, j+1∈I

τ̂j
τj

=

(
n

k

)
,

τi = gRi
, τ̌i = gRi

− gR∗
i
, τ̂i =

∑
µ⊂Ri

gµ

を予想した（2015年12月）．ただし R∗
i = ((n− i)i−1, n− i− 1).

• 上の保存量を持つ可積分系を探した．答えはラックス行列が L = AB−1

A =


z1 −1

z2 −1
. . . . . .

zn−1 −1

zn

 , B =


1

−Q1z1 1
. . . . . .

1

−Qn−1zn−1 1


の形で与えられる Ruijsenaars [25]の relativistic 戸田格子方程式（岩尾慎介氏）．

Kirillov-Maeno の予想は肯定的に解決された（[7]の出版が決まった後）．

定理 5.1 ([1], [12]). 次の環同型がある：

QK(SLn/B) ∼= C[z1, . . . , zn, Q1, . . . , Qn−1]/I,

I = ⟨
∑

I⊂{1,...,n}
#I=k

∏
j∈I

zj
∏

j∈I, j+1/∈I

(1−Qj)−
(
n

k

)
| 1 ≤ k ≤ n⟩.

アフィン・グラスマン多様体の Kホモロジー環については次が知られている．

定理 5.2 ([17]). 次の環同型がある：

K∗(GSLn)
∼= C[h1, . . . , hn−1].

以上を背景として，次の結果を得た：

定理 5.3 ([7]). 以下の定義をする：

QK(SLn/B)loc := QK(SLn/B)[Q−1
1 , . . . , Q−1

n−1],

K∗(GSLn)loc := C[h1, . . . , hn−1][τ
−1
1 , . . . , τ−1

n−1, τ̂
−1
1 , . . . , τ̂−1

n−1].



このとき，環同型 Φ : QK(SLn/B)loc → K∗(GSLn)loc が

zi 7→
τiτ̂i−1

τ̂iτi−1

, Qi 7→
τi−1τi+1

τ 2i

により定まる．

Proof. 冪単初期条件のもとで relativistic 戸田格子を解けばよい．

以上，保存量の明示形を手掛かりにして非自明な環同型を構成したわけだが，この
同型が幾̇何̇学̇的̇に̇正̇し̇い̇ものである保証があるわけではない．T 同変版の K–理論的
Peterson 同型の定式化（予想）が Lam-Li-Mihalcea-Shimozono [15]によって提出され
た．また，最近，加藤 [9]は半無限旗多様体を介して K–理論的 Peterson 同型を与えて
いる．これらの結果と定理5.3の関係は現時点では（私には）よくわかっていない．
以下，定理5.3の写像が好ましい性質を持つ状況証拠について述べる．Lenart-Maeno

[23]は定理 5.1 の表示においてシューベルト多様体 Ωw の構造層の類（の量子変形）
[OΩw ] ∈ QK(SLn/B) を代表すると予想される多項式

Gq
w ∈ Z[z1, . . . , zn−1, Q1, . . . , Qn−1]

（量子Grothendieck 多項式）を構成している．

予想 5.4 ([7]). λ ∈ Bn−1 に対して多項式 g̃λ ∈ C[h1, . . . , hn−1] が存在して，任意の
w ∈ Sn に対して

Φ(Gq
w) =

g̃λ(w)∏
i∈Des(w) τi

が成り立つ．

[17] は「K 理論的 k-Schur 関数」を定義している．我々は最初，g̃λ(w) がK 理論的
k-Schur 関数と一致することを期待したが，それは正しくない．しかし，具体例を調
べると，ヤング図形の大きさに関するフィルターの先頭項は一致しているようである．
また，具体例において g̃λ(w) をK 理論的 k-Schur 関数の線型結合として表示するとき
「正値性」が観察される．
予想5.4に関して，次の部分的な結果がある．

定理 5.5 ([7]). w ∈ Sn が d–Grassmannian 元のとき，すなわち

w(1) < · · · < w(d), w(d+ 1) < · · · < w(n)

をみたすとき µi = n− i+ 1− w(d− i+ 1) (1 ≤ i ≤ d) とすると

Φ(Gq
w) =

gµ
τd

が成り立つ．

最後に，関連することと未解決問題について述べておく．G = SLn に対しては，T

同変の（コ）ホモロジーの場合に特殊多項式の観点からのさらなる研究 [18]がある．他
の古典型の場合には，（コ）ホモロジーの場合に限っても，Peterson同型を具体的な多項
式レベルまで詳細に計算することは非常に面白い問題である．これは，古典型の量子コ



ホモロジーにおいてシューベルト類を代表する良い多項式を求めるという長く未解決の
問題と関連して興味深い．量子 K 理論に関しては，可積分系を通して，Givental-Kim

型の表示が可能であるはずである．その際に，いわゆる J 関数の解析（[2]など）が鍵
になるのは間違いないと思われる（[8]など）が，まだそのような理論は完成していな
い．アフィン・グラスマン多様体のKホモロジー側については [3]に「相対論的戸田方
程式」の構造が現れているようにも見える．
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