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概 要

共形場理論における運動の保存量の q 変形は, 量子トロイダル代数に付随す
る転送行列の展開係数として理解することができる. これに基づいて gl1 型
の場合に BaxterのQ 作用素が構成され, スペクトルを記述するBethe方程
式が導かれることを紹介したい.

1. 共形場理論と運動の保存量
はじめに共形場理論における運動の保存量について知られていることを簡単にまとめ
ておこう.

1.1. Local IM

Virasoro代数の包絡環の完備化UV irには,次のような互いに可換な元の系列{In}n=1,3,5,...

が存在する [EY, SY, FF].

I1 =
∫ 2π

0

T(u)du , I3 =
∫ 2π

0

: T(u)2 : du ,

I5 =
∫ 2π

0

(
: T(u)3 : +

c+ 2

12
: T′(u)2 :

)
du , · · ·

ここでT(u) =
∑

n∈Z Lne
−inu − c/24はVirasoro代数

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
c

12
m(m2 − 1)δm+n,0 , [Lm, c] = 0 ,

のエネルギー運動量テンソルをあらわす. 一般に Inは T(u)の微分多項式の積分で与
えられ, これらを local Integrals of Motion (local IM)と呼ぶ. 古典極限 c → −∞にお
いてVirasoro代数はKdV階層のPoisson構造に移行し, このとき {In} はKdV階層の
Poisson可換なハミルトニアンになる. そのため可換作用素族 {In} を量子可積分系と
見て量子KdV系ということもある.

自由場表示においてVirasoro代数は２種の screening作用素S±
1 の核

UV ir = KerS+
1 = KerS−

1 , S±
1 =

∫
S±
1 (z)dz

として特徴付けられる. このとき{In}の生成する可換な部分代数Aはもう１組のScreen-

ing作用素S±
0 を用いて

A = KerS+
0 ∩KerS+

1 = KerS−
0 ∩KerS−

1 ⊂ UV ir

と表される. Screening作用素の組 S+
0 , S

+
1 （およびその dual S−

0 , S
−
1 )はそれぞれ量子

群 Uqŝl2 の正部分の生成元に対応する.
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1.2. Non-local IM

Bazhanovら [BLZ]は Screeningカレント S±
i (z)を変形したカレント S̃±

i (z)の多重積分
を用いて, Aに属する可換な元の族をさらに２組与えた.

G±
ℓ =

∫
· · ·
∫

S̃±
0 (z1)S̃

±
1 (z2) · · · S̃±

0 (z2ℓ−1)S̃
±
1 (z2ℓ) g

±(z1, . . . , z2ℓ)dz1 · · · dzℓ , (ℓ = 1, 2, 3, . . .)

[Ir, Is] = 0, [G±
k ,G

±′

l ] = 0, [Ir,G±
k ] = 0 (∀r, s, k, l).

詳細は [BLZ]を参照していただきたい. G±
ℓ をnon-local IM（およびdual non-local IM)

とよぶ.

一般に単純リー代数gに対し, g型のW代数およびその可換部分代数Ag がScreening

作用素の核の共通部分として同様に定義される. この設定で local IMに対する抽象的
な存在定理が [FF]で証明されている. しかしその具体形は g = sl2 の時でさえ一般に
は知られていない.

1.3. ODE/IM対応

V を中心荷電c,最高ウエイト∆のVirasoro Verma加群, VL = {v ∈ V | L0v = (∆+L)v}
を次数Lの部分空間とする. Localおよび non-local IMは生成元の無限和を含む表式で
あるが, Verma加群上の作用素としてはwell definedな意味を持っている. Local IMは
すべて次数を保存し, 有限次元空間 VL 上の可換な作用素族になる. したがってその同
時固有値を記述することは自然な問題になる. Bazhanovらは次のような対応を発見し
た（講演者の知る限り証明はないので予想としておく）.

予想 [BLZ2] VL 上の local IMの同時固有ベクトルと次の形の2階微分作用素との間
に１対１対応がある 1 ：

L =
d2

dz2
+

l(l + 1)

z
+

1

z
+

L∑
k=1

( 2

(z − zk)2
+

γk
z(z − zk)

)
+ λzκ

ここで z1, . . . , zLはLの見かけの (非対数的)特異点とする. さらに, 対応する IMの固
有値は{zj}の対称多項式を用いて表すことができる.

非対数性条件を書き下すと次のようなBethe仮説に類似の方程式が得られ, これから
{z1, . . . , zL}が有限個 (= dimVL個)に定まる仕組みになっている.

γk =
κ

zk
,

b4∆

zj
+

∑
k(̸=j)

R(zj, zk) = 1 + b2 ,

R(x, y) =
b4x2 + (2 + b2)(1− 2b2)xy + (1 + b2)(2 + b2)y2

(x− y)3
.

1.4. q変形

Bazhanovら [BLZ]はUqŝl2の普遍R行列を用いて転送行列とQ作用素をVerma加群上
に定義し, その展開の係数として IMを構成した. 彼らの議論は path ordered product

や漸近展開を用いるなどの点で純代数的に必ずしも分かりやすいものではなかった. こ
れは共形場理論が連続系であることに由来する難しさと考えられる. そこで正則化の
ために q変形を考えることは自然であろう.
1パラメータの対応は次の通りである. c = 1+6(b+b−1)2, ∆ = (b+b−1)2/4−b−2(l+1/2)2, κ = −2−b2.



local および non-local IMの q変形は文献 [FKSW, KS]において導入された 2 . そこ
では g = slnの場合に変形W代数のカレントおよび変形Screeningカレント [SKAO] を
用いて In,G±

ℓ の対応物が多重積分で定義され, 直接計算によってその可換性が示され
ている. しかし q変形に対するスペクトル問題にどのようにアプローチするかは未解決
問題として残されていた.

この講演では, [FKSW]の q変形が量子トロイダル代数の転送行列から自然に構成さ
れること, およびそれに基づいて local IM の固有値を記述するBethe 方程式が導かれ
ることを紹介したい.

2. 量子トロイダル代数
量子アフィン代数はリー代数 g上の 1変数ローラン多項式環 g[t±1]の q変形であった.

量子トロイダル代数は 2変数ローラン多項式環 g[s±1, t±1]の q変形である. 本稿では
g = glnに付随する場合のみを考える.

2.1. 定義

gln型の量子トロイダル代数は量子アフィン代数と類似のDrinfeld 型生成元と関係式に
よって定義される.

まず記号を設定しよう. 整数 n ⩾ 1と i, j ∈ Z/nZに対して δ
(n)
i,j = 1 (i ≡ j mod n),

= 0 (otherwise)とし,

ai,j(r) =
[r]

r
×
(
(qr + q−r)δ

(n)
i,j − drδ

(n)
i,j−1 − d−rδ

(n)
i,j+1

)
(r ∈ Z\{0}),

ai,j = 2δ
(n)
i,j − δ

(n)
i,j−1 − δ

(n)
i,j+1

とおく. n ⩾ 2のとき (ai,j)は A
(1)
n−1 型カルタン行列である. q, d ∈ C× を固定して

q1 = dq−1, q2 = q2, q3 = d−1q−1 (したがって q1q2q3 = 1) とおき, 構造関数 gi,j(z, w)を
次で定める.

n ⩾ 3 : gi,j(z, w) =


z − q1w (i ≡ j − 1),

z − q2w (i ≡ j),

z − q3w (i ≡ j + 1),

z − w (i ̸≡ j, j ± 1),

n = 2 : gi,j(z, w) =

{
z − q2w (i ≡ j),

(z − q1w)(z − q3w) (i ̸≡ j),

n = 1 : g0,0(z, w) = (z − q1w)(z − q2w)(z − q3w).

gln型量子トロイダル代数 En = En(q1, q2, q3) はEi,k, Fi,k, Hi,r および可逆元 Ki, C,D

(i ∈ Z/nZ, k ∈ Z, r ∈ Z\{0}) を生成元とする結合代数である. 生成カレント

Ei(z) =
∑
k∈Z

Ei,kz
−k, Fi(z) =

∑
k∈Z

Fi,kz
−k,

K±
i (z) = K±1

i K̄±
i (z) , K̄±

i (z) = exp
(
±(q − q−1)

∑
r>0

Hi,±rz
∓r
)

2 q変形された IMの表式はすべて non-local なのであるが, bookkeeping の便宜上, q変形後も local,
non-local の対応物を同じ名前で呼ぶことにする.



を用いると定義関係式は次のように与えられる.

C is central, KiKj = KjKi , DX(z)D−1 = X(qz) (X = Ei, Fi, K
±
i ),

KiEj(z)K
−1
i = qaijEi(z) , KiFj(z)K

−1
i = q−aijFi(z) ,

[Hi,r, Ej(z)] = ai,j(r)C
−(r+|r|)/2 zrEj(z) , [Hi,r, Fj(z)] = −ai,j(r)C

−(r−|r|)/2 zrFj(z) ,

[Hi,r, Hj,s] = δr+s,0 · ai,j(r)
Cr − C−r

q − q−1
,

[Ei(z), Fj(w)] =
δi,j

q − q−1
(δ
(
C
w

z

)
K+

i (w)− δ
(
C
z

w

)
K−

i (z)) ,

[Ei(z), Ej(w)] = 0 , [Fi(z), Fj(w)] = 0 (i ̸≡ j, j ± 1) ,

di,jgi,j(z, w)Ei(z)Ej(w) + gj,i(w, z)Ej(w)Ei(z) = 0,

dj,igj,i(w, z)Fi(z)Fj(w) + gi,j(z, w)Fj(w)Fi(z) = 0.

ただしdi,j = d∓1 (i ≡ j ∓ 1, n ⩾ 3), di,j = −1 (i ̸≡ j, n = 2),di,j = 1 (otherwise). この
他にSerre relationがあるがここでは省略する.

Enにはつぎのような特徴がある.

• ２つの独立なパラメタ q1, q2に依存する.

• n 個の boson のなす Heisenberg 代数 Hn = ⟨Hi,r | i ∈ Z/nZ, r ̸= 0⟩ を含む.

• 部分代数 U v
q ŝln = ⟨Ei(z), Fi(z), K±

i (z) | 1 ⩽ i ⩽ n − 1⟩ は量子アフィン代数
Uqŝlnに同型である. これを vertical subalgebra という.

• 部分代数 Uh
q ŝln = ⟨Ei,0, Fi,0, K±

i,0 | 0 ⩽ i ⩽ n− 1⟩ は量子アフィン代数 Uqŝlnに
同型である. これを horizontal subalgebra という.

• vertical subalgebra とhorizontal subalgebraを入れ替えるEnの自己同型 θが存在
する [Mi]: θ(Uh

q ŝln) = U v
q ŝln, θ(U

v
q ŝln) = Uh

q ŝln.

En は次の Drinfeld 型余積に関して（位相的）ホップ代数の構造を持つ.

∆Ei(z) = Ei(z)⊗ 1 +K−
i (z)⊗ Ei(C1z) ,

∆Fi(z) = Fi(C2z)⊗K+
i (z) + 1⊗ Fi(z) ,

∆K+
i (z) = K+

i (C2z)⊗K+
i (z) ,

∆K−
i (z) = K−

i (z)⊗K−
i (C1z) ,

ただし C1 = C ⊗ 1, C2 = 1⊗ C. En の部分ホップ代数

Bn = ⟨Ei,k , Hi,−r , K±1
i , C±1, D±1 | i ∈ Z/nZ , k ∈ Z , r > 0⟩

をボレル部分代数と呼ぶことにする.



2.2. フォック表現

Enの非自明な表現のうち最も簡単なのはFock表現である [Sa]. n ⩾ 2について ᾱi, Λ̄i

(i = 1, . . . , n − 1)をそれぞれ slnの単純ルート, 基本ウエイト, ( , )を標準内積, Qを
ルート格子とする 3. Fock表現Fµ(u)はn個のbosonのFock空間

Fµ(u) = C[Hi,−r | r > 0, i ∈ Z/nZ]⊗
⊕

β∈Q+Λ̄µ

Ceβ (µ ∈ Z/nZ)

の上に頂点作用素を用いて実現される.

Ei(z) 7→ c∗iu
−δ

(n)
i,0 exp

(∑
r>0

q−r

[r]
Hi,−rz

r
)
exp

(
−
∑
r>0

1

[r]
Hi,rz

−r
)
⊗ eᾱizHi,0+1 ,

Fi(z) 7→ ciu
δ
(n)
i,0 exp

(
−
∑
r>0

1

[r]
Hi,−rz

r
)
exp

(∑
r>0

qr

[r]
Hi,rz

−r
)
⊗ e−ᾱiz−Hi,0+1 ,

K±
i (z) 7→ exp

(
±(q − q−1)

∑
r>0

Hi,±rz
∓r
)
⊗ q±Hi,0 ,

C 7→ q , D 7→ qd .

ここで zHi,0eβ = z(ᾱi,β)eβ, ci, c
∗
i は正規化定数, d はdegHi,−r = r, deg eβ = (β, β)/2−

(Λ̄µ, Λ̄µ)/2 で定まるFock空間の次数作用素をあらわす.

2.3. 転送行列

通常の量子アフィン代数と同様に En はボレル部分代数 Bn のDrinfeld double となっ
ており, 普遍 R 行列 R が存在する. そこで転送行列 Tµ(u;p) を, Fock空間上での重み
付きトレース

Tµ(u;p) = TrFµ(u),1

((
p̄d

n−1∏
i=1

p̄−Λ̄i
i

)
1
R12

)
D (µ ∈ Z/nZ)

で定義しよう.これは Uqŝl2 の場合で言えば C2 でトレースをとった L 行列にあたる.

p̄, p̄i はパラメタであるが, 以下の便宜上

p = (p, p1, . . . , pn−1), p = p̄C−1, pi = p̄iq
−ᾱi ,

と定める. スペクトルパラメタu−1での展開 (cNは正規化定数)

Tµ(u;p) =
∞∑

N=0

u−NcNGµ,N(p)

の各係数は具体的に計算可能である. 公式を述べるために dressed currents

Fi(z) = Fi(z) exp
(
−(q − q−1)

∑
r>0

Hi,r

1− pr
z−r

)
を導入しよう.

3正確には eᾱieᾱj = (−1)(ᾱi,ᾱj)eᾱjeᾱiとなる twisted root lattice を考える. [Sa]を参照



命題 2.1. [FJM]

Gµ,N(p) =

∫
· · ·
∫ n∏

i=1

N∏
a=1

dxi,a

2π
√
−1xi,a

↷∏
1⩽a⩽N

F1(x1,a) · · ·
↷∏

1⩽a⩽N

Fn(xn,a)

×
∏n

i=1

∏
a<b Θp(xi,b/xi,a, q2xi,b/xi,a)∏n−1

i=1

∏
a,bΘp(q

−1
3 xi+1,b/xi,a) ·

∏
a,b Θp(q1x1,b/xn,a)

×
n∏

i=1

N∏
a=1

xN−2a+1
i,a · ϑµ

( N∏
a=1

x1,a, . . . ,
N∏
a=1

xn,a;p
)
.

ここで Θp(z) = (z; p)∞(pz−1; p)∞(p; p)∞, (z; p)∞ =
∏

j⩾0(1− zpj),

ϑµ(z1, . . . , zn;p) =
∑

β∈Q̄+Λ̄µ

p(β,β)/2
n−1∏
s=1

p−(β,Λ̄s)
s

n∏
i=1

z
(β,ᾱi)
i .

積分路は |q1|, |q3| < 1の時は単位円 |xi,a| = 1, 一般にはそこからの解析接続とする.

さて gln 型代数 En の n を上付きの添え字で明示して書こう. G
(n)
µ,N(p) は En の

(opposite)Borel部分代数の完備化の元であり, 特に Fock空間 F
(n)
ν (v) に働くが, より

詳しく各 momentum eβ が一定のセクターに作用している. 各セクターは n 個のボ
ゾンの Fock空間であり, ベクトル空間としては E1 の Fock 空間の n個のテンソル積
F(1)(v1)⊗· · ·⊗F(1)(vn)と同一視することができる. したがってE1から作られたG

(1)
M (p)

もそこに作用する. 上記の積分表示を [FKSW]と比較することにより次の結論を得る.

命題 2.2. [FJM] （パラメータを適当に同一視すると）各セクター上の作用素として
G

(n)
µ,N(p) は [FKSW]の non-local IM, G

(1)
M (p) は local IM と一致する.

なお R を R−1
21 に置き換えることにより, dual non-local IM が構成される.

2.4. (glm, gln)双対性

local IM, non-local IM が転送行列の係数として実現されることがわかったので, それ
ぞれの間の可換性は自明となる. しかし local IM と non-local IM が可換であることは
それだけでは説明がつかず, 今のところ直接計算に頼るしかない. この可換性は, 量子
アフィン代数の場合に知られている双対性 [MTV]のトロイダル代数En, E1への拡張で
あると解釈できる. より一般に次の結果が成り立つ.

定理 2.3. [FJM2] 次のような加群 Fmn を構成することができる.

• Fmn はEm(q1, q2, q3)加群として Fs0(c0u0)⊗· · ·⊗Fsn−1(cn−1un−1)の形のFock表現
の直和である. 同時にEn(q̌1, q2, q̌3)加群 として Fs0(c

′
0ǔ0)⊗· · ·⊗Fsn−1(c

′
m−1ǔm−1)

の形のFock表現の直和である.

• U v
q ĝlm は level n, U v

q ĝln は level m で働く（下図参照),

• [U v
q ĝlm, U

v
q ĝln] = 0,

• パラメータ p, p̌, スペクトルパラメータ (u0, . . . , un−1), (ǔ0, . . . , ǔm−1)の間に関係

p̄ = q̌m1 , ¯̌p = qn1 , p̄i =
ǔi

ǔi−1

(1 ⩽ i ⩽ m− 1) , ¯̌pl =
ul

ul−1

(1 ⩽ l ⩽ n− 1)



があるとき, 互いの IMは可換である：

[G
(m)
µ,ℓ (p),G

(n)
ν,ℓ′(p

∨)] = 0.

Em(q1, q2, q3) En(q
∨
1 , q2, q

∨
3 )∪ ∪

U v
q ĝlm

level n
''
Fmn U v

q ĝln

level m
ww

non-local IM は ホップ代数 En の (dressed) screening カレントの多重積分で与えら
れるわけであるが, 現在の場合 local IM も別のホップ代数 E1 の non-local IM となっ
ている. これは A 型の特殊事情であると思われる. A 型以外の場合 W 代数の q変形が
[FR]で提案されているが local IM をどう定義すべきか講演者にはわからない.

3. Bethe 仮設
この節ではgl1型量子トロイダル代数のFock表現のテンソル積

W = F(v1)⊗ · · · ⊗ F(vM)

において local IMの固有値を調べよう. スペクトルパラメタ viはgenericとする.

なお楕円パラメタ p が 0 の場合, local IM は, M = 1 のときMacdonald作用素の自
由場表示に他ならない. M > 1 の場合については [AFHKSY],[Oh]などの研究がある.

3.1. TQ 関係式

現在の場合通常の代数的Bethe仮設法を適用することは難しいので, Baxter の Q 作用
素の方法を用いる. [BLZ]はUqŝl2の場合に Q 作用素がボレル部分代数の表現に対する
転送行列であることを示した. その後この方法は一般の量子アフィン代数に拡張され
た [HJ, FH]. ここで用いるのはそのトロイダル代数版であり, 次のような加群の構成が
鍵になる.

定理 3.1. [FJMM] Borel部分代数 Bの表現M(u), N(u)が存在し,表現のGrothendieck

環において等式

[N(u)][M(u)] =
3∏

i=1

[M(q−1
i u)] +

( 3∏
i=1

[M(qiu)]
)
{−1}

が成り立つ. ここでV {−1} は [V ] の次数シフト (最高ウエイトの次数を1とする)を表
す.

表現 M(u), N(u)に対応する転送行列をそれぞれ

T(u; p) = TrN(u),1

((
p̄d
)
1
R12

)
D , Q(u; p) = TrM(u),1

((
p̄d
)
1
R12

)
D ,



とする. これらは互いに可換であって, 定理からただちに次のTQ関係式が得られる.

T(u; p)Q(u; p) =
3∏

i=1

Q(q−1
i u; p) + p

3∏
i=1

Q(qiu; p) , p = p̄C−1 .

よく知られたUqŝl2のTQ関係式

T (u)Q(u) = Q(q−2u) +Q(q2u)

と比べると, 関係式が非線形であること, また左辺のT(u; p)は (IMの母関数である本来
の)転送行列T(u; p)と異なること, に注意していただきたい.

3.2. IMのスペクトル

表現 M(u) の著しい性質の一つとして, 無限次元であるにもかかわらず生成元 K±(z)

の固有値がただ一つ（すなわちK±(z)からスカラー作用素を引いたものがべき零）と
なることがある. このべき零性の反映として次の正則性が成り立つ.

補題 3.2. スカラー関数 f(u), g(u) が存在してf(u)Q(u; p), g(u)T(u; p) はWの各ベク
トル上でuについて多項式である.

正則性とTQ関係式からBethe方程式が導かれる.

定理 3.3. [FJMM, FJM] 転送行列 T(u; p) の次数 N の固有ベクトル w ∈ W に対し,

u−1 のN次多項式Q(u; p) =
∏N

i=1(1− ti/u) が存在して以下が成り立つ.

(1) Q(u; p) の根 {ti} はBethe方程式を満たす：

p
M∏
j=1

ti − vj

ti − q−1
2 vj

N∏
j=1

(q1ti − tj)(q2ti − tj)(q3ti − tj)

(q−1
1 ti − tj)(q

−1
2 ti − tj)(q

−1
3 ti − tj)

= −1, i = 1, . . . , N . (3.1)

(2) 転送行列 T(u; p) の対応する固有値をT (u; p)であらわすと

T (u; p) = φ(u)
Q(q−1

2 u; p)

Q(u; p)

∑
λ∈P

∏
(a,b)∈λ

a(qa3q
b
1q2u; p) .

ただし

a(u; p) = p
M∏
j=1

1− vj/u

1− q−1
2 vj/u

3∏
s=1

Q(qsu; p)

Q(q−1
s u; p)

, p = p̄q−M ,

φ(u) =
M∏
j=1

exp
(∑

r>0

1

r

1− q−r
2

(1− qr1)(1− qr3)

(vj
u

)r)
であり, λ はすべての分割を, (a, b) は分割 λ のノードをわたる.

T (u; p)をu−1で展開することにより, local IM GN(p) の固有値 GN(p) はBethe根の
対称式で表される.

G1(p) = C1w1 , G2(p) = C2w2 +
1

2!
C1,1w

2
1 ,

G3(p) = C3w3 + C2,1w2w1 +
1

3!
C1,1,1w

3
1 , · · ·



ここで

wr =
N∑
j=1

trj −
qr3q

r
1

(1− qr3)(1− qr1)

n∑
k=1

vrk ,

係数Cℓはp, qiのみの関数である (たとえばC1 = (pq1q3; p)∞/(p; p)∞).

なお gln の場合に TQ 関係式がどうなるべきかは代数 En の定義関係式から容易に
想像がつく.

予想 Enについてはn個のTi(u), Qi(u) (i = 0, . . . , n− 1)が定義されて次を満たす

Ti(u)Qi(u) = ai(u)Qi−1(q
−1
1 u)Qi(q

−1
2 u)Qi+1(q

−1
3 u)

+ pidi(u)Qi−1(q3u)Qi(q2u)Qi+1(q1u) , i = 0, 1, . . . , n− 1.

(正規化の係数ai(u), di(u)は考えている系から定まる. )

時間が許せばこの式とODE/IM対応との関係についても触れたい.

3.3. 終わりに

量子トロイダル代数はゲージ理論との関わりが起動力となって近年活発に研究されて
いる. 可積分系の立場からは, 運動の保存量は量子トロイダル代数を対称性とする一つ
の具体例として興味深い. しかしエンドユーザの立場から見ると, 量子アフィン代数の
場合にくらべ, 量子トロイダル代数はまだまだ未開発で使える道具が少ないと感じられ
る. A型以外の場合も含めてこの方面の研究がさらに進むことを期待したい.

本講演は [FJMM, FJM, FJM2]の内容に基づいている. この場を借りて共同研究を
していただいたBoris Feigin, Evgeny Mukhin, 三輪哲二の諸氏に感謝します.
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