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概 要

非自明な物理境界を持つ領域を流れる高Reynolds数流体の研究において，境
界層は重要なテーマの一つである．その中でもPrandtlの境界層理論は最も
古典的かつ基本的な位置を占めるが，その数学的な正当化については未解決
な問題も多く，現在も活発に研究が行われている．本講演ではシアー型境界
層の安定性・不安定性を中心に，Navier-Stokes方程式におけるPrandtl境界
層展開の数学解析について概観したい．

1. 序
水などの非圧縮性粘性流体の運動は非線形偏微分方程式であるNavier-Stokes方程式に
より記述され，理学・工学の各分野から盛んに研究されている．Navier-Stokes方程式
は粘性係数をはじめとして一般に種々の物理パラメータを含んでいるため，解挙動が
こうしたパラメータに対してどのように依存するかという問題は応用・理論の両面か
ら基本的かつ重要な問題である．流体の動粘性係数をν, 代表的な長さのスケールをL,

速度のスケールをUとしたとき，無次元パラメータであるReynolds数Re = LU
ν
が定

義される．Reynolds 数は流体力学において最も基本的な無次元量であり，流体運動の
複雑さや規模の指標を与えるものである．水などの身近な流体の動粘性係数は小さい
場合が多く 1，そのため高Reynolds 数の流体を解析することは現実の流体運動を理解
する上で極めて重要である．この問題は，数学的にはNavier-Stokes 方程式の粘性零極
限あるいはReynolds 数無限大の極限における解の漸近挙動の問題として定式化するこ
とができる．このような極限は，Navier-Stokes方程式の最高階微分の項を形式的に消
すことになり，偏微分方程式における特異極限問題の典型である．流体領域が全空間
の場合など，非自明な境界が無い場合は，初期値等の付与データが十分な滑らかさを
有していれば非粘性極限を（少なくとも時間局所的に）論じることは難しくない．し
かしながら，固定壁などの非自明な境界がある場合には非粘性極限において一般に境
界層が生じ，境界層に潜在する高周波不安定性により，その数学解析には多くの困難
が伴う．1904年に L. Prandtl [33]によって境界層方程式（Prandtl方程式）が導出さ
れ，Prandtl方程式の可解性については 1960年代にO. A. Oleinik [27, 28, 29, 30]らに
よる基礎理論が構築されていたが，Prandtl境界層展開 2について数学的に厳密な結果
が得られるようになってきたのは比較的最近になってからである．特に2000年前後か
らPrandtl境界層展開の数学理論は大きく発展してきた．本稿では，Navier-Stokes方
程式の非粘性極限問題について紹介し（第2節），近年特に数学理論が進展したシアー
型境界層の安定性・不安定性について述べる（第3節）．

本研究は科研費 (課題番号:16H06339, 16H03947, 17H02853, 17K05320)の助成を受けたものである。
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1 20℃の水の場合，およそ 1.0× 10−6 m2/s.
2Prandtl方程式の可解性とPrandtl境界層展開の可解性は, 関連しているが区別すべきものである.
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2. 2次元半空間Navier-Stokes方程式の非粘性極限問題
本節では，Navier-Stokes方程式の非粘性極限問題についてその概略を述べる．簡単の
ため流体領域は 2次元半空間とする．より一般の領域や 3次元の場合でも問題の定式
化ができるが，粘着境界条件下での数学的な結果はまだ限られている．いずれにせよ，
最も単純化された 2次元半空間の枠組みをまず考察することが重要である．非圧縮性
粘性流体に対するNavier-Stokes方程式は以下で与えられる．

∂tu
ν + uν · ∇uν − ν∆uν +∇qν = gν , t > 0 , (x, y) ∈ Ω ,

div uν = 0 , t ≥ 0 , (x, y) ∈ Ω ,

uν |∂Ω = 0 , t > 0 ,

uν |t=0 = uν0 , (x, y) ∈ Ω .

(NSν)

ここで，流体領域 Ωは Ω = R × R+ (但し R+ = {y ∈ R | y > 0}), あるいは接
方向変数 xには周期境界条件を課して Ω = T × R+, T = R/2πZとする．未知関数
は流体の速度場 uν = (uν1(x, y, t), u

ν
2(x, y, t))及び圧力場 qν = qν(x, y, t)であり，gν =

(gν1 (x, y, t), g
ν
2 (x, y, t))は外力，u

ν
0 = (uν0,1(x, y), u

ν
0,2(x, y))は初期速度場である．微分記号

はそれぞれ∂t =
∂
∂t
, ∂x = ∂

∂x
, ∂y =

∂
∂y
, ∇ = (∂x, ∂y), ∆ = ∂2x + ∂2y , div u

ν = ∂xu
ν
1 + ∂yu

ν
2

であり，また，uν · ∇ = uν1∂x + uν2∂y である．正定数 ν は流体の動粘性係数を表し，
div uν = 0は流体の非圧縮性を意味する. 境界 ∂Ω (つまり y = 0)での境界条件は古典
的な粘着境界条件であり，流体が固体壁上では流れないことを意味する.

ここで，よく使われる関数空間について先に定義しておく．

L2
σ(Ω) = {f ∈ L2(Ω)2 | div f = 0 in Ω , f2|y=0 = 0} .

ただし，div f = 0や f2|y=0 = 0はそれぞれ超関数及び generalized traceの意味で定義
されている．Wm,p(Ω) (m ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞) や Hs(Ω) (s ≥ 0) は通常の Sobolev空
間を表し，特にW 1,2

0 (Ω) = {f ∈ W 1,2(Ω) | f |y=0 = 0}とおく．また，直交射影作用素
P : L2(Ω)2 → L2

σ(Ω)をHelmholtz射影作用素という．

各正定数 νに対して，2次元Navier-Stokes方程式 (NSν)には，例えばL2ノルムが有
限な初期値uν0と十分良いクラスの外力gνに対して，時間大域的かつ一意的に解が存在
することが知られている．さらに，例えば gν = 0の場合，放物型方程式の平滑化効果
により解は正の時刻で無限回微分可能となる．非粘性極限問題とは「ν → 0における
uνの挙動を記述せよ」という問題である．そこで方程式 (NSν)において形式的にν = 0

とすると次のEuler方程式を得る．
∂tu

0 + u0 · ∇u0 +∇q0 = g0 , t > 0 , (x, y) ∈ Ω ,

div u0 = 0 , t ≥ 0 , (x, y) ∈ Ω ,

u02|∂Ω = 0 , t ≥ 0 ,

u0|t=0 = u00 , (x, y) ∈ Ω .

(E)

ここで，Euler方程式の境界条件はもはや粘着境界条件ではなく，境界での流体の流
出入が無いことを意味するnon-penetration conditionとなることに注意する．実際，粘
着境界条件はEuler方程式に対しては過剰な条件となり適切でない．Euler方程式 (E)も



また，十分良いクラスの初期値u0と外力g0に対して時間大域的に一意可解であること
が知られている．例えばg0 = 0でu0がC1級のクラスに埋め込まれるようなSobolev空
間に属していればよい（この点については本稿の主眼ではないので詳細は割愛する 3）．
Navier-Stokes方程式 (NSν)もEuler方程式 (E)も十分高いSobolevクラスの正則性をも
つ付与データに対して一意的に可解であるので，uνがν → 0の極限でu0に何らかの意
味で収束すると期待したい．しかしながら，この問題は (NSν)の最高階項ν∆uνの零極
限を考える特異極限問題であるので，解がν → 0でつながる保証はない．特に，(NSν)

の粘着境界条件と (E)の境界条件の不一致を反映した境界層の出現とその潜在的な不
安定性により，数学解析には一般に大きな困難を伴う．以下，非粘性極限の問題設定
についてもう少し正確に述べる．なお，外力 gνと g0，初期値uν0とu00等の付与データ
は古典解の存在を保証する程度に十分滑らかで解のL2ノルムが有限となる程度には空
間減衰しているものとする．
非粘性極限問題では，どのような位相でuνからu0への収束を議論するのかで技術的
な取り扱いが変わり，既存の多くの研究もこの観点から次の二つに分けられる：

(i) L2収束性 (ii) L∞収束性（もしくはそれに準ずる位相での収束性）．

問題 (i)は次のように述べられる：νに依存しないある正数T > 0が存在して，

lim
ν→0

sup
0<t<T

∥uν(t)− u0(t)∥L2(Ω) = 0 (2.1)

が成り立つか．この問題はNavier-Stokes方程式およびEuler方程式の古典解が満たす
エネルギー等式

∥uν(t)∥2L2(Ω) + 2ν

∫ t

0

∥∇uν(s)∥2L2(Ω) ds = ∥uν0∥2L2(Ω) + 2

∫ t

0

∫
Ω

gν · uν dx ds , (2.2)

∥u0(t)∥2L2(Ω) = ∥u00∥2L2(Ω) + 2

∫ t

0

∫
Ω

g0 · u0 dx ds , (2.3)

を考慮しても自然な問題設定である．勿論，(2.1)を考察する際は，外力gνや初期値uν0
が十分強い位相で g0, u00に収束することを予め仮定しておく．
一方，問題 (ii)は (i)の (2.1)での L2位相を単に L∞(Ω)にするわけではない．実際，
(NSν)の境界条件と (E)の境界条件の不一致により，uν1が u01にL∞ノルムで収束する
ことは一般に成り立たない．つまり，L∞位相での収束の議論では (NSν)と (E)の境界
条件の不一致を反映した流れの構造（境界層）を理解する必要があり，原理的に (i)よ
りも高次の漸近展開を議論することになる．境界近傍において粘性の影響が真に残り
続ける境界層の概念はL. Prandtl [33]によって明確に提示され 4，境界層を記述する方
程式（Prandtl方程式）が形式的に導出された．その概略は，境界層の厚さを δとする
と境界層の構造を持つ流れに対しては ∂yが δ−1の増大度を与えると見積もられ，非圧
縮性条件から境界層領域で uν2 ∼ O(δ), さらに (NSν)の第 1式から δ =

√
νが形式的に

得られる．そこで解uνが境界近傍で(
UP
1 (x,

y√
ν
, t),

√
νUP

2 (x,
y√
ν
, t)
)

3Navier-Stokes方程式やEuler方程式の数学解析に関する入門書（和書）については [11, 26, 39]など
がある. なお, 流体力学の境界層の専門書としては洋書 [37]が有名である.

4正確には，L. Prandtlが [33]で考察したのは定常問題である.



という形で近似されるとして (NSν)に代入し，形式的にν → 0とすれば，次のPrandtl

方程式が得られる：
∂tU

P
1 + UP

1 ∂xU
P
1 + UP

2 ∂YU
P
1 − ∂2YU

P
1 = −∂xq0 +GP

1 , t > 0 , (x, Y ) ∈ Ω ,

∂xU
P
1 + ∂YU

P
2 = 0 , t ≥ 0 , (x, Y ) ∈ Ω ,

UP |∂Ω = 0 , lim
Y→∞

UP
1 = u01|∂Ω , t ≥ 0 ,

UP
1 |t=0 = UP

0,1 , (x, Y ) ∈ Ω .

(P)

ここで変数Y は境界層スケールの変数であり，もとの変数yとはY = y√
ν
と対応し，GP

1

は外力に対応する．Prandtl方程式 (P)においてまず特筆すべきは，未知関数が本質的
にUP

1 というスカラー関数のみになることである．実際，未知関数UP
2 は非圧縮性条件

と境界条件によりUP
2 = −

∫ Y

0
∂xU

P
1 dZで与えられる．また，q0はEuler流の圧力場で

あるので，Prandtl方程式においては圧力場は未知関数ではない．Y → ∞での条件は
接合条件であり，境界層UP

1 がNavier-Stokes方程式での粘着境界条件とEuler方程式
の解の接方向成分 u01の境界トレースとをつなぐことを要請する．Prandtl方程式の解
UPとEuler方程式の解u0を用いてUBLを

UBL
1 (x, Y, t) = UP

1 (x, Y, t)− u01(x, 0, t) , UBL
2 (x, Y, t) = UP

2 (x, Y, t)− Y ∂yu
0
2(x, 0, t)

とおく．問題 (ii)は以下のように述べられる：νに依存しない正数T > 0が存在して，
時間区間 [0, T ]において

uν(x, y, t) = u0(x, y, t) +
(
UBL
1 (x, Y, t),

√
νUBL

2 (x, Y, t)
)
+ O(νk) in L∞ (2.4)

という漸近展開が, あるk > 0に対して成り立つか．つまり，Navier-Stokes方程式の解
を”Euler方程式の解+Prandtl方程式の解”という形で近似できるかという問題である．
この漸近展開をPrandtl境界層展開という．
ここで，本稿の主題である問題(ii)について，既存の結果を述べたい．Navier-Stokes

方程式の解に対して (2.4)を数学的に正当化するためには，

Step 1. Euler方程式 (E)を解く (outer flowの主要部の構成)

Step 2. Prandtl方程式 (P)を解く (境界層の主要部の構成)

Step 3. Remainder項の評価 (境界層の安定性)

の三つのステップが必要である．先に述べたように，初期値等の付与データがSobolev

クラスの十分な正則性を持っていれば，Step 1については問題なく遂行できる．しか
しながら，Step 2とStep 3については対象となる方程式それぞれに微分損失構造（高
周波不安定性）が現れ，Sobolevクラスの枠組みで解くことが難しくなる．

まずStep 2については, 大まかに言うと，u01|y=0 > 0及び初期値が単調性条件

∂YU
P
0,1 > 0 , (x, y) ∈ Ω (2.5)

を満たせば 5十分高いSobolevクラスにおけるPrandtl方程式 (P)の時間局所解の一意存
在が成り立つ．これについては，Crocco変換を用いた古典的な結果が文献O. A. Oleinik

5実際には整合条件をはじめ，より細かな仮定がつく.



and V. N. Samokhin [30]で詳しく論じられている．近年, Crocco変換を用いない，より
直接的なエネルギー法に基づく証明法がR. Alexandre, Y.-G. Wang, C.-J. Xu, and T.

Yang [1]やN. Masmoudi and T. Wong [24]によって与えられている．単調性条件 (2.5)

が成り立たない場合，SobolevクラスでPrandtl方程式を解くことは期待できない．こ
れについて，D. Gérard-Varet and E. Dormy [7]によるシアー型境界層の線形不安定性
に関する次の結果が知られている．まず，u01|y=0は正定数UE及び−∂xq0 = 0 , g0 = 0

とし，初期値がUP
0,1(x, Y ) = U(Y ) + uP0,1(x, Y )という形であるとする．uP0,1 = 0のとき

は (P)は線形熱方程式
∂tUs − ∂2YUs = GP

1 , t > 0 , Y > 0 ,

Us|Y=0 = 0 , lim
Y→∞

Us = UE , t ≥ 0 ,

Us|t=0 = U , Y > 0 ,

(2.6)

に帰着し，初期値Uに対する整合条件や外力GP
1 の条件のもとで容易に解くことがで

きる．この (Us(Y, t), 0)という単純な形の境界層（もしくは単に初期値 (U(Y ), 0)）をシ
アー型境界層という．uP0,1 ̸= 0がUに比べて十分小さいと見なせるとき，シアー型境界
層 (Us, 0)の近傍で (P)を解くことを試みるのは自然なアイデアである．そこで次の線
形化方程式

∂tu
P
1 + Us∂xu

P
1 + uP2 ∂YUs − ∂2Y u

P
1 = 0 , t > 0 , (x, Y ) ∈ Ω ,

∂xu
P
1 + ∂Y u

P
2 = 0 , t ≥ 0 , (x, Y ) ∈ Ω ,

uP |∂Ω = 0 , lim
Y→∞

uP1 = 0 , t ≥ 0 ,

uP1 |t=0 = uP0,1 , (x, Y ) ∈ Ω .

(2.7)

を考える．Usの初期値Uが (適当な正則性や整合条件，Uの微分の空間減衰等の他に)

あるY0 > 0において

∂YU(Y0) = 0 , ∂2YU(Y0) ̸= 0 (2.8)

を満たすとする．このとき，∂YUsは時間局所的に (2.5)を満たさない．(2.7)の係数はx

変数に依存しないことに注意して，xについてFourier級数展開 (もしくはFourier変換)

すると，各周波数nを固定するごとに (2.7)は独立変数が (Y, t)の摂動線形熱方程式と見
なせる．これに付随する発展作用素Tn(t, s)をL2(R+)上で構成すること自体は容易で

ある．[7]では十分大きな |n|に対してTn(t, s)のL2(R+)での作用素ノルムが ec|n|
1
2 (t−s)

（c > 0はある定数）の形で増大することが本質的に示されている．この微分損失は (2.7)

を x変数について Sobolevクラスの枠組みで解くことができないことを意味する．な
お，上記のような微分損失に対して少なくとも時間局所的に耐えうる初期値のクラス

はGevreyクラス2に相当することに注意する．ここで，ec|n|
1
γ (t−s)のオーダーの微分損

失と適合するのはGevreyクラスγであり，Gevreyクラス1は解析的な正則性をもつ関
数のクラスである．
初期値が単調性条件 (2.5)を満たさない場合の (P)の時間局所的な一意可解性につい
ては，K. Asano [2]によるアイデアの後，M. Sammartino and R. E. Caflisch [35]によっ
て解析的な正則性を持つ初期値に対して示された．その後，解析的な正則性の仮定は



x変数のみについてでよいことがM. C. Lombardo, M. Cannone, and M. Sammartino

[18]等で示された．渦渡場の非退化性条件のもと, D. Gérard-Varet and N. Masmoudi

[10]はx変数に関するGevreyクラス 7
4
での局所可解性を示し，この結果はD. Chen, Y.

Wang, and Z. Zhang [3]及びW.-X. Li and T. Yang [17]によりGevreyクラス 2まで拡
張された．さらに最近，H. Dietert and D. Gérard-Varet [5]により，x変数についての
Gevreyクラス2における時間局所可解性は (2.8)のような構造条件なしに一般的な仮定
の下で成り立つことが示された．[5]は，上記の具体的な線形化方程式で観察される微
分損失オーダーの観点から，optimalな結果を与えている．この他，Prandtl方程式の
解の有限時間爆発に関する結果もいくつか知られている 6．

Prandtl方程式を解くことで境界層の主要部（と期待される流れ）が構成されたとし
て，実際に”Euler方程式の解+Prandtl方程式の解+remainder”の形でNavier-Stokes方
程式の解を構成できるか，というのがStep 3であり，これは本質的に境界層の安定性
の問題となる．Step 3までこめてPrandtl境界層展開 (2.4)を（時間局所的に）正当化
する試みは，解析的な正則性をもつクラスにおいてK. Asano [2]によりその枠組みが
提示され，M. Sammartino and R. E. Caflisch [35]により (2.4)がk = 1

2
として達成され

た．文献 [35]はPrandtl境界層展開を非自明な枠組みで厳密に正当化した最初の結果で
ある．初期時刻において境界付近では outer flowが irrotationalな流れであるとし，そ
の後の境界層の生成を考えるという枠組みは物理的にも自然であるが，この枠組みで
のPrandtl境界層展開は以下のようにY. M. [20]で与えられた．

定理 2.1 ([20]). 初期速度場uν0はνに依存しない（つまり，uν0 = u00 =: u0）とし，初期渦
渡場 rotω0 = ∂xu0,2−∂yu0,1 ∈ W 4,1(R2

+)∩W 4,2(R2
+)がd0 := dist (supp rotu0, ∂R2

+) > 0

を満たすとする．このとき，(NSν)の解 uνに対して (2.4)がある時間区間 [0, T ]で k =
1
2
として成り立つ．また，T は T ≥ Cmin{d0, 1}のように評価される．ここで C は

∥rotu0∥W 4,1∩W 4,2のみに依存する定数．

定理 2.1において，初期値はR2
+全体ではSobolevクラスの正則性しか仮定されてい

ないことに注意する．また，[35]ではその解析性の仮定によりC∞
0,σ(Ω)など典型的なテ

スト関数のクラスの初期値を扱うことはできないが，定理2.1の枠組みには入る．定理
2.1の証明のポイントは，まず，Euler方程式の解の渦渡場 rotu0については有限伝搬性
により時間局所的にdist(supp rotu0, ∂R2

+) ≥ d0
2
が成り立つことである．これによって，

(NSν)の解uνが境界付近ではx変数について (収束半径が νに一様な)解析性をもつこ
とになり，微分損失を伴う境界層の高周波不安定性が時間局所的にはコントロールでき
る．さらに，outer flowの渦渡場と境界層領域の渦渡場の直接的な相互作用はO(e−

c
ν )

のように指数的に小さいと見積もることができ，両者の相互作用の leading partは境界
条件を通した間接的なものとなる 7．これらを正当化するため，[20]では [19]で考察さ
れた渦渡方程式による問題の定式化を本質的に用いている．なお，[20]の3次元半空間
に対応する結果が M. Fei, T. Tao, and Z. Zhang [6]で得られている．
定理2.1でも境界付近では初期値や解は解析的な正則性をもつことになる．境界付近
でのこのような強い正則性の仮定を真に弱めることができるか否かは重要な問題であ

6ここ数年のPrandtl方程式の数学理論の発展は目覚ましい. 上記文献の referenceや [21]を参照された
い.

7Sobolevクラスの outer flowの渦渡場が境界層の渦渡場と直接的に相互作用する状況になると境界層
の不安定性を制御するのは困難である. 定理 2.1は [31, 25]などの outer flowの局所渦と固体壁との相
互作用に関する数値計算や実験に着想を得ている.



る．特に，Prandtl方程式は単調性条件 (2.5)の下では適当な Sobolevクラス，(2.5)が
仮定されない状況でもx変数についてGevreyクラス 2で時間局所可解性が成り立つの
で，このような，「Prandtl方程式 (P)が解ける枠組みではPrandtl境界層展開 (2.4)も
正当化できるか」と問うことは自然である．しかしながら，高周波における不安定性
（微分損失）が最も強く現れるのは, 実はこの Step 3であることがわかっている．実
際，境界層が単調性条件 (2.5)を満たす（したがってPrandtl方程式についてはSobolev

クラスでの可解性が成り立つ）場合でも，Step 3においてxに関するGevreyクラス1

に相当する微分損失が生じ，Prandtl境界層展開がSobolevクラスでは成り立たない場
合があることがE. Grenier [12]によって指摘された. [12]ではシアー型境界層 (U(Y ), 0)

の近傍で議論が展開されている．Step 3におけるこのような高周波不安定性の研究に
ついて，シアー型境界層周りにおけるPrandtl境界層展開の問題として次節でより詳し
く述べることにする．

本稿の主眼は問題 (ii), 特に次節で述べる枠組みでの Prandtl境界層展開であるが，
その前に問題 (i)のL2収束性の問題について再度触れておきたい．なお，問題 (ii)は
uνの高次展開を要請するため，実質的には問題 (i)の方が問題 (ii)よりも弱い主張であ
ることに注意する．問題 (i)においては，T. Kato [16]による以下の criterionが基本的
である．既に述べたように，各初期値uν0とu00は十分滑らかでかつ十分速く空間減衰し
ているものとする．また，簡単のため外力 gνと g0は0とする．

定理 2.2 ([16]). gν = g0 = 0及び lim
ν→0

uν0 = u00 in L2(Ω)とする．このとき，あるT > 0

に対して (2.1)が成り立つことと次は同値：任意の正定数 cを固定したとき，

lim
ν→0

ν

∫ T

0

∥∇uν(t)∥2L2(Γcν)
dt = 0 (2.9)

が成り立つ．ただし，Γcν = {(x, y) ∈ Ω | 0 < y < cν}.

この criterionの重要なところは，∇uνのΩ全体でのL2ノルムではなく，境界のごく
近傍の領域ΓcνでのL2ノルムによってL2収束性の成立・不成立が論じられるというこ
とである．このΓcνの幅O(ν)というオーダーは上で述べた古典的なPrandtlの境界層
のオーダーO(

√
ν)よりもはるかに小さい．一見するとエネルギー等式 (2.2)を鑑みて

(2.9)が成立するのではないかと思われるかもしれない．しかし，T > 0が十分小さい
としても，一般に (2.9)が成り立つかは今なお未解決である．著者が知る限り，はるか
に強い主張であるはずの, 問題(ii)が解ける（つまり, Prandtl境界層展開を正当化でき
る）状況以外に，Kato criterion (2.9)（したがって (2.1)）の成立が示された例はまだ
無い 8．多くの研究者は，少なくともT が十分小さくない場合は条件 (2.9)が一般には
成り立たないと予想している．R. Nguyen van yen, M. Farge, and K. Schneider [25]の
数値計算はこうした予想を支持している．

8粘着境界条件とは別の境界条件を採用すればこの限りではない. なお，流体領域と付与データがよい
対称性を持つ場合には, 粘着境界条件の下でも S. Matsui [23]をはじめ肯定的な結果が多く知られて
いる.



3. シアー型境界層周りにおけるPrandtl境界層展開
本節ではシアー型境界層周りにおけるPrandtl境界層展開について述べる．流体領域Ω

はΩ = T× R+とする．Navier-Stokes方程式 (NSν)の初期速度場が

uν0(x, y) =
(
UE(y), 0

)
+
(
U(

y√
ν
)− UE(0), 0

)
+ vν0 (x, y) , x ∈ T , y > 0

という形で与えられているとしよう．ここで，どのようなUEを選んでも，
(
UE(y), 0

)
は

Euler方程式 (E)で g0 = 0のときの定常解となることに注意する．上式右辺第2項に現
れる

(
U( y√

ν
), 0
)
は初期時刻におけるシアー型境界層であり，整合条件U(0) = 0および

lim
Y→∞

U(Y ) = UE(0)を満たすとする．vν0 = (vν0,1(x, y), v
ν
0,2(x, y))は初期摂動であり，何

らかの位相でνに関して十分小さい（あるm > 0が存在して∥vν0∥X(Ω) ≤ νm, 但しX(Ω)

は適当なBanach空間）とする．つまり，シアー型の定常Euler流とシアー型境界層が
漸近展開の主要部となるようなNavier-Stokes方程式の解を構成しようということであ
る．最も単純な場合は初期摂動 vν0 や外力 gν もシアー型 (vν0,1(y), 0), g

ν = (gν1 (y, t), 0)

のときであり，この場合は uν もシアー型 (uν1(y, t), 0)として 1次元半空間における線
形熱方程式を解くことに帰着されるので，SobolevクラスでPrandtl境界層展開を正当
化するのに困難は生じない．では初期摂動 vν0 がシアー型でない一般の場合はどうで
あろうか．vν0 = 0のときの (NSν)のシアー型の解を (Uν

1 (y, t), 0)としたとき，v
ν
0 ̸= 0

のときの解uνを (Uν
1 (y, t), 0)の近傍で構成しようとすることは自然である．そこでuν

をuν(x, y, , t) = (Uν
1 (y, t), 0) + vν(x, y, t)で求めようとすれば，vνの方程式は次の摂動

Navier-Stokes方程式となる．
∂tv

ν + U ν
1 ∂xv

ν + vν2∂yU
ν
1 e1 − ν∆vν +∇pν = −vν · ∇vν , t > 0 , (x, y) ∈ Ω ,

div vν = 0 , t ≥ 0 , (x, y) ∈ Ω ,

vν |∂Ω = 0 , t > 0 ,

vν |t=0 = vν0 , (x, y) ∈ Ω .

(3.1)

但し，e1 = (1, 0)．ここで，境界層の安定性のエッセンスをとらえるために，人為的で
はあるが (NSν)の外力 gνを予め

(
− ν∂2y(U

E(y) + U( y√
ν
)), 0

)
ととっておくことにする．

このときUν
1 は

Uν
1 (y, t) = UE(y) + U(

y√
ν
)− UE(0) (3.2)

となり，(3.1)の線形化作用素の係数が時間に依存しないので解析が行いやすくなる．
なお，境界層の安定性といっても，ここでの目的はvνの時間局所的な評価を得ること
であり，Uν

1 を定常にすることで問題の本質が失われるわけではない．
方程式 (3.1)の解析は前節の三つのステップのうちStep 3のみに焦点を当てたもの
といえる．シアー型境界層 (U(Y ), 0)の安定性問題として，以下のような問題を考える．

(問題P) 初期摂動 vν0があるBanach空間X(Ω)（例えばSobolev空間Hs(Ω)）で, あ
るm > 0に対して∥vν0∥X(Ω) ≤ νmを満たすならば，νに依らない正定数T , k, Cが存在
して, (3.1)の解 vνに対して sup

0<t<T
∥vν(t)∥L∞(Ω) ≤ Cνkが成り立つか．



これは「シアー型境界層 (U(Y ), 0)周りにおいて，どのようなクラスの初期摂動に対
してPrandtl境界層展開 (2.4)を正当化できるか」という問題に他ならない．初期摂動
の空間X(Ω)の設定は本質的である．空間X(Ω)をSobolev空間Hs(Ω)としたときの不
安定性について，E. Grenier [12]は以下を示した．

定理 3.1 ([12]). UEは正定数とし，シアー型境界層 (U(Y ), 0)がEuler方程式の定常解
として線形不安定とする．このとき，X(Ω) = Hs(Ω)ならば, 正数sとmをどのように
大きくとっても，問題Pでk > 1

4
とした結果は成り立たない．

M. Sammartino and R. E. Caflisch [35]により，X(Ω)として解析的な正則性を持つ
適当なクラスを取ると, 問題Pはm ≥ 1

2
のとき少なくとも k = 1

2
として成り立つこと

に注意する 9．定理 3.1は最近E. Grenier and T. Nguyen [13]によりさらに改良され，
X(Ω) = Hs(Ω)の枠組みではどのように sとmを大きくとっても問題Pで k > 0とは
できないと結論づけている 10．シアー型境界層 (U(Y ), 0)は常にEuler方程式の定常解
であることに注意する．Euler方程式の定常解として線形不安定となるUの存在は知ら
れている (P. G. Drazin and W. H. Reid [4], M. Paddick [32]等). E. Grenier [12]の議
論の鍵は，(U(Y ), 0)周りでEuler方程式を線形化したときに（仮定により）得られる
不安定固有値の固有関数 (の νm倍)を vν0とすることで, (3.1)の解 vνに対し，時間区間

[0, Tν ], Tν = ν
1
2 log ν−1

C1
(m − 1

4
), において ∥vν(t)∥L2(Ω) ≥ CνmeC1ν

− 1
2 tなる評価を確立す

ることにある．この下からの評価は，次の摂動 Stokes方程式 (Navier-Stokes方程式の
(U, 0)周りでの線形化方程式)

∂tv
ν + Uν

1 ∂xv
ν + vν2∂yU

ν
1 e1 − ν∆vν +∇pν = 0 , t > 0 , (x, y) ∈ Ω ,

div vν = 0 , t ≥ 0 , (x, y) ∈ Ω ,

vν |∂Ω = 0 , t > 0 ,

vν |t=0 = vν0 , (x, y) ∈ Ω .

(3.3)

を考えた際，xに関する周波数nが |n| ∼ O(ν−
1
2 )となる高周波領域において，vνのn

Fourier modeがO(ec|n|t)のように増大することと関係する [13]．このような高周波不
安定性は，たとえPrandtl方程式が Sobolevクラスで可解であったとしても，Prandtl

境界層展開 (2.4)を正当化するためには，付与データに対して境界付近における解析的
な正則性が一般に要求されることを示唆している．
さて，(3.3)の解に対してよい評価を得ることがなぜ難しいか，簡単なエネルギー計
算をすると垣間見ることができる．まず，(3.3)の輸送項Uν

1 ∂xv
νはL2(Ω)2において歪

対称であり，⟨Uν
1 ∂xv

ν , vν⟩L2(Ω)2 = 0が成り立つので，部分積分により等式

d

dt
∥vν(t)∥2L2(Ω) + 2ν ∥∇vν(t)∥2L2(Ω) = −2⟨vν2∂yUν , vν1⟩L2(Ω) (3.4)

を得る．ただし，div vν = 0と境界条件により ⟨∇pν , vν⟩L2(Ω)2 = 0であることも用いて
いる．ここで，∂yUν(y) ∼ ∂yU(

y√
ν
) = O(ν−

1
2 )であるので，単純にGronwallの不等式

9なお，[35]はシアー型境界層周りに限って議論しているわけではなく，境界層の形状としては一般的
なものを扱っている.

10ただし，シアー型境界層 (U(Y ), 0)のEuler方程式の定常解としての線形不安定に関し，ある種の非
退化性が仮定されており，その仮定が実際に成り立つか否かに関する厳密な議論は与えられていない
ようである.



を適用すると ∥vν(t)∥2L2(Ω) ≤ eCν−
1
2 t∥vν0∥2L2(Ω)という評価しか得られない．さすがにこ

の計算がnaiveすぎるだけで実際にはより良い評価が成り立つのではないか，と思いた
いところであるが，[12, 13]の結果はUの形状によってはこの評価が実質的に optimal

であることを主張している．摂動 vν(t)をO(1)の時間にわたって小さく抑えることが
如何に非自明であるかがわかる．

3.1. Tollmien-Schlichting不安定性

定理 3.1では，シアー型境界層 (U(Y ), 0)がEuler方程式の定常解として線形不安定で
あることが本質的である．それでは，(U(Y ), 0)がEuler方程式の定常解として線形中
立安定である場合はどうであろうか．このようなUは数多く存在する．次のRayleigh

criterionがよく知られている (ここでは形式的な記述に留める)．

定理 3.2 ([34]). シアー型流れ (U(Y ), 0)がEuler方程式の定常解として線形不安定であ
るならば, Uは inflection point （∂2YUの符号が変わる点）を持つ．

特に，R+上で−∂2YU ≥ 0であるならば，(U(Y ), 0)はEuler方程式の定常解として線
形中立安定である．例えば，指数関数型の境界層U(Y ) = UE(0)(1−e−Y )は下に凸であ
るのでEuler方程式の定常解として線形中立安定であり，また，狭義単調増大であるの
でPrandtl方程式との相性も良く，自然な対象である．それでは，このような良い形状の
境界層に対しては，高周波不安定性は回避できるのであろうか．結論から言うと，残念
ながら，単調凸の境界層周りでも高周波不安定性が生じる．これはTollmien-Schlichting

不安定性と呼ばれるもので，20世紀半ば頃には流体力学の理論 (W. Tollmien [41], H.

Schlichting [36])や実験 (G. B. Schubauer and H. K. Skramstad [38])等で知られてお
り 11，微小な粘性項と粘着境界条件に起因する genericな不安定性である (例えば流体
力学からの解説としては [4]が詳しく，和書でも [40]に記述がある)．より具体的には，
固定壁における粘着境界条件のもと，シアー型流れの周りでNavier-Stokes方程式の線
形化方程式を考えたとき，高いReynolds数において genericに現れる線形不安定性で
ある．興味深い特徴として，線形化方程式から微分の最高階である粘性項を取り除く
と一般には現れない不安定性であり，この意味で微小粘性による拡散効果が triggerと
なる不安定性といえる 12．数学的に厳密にこの不安定性が示されたのはごく最近で，E.

Grenier, Y. Guo, and T. Nguyen [14]による．線形化方程式 (3.3)に対する結果として
紹介するため，L2

σ(Ω), Ω = T× R+, における摂動Stokes作用素Lνを

D(Lν) = W 2,2(Ω)2 ∩W 1,2
0 (Ω)2 ∩ L2

σ(Ω) ,

Lνv = −νP∆v + P
(
Uν
1 ∂xv + v2∂yU

ν
1 e1
)
, v ∈ D(Lν)

(3.5)

とおき，さらにx変数についてのn Fourier modeへの射影Pnを

(Pnv)(x, y) = v(n)(y)einx , v(n)(y) =
1

2πi

∫ 2π

0

v(x, y)e−inx dx

11但し，Prandtl境界層展開の正当化という枠組みの中で，Tollmien-Schlichting不安定性が具体的にど
のような数学的困難を与えるかが明確に理解されたのはここ 2, 3年といってよいと思われる. 実際，
Prandtl境界層展開を示す上で数学的に障害となるのは微分損失であるので，Tollmien-Schlichting不
安定性がどのような levelの微分損失を引き起こすのか, という観点で理解する必要がある.

12より正確には, 粘着境界条件の付随した微小粘性項と密接に関係する．境界条件を変えると必ずしも
現れない．



と定める．作用素Lνの係数が xに依存しないことに注意して，LνのPnL
2
σ(Ω)への制

限をLν,nと書くことにすると，Lνの解析は各Lν,nの解析に帰着される．

定理 3.3 ([14]). UEを正定数とし，Uν
1 (y) = U( y√

ν
), 及びUは

U(0) = 0 , ∂YU(0) > 0 ,
4∑

k=0

sup
Y >0

|eη0Y ∂kY (U(Y )− UE)| <∞

をある正数 η0に対して満たすとする．このとき，十分小さな ν > 0と |n| ∼ O(ν−
3
8 )な

るnに対して，

C1|n|
2
3 ≤ Reλ ≤ C2|n|

2
3

を満たすような−Lν,nの固有値λが存在する 13．

定理3.3ではUの凸性などの形状は仮定されていないことに注意する．そのため，たと
えUが良い形状をしていても，−Lν,nがPnL

2
σ(Ω)で生成する半群e−tLν,nは |n| ∼ O(ν−

3
8 )

の高周波領域で少なくともO(eC|n|
2
3 t)なる増幅を一般に呈することになる．したがって，

(3.3)に対して初期値が単に Sobolevクラスの場合には，時間局所的であっても解の ν

に関する一様な有界性が保証されないことになる．

3.2. 単調凸シアー型境界層のGevrey安定性

上述したように，単調凸シアー型という良い形状の境界層周りでも，Tollmien-Schlichting

不安定性によってSobolevクラスの初期値に対して問題PのようなPrandtl境界層展開
を正当化することは困難である．しかしながら，定理3.3で与えられる微分損失はx変
数についてGevreyクラス 3

2
のオーダーに相当し，解析的な正則性を要求するGevreyク

ラス1よりも真に弱い．そのため，Gevreyクラス1よりも真に広いGevreyクラスで問
題Pを肯定的に解ける可能性がある．実際，単調凸シアー型境界層周りにおいて，D.

Gérard-Varet, Y. M., and N. Masmoudi [9]では下記の定理が示された．正数γ, l,Kに
対してノルム∥v∥Xγ,l,K(Ω)を以下のように定義する：

∥v∥Xγ,l,K(Ω) =
∑
n∈Z

(1 + |n|l)eK|n|
1
γ ∥v(n)∥L2(R+) . (3.6)

定理 3.4 ([9]). UE, U ∈ C2(R+)とし，さらに

UE(0) > 0 , U(0) = 0 , ∂YU(0) > 0 , lim
Y→∞

U = UE(0) ,∑
k=0,1,2

sup
Y >0

|(1 + Y k)∂kYU(Y )|+
∑

k=0,1,2

sup
y>0

|∂kyUE(y)| <∞ ,

及びあるM > 0が存在して

−M∂2YU ≥ (∂YU)
2 , Y ≥ 0 (3.7)

が成り立つとする．このとき，十分大きな正数 l,mと任意の正数Kに対してある正数
C, T,K ′が存在し, 次が成り立つ．初期値vν0 ∈ L2

σ(Ω)が∥vν0∥X 3
2 ,l(Ω)

≤ νmを満たすなら

13本稿では [14]での主張の述べ方とは異なる形で述べている．[9]で指摘されたように，[14]の結果を高
周波不安定性や微分損失オーダーが明確になる形で読み替えると定理 3.3のようになる.



ば，(3.1)-(3.2)の解vν ∈ C([0, T ];L2
σ(Ω))∩L2(0, T ;W 1,2

0 (Ω)2)で次の評価を満たすもの
が唯一つ存在する：

sup
0<t≤T

(
∥vν(t)∥Xγ,l,K′ (Ω) + (νt)

1
4∥vν(t)∥L∞(Ω) + (νt)

1
2∥∇vν(t)∥L2(Ω)

)
≤ C∥vν0∥X 3

2 ,l,K(Ω)
.

(3.8)

補足 3.5. (1) 定理3.4の条件 (3.7)はUの凸性に関する条件である．条件を満たすUと
して典型的なものはU(Y ) = UE(0)(1− e−Y )などがある．

(2)評価 (3.8)における重み (νt)
1
4や (νt)

1
2は初期値vν0のyに関する正則性がL2のみであ

ることに起因しており，yについて例えばH1
0 (R+)の正則性を仮定してノルム∥·∥Xγ,l,K(Ω)

を適宜定義し直せば，取り除くことができる．

(3) 定理3.4の意義は主に，(i) 解析的な正則性よりも真に弱い仮定の下でPrandtl境界
層展開を正当化した最初の結果であること，(ii) 単調凸シアー型境界層周りにおいて
は，Tollmien-Schlichting不安定性による微分損失オーダー (Gevreyクラス 3

2
相当)より

も悪い微分損失オーダーを与えるような高周波不安定性は存在しないことを示したこ
と，の二点である．

定理 3.4を証明する上で，半群 {e−tLν,n}t≥0に対する次の評価が鍵となる．簡単のた
め，L2-L2評価についてのみ述べる．

命題 3.6 ([9]). γ ∈ [1, 3
2
]とする．UE, Uは定理 3.4の仮定を満たすとする．このとき，

−Lν,nはPnL
2
σ(Ω)でC0-解析半群を生成し，また，任意の t > 0と fn ∈ PnL

2
σ(Ω)に対

して次の評価が成り立つ．

∥e−tLν,nfn∥L2(Ω) ≤

 C1

(
1 + |n|2(1−

1
γ
)
)
eC2|n|

1
γ t∥fn∥L2(Ω) , 0 ≤ |n| ≤ C3ν

− 3
4 ,

C1e
− 1

4
νn2t∥fn∥L2(Ω) , |n| ≥ C3ν

− 3
4 .

(3.9)

ここでC1, C2, C3はγ, ν, n, t, fnに依存しない正定数．

命題 3.6でγ = 3
2
と取れることに注意する．Tollmien-Schlichting不安定性により，γ

を 3
2
よりも大きくとることはできない．評価 (3.9)のように，|n| ≥ C3ν

− 3
4 の Fourier

modeについては粘性によるエネルギー消散が十分に強く，指数減衰する．|n| ≤ O(1)

における (3.9)の導出は難しくなく，実際に非自明な周波数領域は1 ≪ |n| ≪ C3ν
− 3

4で
ある．定理3.3のようにスペクトル不安定性を示す際には，形式的に知られている, 不
安定固有値を捕まえやすい特定の (時間周波数やnなどの)パラメータ領域に絞って解
析を行えば十分であるが，命題3.6のような半群評価を得るためには広範のパラメータ
領域でレゾルベント評価を導出しなければならない．また，命題3.6ではUの凸性は本
質的である（先述したように，凸性が無い場合には半群e−tLν,nが高周波nでeC|n|tのよ
うな増幅を起こし得る）．命題3.6を示す上で重要なステップはレゾルベント問題を解
くことであるが，本質的には高周波領域 |n| ≫ 1において4階の線形常微分方程式であ
る次のOrr-Sommerfeld方程式を解くことに帰着される：{

OS[ϕ] := i
n
(∂2Y − α2)2ϕ+ (V − c)(∂2Y − α2)ϕ− (∂2Y V )ϕ = h , Y > 0 ,

ϕ|Y=0 = ∂Y ϕ|Y=0 = 0 .
(3.10)



ここで，α = n
√
ν, c = iλ

n
, V (Y ) = UE(

√
νY ) − U(Y ) + UE(0)であり，λ ∈ Cはレゾ

ルベントパラメータである．未知関数 ϕは未知速度場の stream functionに対応する．
(3.10)を解く大まかな道筋は以下の通りである：Uの凸性は0階の項−(∂2Y V )ϕの主要部
の非負性を与え，4階の項を消去したRayleigh方程式 (V − c)(∂2Y −α2)ϕ− (∂2Y V )ϕ = h

の可解性を Im c ̸= 0のときに保証する．そこで，Rayleigh方程式の解を第 1次近似と
して (3.10)を解きたいが，粘着境界条件を反映した (3.10)の境界条件のもとでこれを
直接遂行することは難しく，まずはϕ|Y=0 = ∂2Y ϕ|Y=0のような別の境界条件で解く．次
に，(V − c)(∂2Y − α2)ϕ − (∂2Y V )φ = 0のY → ∞で減衰する解の周りでOS[ϕ] = 0の
解ϕslowを構成し，また， i

n
(∂2Y − α2)2ψ + (V − c)(∂2Y − α2)ψ = 0のY → ∞で減衰す

る解の周りでOS[ϕ] = 0の解ϕfastを構成する．このϕslowとϕfastを用いてもとの境界

条件を回復する．その際，非退化条件det

(
ϕslow(0) ϕfast0)

∂Y ϕslow(0) ∂Y ϕfast(0)

)
̸= 0及びその具体

的な評価を得る必要がある．少なくとも条件 |n|(Im c)3 ≫ 1（及び UE, U の仮定）の
もとでは定量評価とともにこれらの議論を正当化できる．このパラメータ領域は丁度
Reλ≫ |n| 23に対応する．

4. 関連する話題と今後の課題等
前節で述べたように，Prandtl境界層展開を実際に正当化しようとすると，シアー型の単
純な境界層の周りであっても高周波における強い不安定性と直面することになる．一方，
Tollmien-Schlichting不安定性や定理3.1の不安定性は time frequencyと深く結びついて
おり，実は非定常問題特有の性質である．そのため，定常問題であればSobolevクラス
においてPrandtl境界層展開を正当化できることが期待される．実際，D. Gérard-Varet

and Y. M. [8]において，逆流の無いシアー型境界層周りで定常Navier-Stokes方程式の
線形化問題がSobolevクラスで可解であることが示された（非定常問題ではこれは不可
能である）．非線形問題についても，(3.1)を適当な外力項の付いた定常Navier-Stokes

方程式に置き換えて問題Pを定常問題として定式化したものについては，Sobolevクラ
スで肯定的に解決されている [8]．一方，定常境界層としてはBlasius境界層が古典的
で物理的により自然な対象であるが，Blasius境界層はx変数に依存し単純なシアー型
ではないため [8]では扱えていない．Blasius境界層を含むより一般の枠組みにおける定
常Prandtl境界層展開は最近Y. Guo and S. Iyer [15]により肯定的に解かれている．
単調凸シアー型境界層周りでのGevrey安定性 [9]の結果を, x変数にも依存したより
一般の単調凸境界層周りに拡張し理論を整備することは重要で，今後の課題である．ま
た，シアー型境界層の場合でも，[9]の結果を 3次元半空間の場合に拡張できるかはま
だ知られていないように思われる．
本稿では問題(i)で述べたL2収束性についてはあまり触れなかったが，「Prandtl境界層
展開は正当化できなくともL2収束は正当化できる場合があるのか否か」は不明である．
これに関連した結果として，M. Paddick [32]は粘着境界条件ではなく∂yu1−ν−βu1 = 0

という動粘性係数に依存したNavier slip境界条件の下で非粘性極限問題を考察してい
る．興味深いことに，β ∈ [0, 1)のときはSobolevクラスの初期値に対してL2収束が成
り立ち，一方で β ≥ 1

2
のときは，粘着境界条件の場合に [12]で示されたような高周波

不安定性が存在し，Prandtl型の境界層展開はSobolevクラスで成り立たないことが示
されている．粘着境界条件とは異なるものの，これはPrandtl境界層展開とL2収束の
間に実際には大きな隔たりがあることを示唆している．なお，M. Paddick and Y. M.



[22]で指摘されているように，粘着境界条件の場合でも，例えば

lim
T→0

(
lim
ν→0

sup
0<t<T

∥uν(t)− u0(t)∥L2(Ω)

)
= 0 (4.1)

が（Sobolevクラスの初期値に対して）成り立つことが T. Kato [16]の証明からわか
る 14．本稿で述べた境界層の強い高周波不安定性の観点からは，これは不思議な事実
に感じられる．実際 (4.1)は，「o(1)の時間においては境界層の高周波不安定性が流れの
大きな構造を変えるほどには非線形増幅しない」ことを示唆している．このあたりの
詳しいメカニズムは全く分かっていないと思われる．
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