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1. 序文
C∞写像の特異点論の源流は、２０世紀初頭の「Morse理論」とWhitneyによる「は

め込み埋め込みの理論」に端を発しているが、それらの元々の目的自体は特異点論か
らやや離れているので、特異点論前史の意味合いをもち、その後Whitneyにより特異
点の研究が開始され、本格的に近代化された特異点論はThomによると言ってよいで
あろう。Thomは元々微分位相幾何学の研究者なのでC∞写像の特異点論を「C∞写像
の微分位相幾何学」として捉えようとしていたように見える。多様体N,Pの間のC∞

写像 f : N −→ P は局所的に考えても微分位相幾何学的に自明ではなく、ましてや大
域的に分類するということはほとんど不可能に近い。多様体の定義から、点x0 ∈ Nに
おけるC∞写像芽 f : (N, x0) −→ (P, y0)はNとPの局所座標を取り替えると、その座
標変換により互いに移りあうので、写像の局所的分類については、以下のA同値が自
然に考えられる：二つのC∞写像芽 f, g : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)がA同値であるとはC∞

微分同相芽 ϕ : (Rn, 0) −→ (Rn, 0), ψ : (Rp, 0) −→ (Rp, 0)が存在して、ψ ◦ f = g ◦ ϕ
を満たすことである。この同値関係はC∞写像の (局所)微分位相幾何学的同値関係で
あると言うことが出来る。Thomはこの同値関係を研究するために、Malgrangeの準備
定理や大域的性質を調べるためのジェット横断性定理を開発・整理し、考えるべきい
くつかの問題を提出した [26]。それらの問題は、１９７０年前後にまだ大学院生であっ
たMatherによってほとんど全て解かれた。その過程で、Mather[31, 32]はC∞写像芽
のA同値を研究するための補助手段としてK同値を導入した（と思われる）：二つの
C∞写像芽 f, g : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)がK同値であるとは, H(x, y) = (ϕ(x),Φ(x, y))と
いう形をしていてΦ(x, 0) = 0を満たす微分同相芽H : (Rn × Rp, 0) −→ (Rn × Rp, 0)

が存在して、H(x, f(x)) = (ϕ(x), g ◦ ϕ(x)) が任意のx ∈ (Rn, 0)に対して成り立つこと
である。最後の式は、Φ(x, f(x)) = g ◦ ϕ(x)を意味しており、また条件Φ(x,０) = 0か
ら、Φ(x, y) =

∑p
i=1 Φi(x, y)yiと書き表され、Φ(x, f(x)) =

∑p
i=1 Φi(x, f(x))fi(x)とな

る。従って、以下の定理が成り立つ。

定理 1.1 (Mather[31]) 二つのC∞写像芽 f, g : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)がK同値である
為の必要十分条件は、微分同相芽ϕ : (Rn, 0) −→ (Rn, 0)とC∞写像芽A : (Rn, 0) −→
GL(p,R)が存在して任意の点 x ∈ (Rn, 0)に対してA(x)tf(x) = g ◦ ϕ(x)が成り立つこ
とである。ただし、f(x) = (f1(x), . . . fp(x))として tf(x)はf(x)の転置としての列ベク
トルを表す。

また、f, gが、微分同相芽ϕ, ψによりA同値であるときH(x, y) = ϕ(x)× ψ(y)とする
と、H(x, f(x)) = (ϕ(x), g ◦ ϕ(x))が成り立ち、f, gはK同値となる。
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A同値において、特に、ψ = 1Rpのとき、R同値（右同値）であると言い、ϕ = 1Rnの時
はL同値（左同値）であると言う。A同値は時によってはRL同値（右左同値）とも呼
ばれる。また、K同値において、ϕ = 1Rnの時はC同値であると言う。今後、定理1.1に
よる言い換えをK同値とする。この言い換えは、C∞写像芽f : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)を自
明なベクトル束Rn×RpへのC∞切断芽sf : (Rn, 0) −→ (Rn×Rp, 0); sf (x) = (x, f(x))

と見なした場合の, 構造群GL(p,R)に対応した自然な同値関係と見ることが出来る。
ここでは、値域の多様体がRiemann構造やLorentz構造などのG構造を持つ場合に
A同値をその幾何構造に対応したものに一般化することと、自明ベクトル束Rn × Rp

の構造群が縮小された場合に対応してK同値を一般化することを考える。その意味で、
表題の「幾何学的同値関係」[24, 25]と言う言葉が使われる。
全体を通してほとんどの場合、写像などはC∞級のものを扱うので、断らない限り、

C∞写像芽を単に「写像芽」と呼ぶ。

2. 写像芽の間の幾何学的同値関係
Thom-Matherによる写像芽の同値関係が写像の微分位相幾何学に対応した同値関係

であると理解すると、様々な幾何構造に付随した同値関係が考えられる。ここでは、写
像芽 f : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)の値域に、ある幾何構造が存在する場合の幾何学的A同値
と、自明ベクトル束Rn×Rp上の構造群が縮小された場合の幾何学的K同値を考える。
ここで、p次正則行全体GL(p,R) = {A ∈ Mn(R) | detA ̸= 0}は自然な位相でリー群
となる。一方、GL(Rp) = {L ∈ HomR(Rp,Rp) | L : R-同型 }は合成で群となるが、基
底Σ = {v1, . . . , vp}を任意に選ぶと、群同型 rΣ : GL(Rp) −→ GL(p,R)がΣに対応する
表現行列を対応させることによって得られる。この群同型 rΣがGL(Rp)上の微分構造
を定め、GL(Rp)はリー群となる。このようにしてGL(Rp)とGL(p,R)はリー群として
は同一視できるが、ここでは区別することに注意する。ここで、以下の二つの場合を
考える：一つは、G ⊂ GL(p,R)が線形リー群の場合であり、もう一つはGをリー群と
して、ρ : G −→ GL(Rp)をC∞表現とする場合である。ただし、G ⊂ GL(p,R) の場合
は、Rpの標準基底{e1, . . . , ep}により、GL(p,R) = GL(Rp)と同一視することにより、
恒等表現 ι : G ⊂ GL(Rp)を考え、二つ目の場合の特別な場合であると見做すことも出
来る。
さて、Diff(m) = {ϕ | ϕ : (Rm, 0) −→ (Rm, 0) : 微分同相芽 }と置くと、合成に関し
て群となり、線形リー群G ⊂ GL(p,R)に対して、

Diff[G](p) = {ψ ∈ Diff(p) | Jyψ ∈ G for any y ∈ (Rp, 0)}

と置くと、Diff(p)の部分群となる。ただし、Jyψはψのy ∈ (Rp, 0)におけるヤコビ行列
とする。また、ψ ∈ Diff[G](p)が恒等写像芽にイソトープとは、写像芽Ψ : (Rp×R, 0×
[0, 1]) −→ (Rp, 0)で、任意のt ∈ [0, 1]でψt ∈ Diff[G](p)を満たし、ψ0 = 1Rpかつψ1 = ψ

となるものが存在することとする。ただし、ψt(x) = Ψ(x, t)である。この時、恒等写
像芽にイソトープなψ ∈ Diff[G](p)全体をDiff0[G](p)と表すとDiff[G](p)の部分群とな
る。この時、幾何学的A同値を以下のように定義する：写像芽f, g : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)

がA[G]同値であるとは ϕ ∈ Diff(n)と ψ ∈ Diff[G](p)が存在して ψ ◦ f = g ◦ ϕを満
たすこととする。特に、ψ ∈ Diff0[G](p)と取れる時は、A0[G]同値であると言う。ま
た、ϕ = 1Rnの時はL[G]同値やL0[G]同値であると言う。さらに、G = {Ip}の時は、
f = g ◦ ϕとなり、 A[{Ip}]同値はR同値であり、G = GL(p,R)の時は、 A[GL(p,R)]



同値はA同値である。また、f, gがR×G同値であるとは、ϕ ∈ Diff(n)とA ∈ Gが存
在して、任意のx ∈ (Rn, 0)に対してf ◦ϕ(x) = Atg(x)が成り立つこととする。ここで、
A ∈ Gに対して、線形写像ψA : Rp −→ RpをψA(y) = Atyと定めると、ψA ∈ Diff[G](p)

なので、R × G同値ならばA[G]同値が成り立ち、特にGが連結リー群の時はA0[G]

同値となる。定義からA[G]同値は値域の空間 Rpの接束上のG構造に付随した幾何
学的A同値と見ることが出来る。一方、Gをリー群として、ρ : G −→ GL(Rp)をC∞

表現とする場合, 自明ベクトル束Rn × Rp上の構造群Gに対応して、幾何学的K同値
を以下のように定義する：写像芽 f, g : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)がK[(ρ,G)]同値であると
は ϕ ∈ Diff(n)と写像芽 a : (Rn, 0) −→ Gが存在して、任意の x ∈ (Rp, 0)に対して
ρ(a(x))(f(x)) = g ◦ϕ(x)が成り立つこととする。特に、ϕ = 1Rnと取れる時、C[(ρ,G)]

同値であると言う。一方、線形リー群G ⊂ GL(p,R) に対しては、標準基底を取ること
により、ι : G ⊂ GL(p,R) = GL(Rp)と見なせ、K[(ι, G)]同値が考えられる。この場合
はK[(ι, G)]を単にK[G]と書き、K[G]同値と呼ぶ。さらに、R × G同値ならばK[G]
同値も成り立つ。また、K[{Ip}]同値はR同値に、K[GL(p,R)]同値はK同値に一致す
る (cf. 定理 1.1参照). K[G]同値はTougeron[37]によって導入されたもので、そこでは
K[G]同値をG同値と呼んでいる。このG同値は当時、Gervais[17, 18]によっていくつ
か基本的な性質が研究されているが、その後、研究がほとんど途絶えている。また、彼
らの文献の中では、Gを色々変えれば、多くの例が得られると言う事が一言述べられ
ているが、実際の例としては上記の自明な場合 (G = {Ip}, G = GL(p,R))のみ挙げら
れている。

3. A[G]同値の無限小代数構造
最初に、MatherのA同値の無限小代数構造について復習する。Enを原点におけるn

変数関数芽全体のなす局所R代数とする。そのただ一つの極大イデアルはMn = {h ∈
En | h(0) = 0}である. 写像芽 f : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)に対して、R代数としての引き戻
し準同型f ∗ : Ep −→ Enがf ∗(h) = h ◦ fと定義される。さらに、fに沿ったベクトル場
芽全体のなす (有限生成）En加群が

θ(f) =

{
η =

p∑
j=1

ηj(x)
∂

∂yj
◦ f

∣∣∣ ηj ∈ En, (j = 1, . . . , p)

}
,

と定まる。さらに、Mnθ(f)は、θ(f)のEn部分加群でη(0) = 0を満たすθ(f)の元η全体の
集合である。ここで、A(n, p) = Diff (n)×Diff (p)と置く。M(n, p)を写像芽 (Rn, 0) −→
(Rp, 0)全体とする。この時、群A(n, p)のMn(n, p)上への作用をµ((ϕ, ψ), f) = ψ◦f◦ϕ−1

と定義すると、fの軌道は fにA同値な写像芽全体となる。そこで、fのA軌道の形
式的な接空間を求める。M(n, p)の f における形式的接ベクトルは c(0) = f を満たす
「曲線」c(t) ∈ M(n, p) の接ベクトル d(c(t))/dt|t=0である。「曲線」は c(t)(x) = ft(x)

でf0 = fを満たすものと理解できるので

d(c(t)(x))

dt
|t=0＝

p∑
j=1

ηj(x)
∂

∂yj
◦ f, ηj(0) = 0

という形をしている。この事より、M(n, p) の f における形式的接ベクトル空間を
TfM(n, p) = Mnθ(f)と定義して良い。さらに、拡張された接空間をTfM(n, p)e = θ(f)

と定義する。



今、θ(n) = θ(1Rn)（(Rn, 0)におけるベクトル場芽全体）に対して、Mather [31]に
従って、En 準同型写像 tf : θ(n) −→ θ(f)を tf(ζ) = df ◦ ζ と定義する。ただし、
df : TRn −→ TRp は f の微分写像芽を表す。さらに、写像 ωf : θ(p) −→ θ(f)を
ωf(ξ) = ξ ◦ f 定義する。この時、θ(f)は引き戻し準同型f ∗ : Ep −→ En を通してEp加
群となるが、ωfはその意味でのEp準同型写像（f ∗(Ep)準同型写像）である。５つ組み
(ωf, tf, θ(p), θ(n), θ(f))は [31]において、f ∗ : Ep −→ En上の（有限形）混合準同型と
呼ばれた。 有限形混合準同型はMather理論 [31, 32]において重要な役割を演じた。こ
こで、fのA軌道の（形式的）接空間はTA(f) = tf(Mnθ(n)) + ωf(Mpθ(p))と、拡張
された接空間はTAe(f) = tf(θ(n)) + ωf(θ(p)) と定義される。
さて、線形リー群G ⊂ GL(p,R)に対して、A(n, p)の二つの部分群をA[G](n, p) =

Diff (n)×Diff[G](p)、(R×G)(n, p) = Diff (n)×Gとする。 A[G]同値をMather理論
に沿って研究するために、Diff[G](p)の無限小代数構造を調べる。リー群G ⊂ GL(p,R)
のリー環をg = TIpG ⊂Mp(R)とする。ただし、Mp(R)はR上のp次正方行列全体のな
すリー環である。前と同様な計算により、群Diff[G](p)の形式的な接空間（リー環）は

T1RpDiff[G](p) =

{
ξ =

p∑
i=1

ξi(y)
∂

∂yi

∣∣∣ ( ∂ξi
∂yj

(y)

)
∈ g for any y ∈ (Rp, 0), ξi(0) = 0

}
.

となる。この空間を θ[G]0(p)と表し、拡張された接空間を

θ[G](p) =

{
ξ =

p∑
i=1

ξi(y)
∂

∂yi

∣∣∣ ( ∂ξi
∂yj

(y)

)
∈ g for any y ∈ (Rp, 0)

}
と定めると、θ[G]0(p) ⊂ θ[G](p)は共に θ(p)の部分ベクトル空間である。ここで、G =

GL(p,R)の時はθ[GL(p,R)](p) = θ(p)なのでEp加群の構造をもつ。一般のG ⊂ GL(p,R)
ではどうであろうか？　Gのリー環gに対して、Ep-加群g(Ep)を

g(Ep) = {ζ | ζ : (Rn, 0) −→ g :写像芽}

とする。任意のλ ∈ Epに対して、写像芽gradyλ : θ(p) −→Mp(Ep)を

gradyλ(ξ) = ξ ⊗
(
∂λ

∂y1
, . . . ,

∂λ

∂yp

)
=

ξ1...
ξp

( ∂λ
∂y1

, . . . ,
∂λ

∂yp

)
=


ξ1

∂λ
∂y1

· · · ξ1
∂λ
∂yp

...
...

...

ξp
∂λ
∂y1

· · · ξp
∂λ
∂yp


と定義する。この時、Epの部分集合を

Ep[G] =
{
λ ∈ Ep

∣∣∣ 任意の ξ ∈ θ[G]0(p) に対して gradyλ(ξ) ∈ g(Ep)
}

と定めると、Ep[G]はEpの部分R代数であり、θ[G]0(p)はEp[G]加群であることが示さ
れる。さらに以下の定理が成り立つ。
定理 3.1 ([24]) Rを θ[G]0(p)が θ(p)の部分R加群となるような Epの部分R代数とす
る。この時、R ⊂ Ep[G]が成り立つ。
この定理から、Ep[G]をθ[G]0(p)に付随したEpの最大部分R代数と呼ぶ。さらに、Ep[G]
はDubuc[9, 20]の意味でのC∞環となる。EpのR部分代数RがC∞部分環であるとは
任意のλ1, . . . λr ∈ Rとf ∈ Erに対してf(λ1, . . . , λr) ∈ R を満たすことと定義する。こ
の時、Rはただ一つの極大イデアルMR = Mp ∩R を持つ局所環となる。



命題 3.2 ([24]) θ[G]0(p)に付随したEpの最大部分R代数はEpのC∞部分環である。

写像の特異点論において基本的役割を担うMalgrangeの準備定理が成立するためには、
環がDA代数というクラスに属していることが必要である [27]。R代数Aが可微分代数
（または、DA代数）とは、あるn ∈ Nに対してR代数としての全射準同型ϕ : En −→ A

が存在することと定義する。このクラスの性質については、ここでは詳しく述べない
が準同型や部分代数などの標準的な代数系の概念が存在する。詳しくはMalgrangeの
著書 [27]を参照して欲しい。一般にC∞部分代数はDA代数となるとは限らないが、そ
うなるための判定条件が存在する [21, Appendix]。

命題 3.3 C∞部分代数R ⊂ EpがDA代数となる為の必要十分条件はRがC∞代数とし
て有限生成となることである。

ここで、写像芽 f : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)のA[G]同値に関する無限小代数構造を考え
ると、定義域には幾何構造を考えていないので、定義域の微分同相に対応する部分は、
Matherの元々のものと同一である。考える群はA[G](n, p) = Diff(n) × Diff[G](p)と
(R×G)(n, p) = Diff(n)×Gである。ここで、tf : θ(n) −→ θ(f)はDiff(n)の形式的接空
間に対応しているので、Mather理論と変わらない。一方、ωf : θ(p) −→ θ(f)に対して、
R線形写像ωf[G] = ωf |θ[G](p) : θ[G](p) −→ θ(f)を考える。この時、θ(f)は引き戻し準同
型f ∗

[G] = f ∗|Ep[G] : Ep[G] −→ Enを通してEp[G]加群となり、ωf[G]はf ∗
[G] : Ep[G] −→ En上

のEp[G]準同型写像となる。従って、５つ組 (ωf[G], tf, θ[G](p), θ(n), θ(f))はMather[31]

の意味でf ∗
[G]上の混合準同型となるが、有限形かどうかはGに依存する。A[G](n, p) ⊂

A(n, p)なので、M(n, p)への誘導された作用によるfの軌道がA[G]同値のfを含む同
値類を表すので、その形式的接空間はTA[G](f) = tf(Mnθ(n)) + ωf[G](θ[G]0(n))と定
義され、拡張された接空間はTA[G]e(f) = tf(θ(n)) +ωf[G](θ[G](n))と定義される。こ
れらはG = GL(p,R)の場合は元々のMatherによる接空間や拡張された接空間に一致
する。次にR×G同値について考える。定義から (R×G)(n, p) ⊂ A[G](n, p) ⊂ A(n, p)
である。写像芽 f : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)に対して、g(f) = {X.f | X ∈ g} と定義す
る。ただし、任意の x ∈ (Rn, 0) に対してX.f(x) = X. tf(x)である。この時 f を通
るR × G軌道の接空間は T (R × G)(f) = tf(Mnθ(n)) + g(f)と定義され拡張された
接空間は T (R × G)e(f) = tf(θ(n)) + g(f) と定義される。任意のX ∈ gに対して、
ξX : (Rp, 0) −→ (Rp, 0)を ξX(y) = X.tyと定義すると ξXはθ(p)の元であるとみなせる。
その意味でg ⊂ θ(p)が成り立ち、ωf : θ(p) −→ θ(f)の制限ωf |g : g −→ θ(f), はR線形
写像である。さらにg(f) = ωf(g)が成り立つ。この時、５つ組み (ωfg, tf, g, θ(n), θ(f))

は f ∗|R = ι : R ⊂ En上の有限形混合準同型となる。したがって、Damonの意味での
「AまたはKの幾何学的部分群」[6, 7]となり、写像の特異点論における基本的定理は
皆成り立つ。この事は、非常に良い結論のように思えるが、残念ながら以下の命題が
成り立つ。

命題 3.4 G ⊂ GL(p,R)を線形リー群として、 f : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)を写像芽とする。
p > 1かつdimR θ(f)/T (R×G)e(f) <∞ならばfは沈めこみ芽である。

特に、n < pの場合、沈めこみは存在しないので、この命題からR× G同値に有限余
次元の写像芽は存在しないこととなる。



4. A[G]同値の例
この節では、いくつかのGに対応したA[G]同値の幾何学的意味について解説する。

4.1. 等長的A同値
Gとして回転群SO(p) ⊂ GL(p,R)を考える。この時、

θ[SO(p)]0(p) =

⟨
yj

∂

∂yi
− yi

∂

∂yj

∣∣∣ 1 ≤ i < j ≤ p

⟩
R
.

が成り立ち、リー環としてθ[SO(p)]0(p) ∼= so(p)であることも解る。また、Ep[SO(p)] =
Rとなる。従って、θ[SO(p)]0(p)は有限生成 Ep[G](= R)加群である。さらにこの場合
は以下の定理が成り立つ。

定理 4.1 Diff0 [SO(p)](p) = SO(p)である。

古典的微分幾何学における合同の概念を写像芽に対して適用すると、f, g : (Rn, 0) −→
(Rp, 0) が合同であるとは、f, gがR × SO(p)同値であることと定義する。定理 4.1か
ら以下が成り立つ。

定理 4.2 f, g : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)がA0[SO(p)]同値である為の必要十分条件は f, gが
合同であることである。

特に平面曲線f : (R, 0) −→ (R2, 0)の場合、古典的微分幾何学の結果をこの立場から解
釈すると以下が成り立つ。

命題 4.3 f, g : (R, 0) −→ (R2, 0)を正則曲線とする。この時、f, gがA0[SO(２)]同値
（即ち、合同）である為の必要十分条件はκf , κg : (R, 0) −→ RがR同値となることで
ある。ただし、κf , κgはそれぞれf, gの曲率とする。

さらに、特異点を持つ平面曲線の場合もフロンタルというクラスに属する曲線につい
ては、各々の曲線に対して２つの曲率が存在し、そのある種の同値類が合同（すなわ
ち、A0[SO(２)]同値）の完全不変量となることが知られている [15]。さらに曲面 f :

(R2, 0) −→ (R3, 0)の場合も正則曲面については、以下の古典的な Monge標準形が
ある。

命題 4.4 f : (R2, 0) −→ (R3, 0)を正則曲面の芽とする。この時、fは以下の写像芽に
合同（すなわち、A0[SO(3)]同値）である：

g(x1, x2) = (x1, x2, λ1x
2
1 + λ2x

2
2 + a30x

3
1 + a21x

2
1x2 + a12x1x

2
2 + a03x

3
2 +O(4)).

ただし、λ1, λ2はfの原点0における主曲率である。

さらに、近年R × SO(3)同値はR3内の特異点を持つ曲面の微分幾何学的性質の研究
に応用されている ([14, 16, 29, 30, 38]参照). さらに、ローレンツ群SO(1, q)を考える
と、A0[SO(1, q)]同値はミンコフスキー空間Rq+1

1 への写像芽のローレンツ合同（すな
わち、R× SO(1, q)同値）となることも解る。



4.2. 体積保存A同値
Gとして特殊線形群SL(p,R) ⊂ GL(p,R)を考える。この場合、θ[SL(p,R)](p)はp− 1

次完全微分形式全体の空間と同一視されることがわかる。さらに、Ep[SL(p,R)] = Rが
成り立ち、θ[SL(p,R)]0(p)はEp[SL(p,R)](= R)加群として無限生成となる。この場合、
A[SL(p,R)]同値は値域の体積Ωpを保存する微分同相による幾何学的 A同値で、５つ
組みが有限型の混合準同型とはならないので、写像の特異点論の基本的定理を使うこ
とができない。しかし、にも関わらず、SL(p,R)はGL(p,R)と比較してもかなり大き
な部分群なので、意味のある分類結果が得られる [10, 28]。この場合のR×SL(p,R)同
値は等積アファイン合同と呼ぶべき同値関係で、これらの群の差が等積アファイン微
分幾何学と体積保存幾何学との差を表している。

4.3. 双A同値
Gとして

D∗(p1, p2) =

{(
A O

O B

)
∈ GL(p,R)

∣∣∣ A ∈ GL(p1,R), B ∈ GL(p2,R)}
を考える。この時、写像芽 f = (f1, f2) : (Rn, 0) −→ (Rp1 × Rp2 , 0)を写像芽の発散図
式 (Rp1 , 0)

f1←− (Rn, 0)
f2−→ (Rp2 , 0)と見なすと、自然な同値関係として双A同値が考

えられる [5, 12]。写像芽 f = (f1, f2)と g = (g1, g2)が双A同値であるとは微分同相芽
ϕ ∈ Diff(n)とψi : (Rp, 0) −→ (Rpi , 0), (i = 1, 2)が存在して fi ◦ ϕ = ψi ◦ giを満たすこ
と定義する。それはf = (f1, f2)とg = (g1, g2)がA[D∗(p1, p2)]同値であることに必要十
分条件である。この場合も５つ組みは混合準同型とはならず、特異点論の通常の基本
定理は成り立たない。しかし、Dufour[13]は強い意味での双A同値（即ち、ψ1 = 1Rp1

ととる）を用いて、p1 = 1, n = p2 = 2の場合の生成的分類を与えている。

4.4. ラグランジュ同値
p = 2nとして、Rn×Rn上に標準的シンプレクテイック構造ω =

∑n
i=1 dqi ∧ dpiが与え

られているとき、Gとして

L(2n) =

{(
tC−1 tC−1D

O C

) ∣∣∣ C ∈ GL(n,R),tD = D

}
⊂ Sp(2n,R).

を考える。ただし、Sp(2n,R)は実シンプレクテイックリー群とする。この時、Ψ(p, q) ∈
Diff[L(2n)](2n)となる必要十分条件はψ2 ∈ Diff(n)が存在してΨ(p, q) = (ψ1(p, q), ψ2(q))

という形のシンプレクテイック微分同相となることである。この形のシンプレクテイッ
ク微分同相Ψはラグランジュ特異点論 [2, Part III]においてラグランジュ微分同相と呼
ばれた。写像芽f, g : (Rm, 0) −→ (Rn ×Rn, 0)がラグランジュ同値とはϕ ∈ Diff (m)と
ラグランジュ微分同相Ψ ∈ Diff[L(2n)](2n)が存在してΨ ◦ f = g ◦ ϕとなる事と定義す
る。f, gがラグランジュ同値である為の必要十分条件は f, gがA[L(2n)]同値である事
である。また、θ[L(2n)]0(2n)は{

−
n∑

i=1

(
n∑

k=1

∂ξk
∂qi

(y)xk +
∂η

∂qi
(q)

)
∂

∂pi
+

n∑
i=1

ξi(q)
∂

∂qi
| ξi(q) ∈Mn, η(q) ∈M2

n

}
となる。この時、形式的接空間はTA[L(2n)](f) = tf(Mmθ(m)) + ωf(θ[L(2n)]0) であ
り、拡張された接空間はTA[L(2n)]e(f) = tf(θ(m)) + ωf(θ[L(2n)]) である。



5. K[(ρ,G)]同値の無限小代数構造
K[(ρ,G)]同値はA[G]同値と比較すると、より単純な無限小代数構造を持ち、旧来の写
像の特異点論の手法がそのまま適用できる為、応用範囲が広い。MatherはA同値を研
究する為の補助的概念としてK同値を導入したように思えるが、「応用特異点論」とい
う立場から見るとK同値が主役となる。最初にC[(ρ,G)]同値に対応するDiff(n+ p)の
部分群を考える：

C[(ρ,G)](n, p) = {(1Rn , Hρ
a) | a : (Rn, 0) −→ G :写像芽} ⊂ Diff(n+ p)

とする。ただし、写像芽Hρ
a : (Rn×Rp, 0) −→ (Rp, 0)はHρ

a(x, y) = ρ(a(x))(y)とする。
さらに

K[(ρ,G)](n, p) = {(ϕ,Hρ
a) | ϕ ∈ Diff(n), a : (Rn, 0) −→ G :写像芽} ⊂ Diff(n+ p)

と置くと、K[(ρ,G)](n, p) = Diff(n) ⋊ C[(ρ,G)](n, p)となり、T1Rn×RpK[(ρ,G)](n, p) =
Mnθ(n)⊕T1Rn×RpC[(ρ,G)](n, p)となる。Mnθ(n)はEn加群なのでT1Rn×RpC[(ρ,G)](n, p)
の構造を調べれば、T1Rn×RpK[(ρ,G)](n, p)の構造が解る。ここで、 Gのリー環g = TeG

に対して、En 加群 g(En)が g(En) = {ζ | ζ : (Rn, 0) −→ g ; C∞ } と定義される。
ここで、任意の ξ ∈ L(Rp)(En)と x ∈ (Rn, 0)に対して ξ(x) ∈ L(Rp)なので、 写像
芽 ξ : (Rn × Rp, 0) −→ Rp を ξ(x, y) = ξ(x)(y)と定義すると θ(πp) の En 部分加群
θ(C) = {ξ | ξ ∈ L(Rp)(En)} が与えられる。また、対応 ξ 7→ ξはEn準同型となる。さら
に、C∞表現 ρ : G −→ GL(Rp)に対して、微分写像 dρe : g −→ L(Rp)が定まる。ただ
し、L(Rp)はRp上の自己R線形写像全体のなすベクトル空間であり、リー群GL(Rp)の
リー環でもある。ここで、任意のζ ∈ g(En)に対して、dρe ◦ ζ : (Rn×Rp, 0) −→ (Rp, 0)

がdρe ◦ ζ(x, y) = (dρe ◦ ζ)(x)(y)と定まる。この時、θ(C)の部分集合 θ(C[(ρ,G)])が

θ(C[(ρ,G)]) =
{
dρe ◦ ζ

∣∣∣ ζ ∈ g(En)
}
⊂ θ(C) ⊂ θ(πp)

と定義される。写像芽の１径数族at : (Rn, 0) −→ (G, e)についてdat(x)/dt|t=0 ∈ g(En)
なので、ζ(x) = dat(x)/dt|t=0と置くと

dHρ
at(x, y)

dt
|t=0 =

dρ(at(x))(y)

dt
|t=0 = dρe ◦ ζ(x)(y) = dρe ◦ ζ(x, y)

が得られる。従って、θ(C[(ρ,G)])は C[(ρ,G)](n, p)の1Rn×Rp における（形式的）接空
間である。ここで、En準同型 (dρe)∗ : g(En) −→ L(Rp)(En)を (dρe)∗(ζ) = dρe ◦ ζと定
義すると、(dρe)∗(ζ) = (dρe)∗(ζ)で定義される En準同型 (dρe)∗ : g(En) −→ θ(C) の像
が θ(C[(ρ,G)])に一致する。従って、θ(C[(ρ,G)])は θ(C) ⊂ θ(πp)のEn部分加群である。
ここで、Rp の基底Σ = {v1, . . . , vp}を任意に 1組選ぶ。 この時、リー群の同型写像
rΣ : GL(Rp) −→ GL(p,R)によって、表現 ρΣ = rΣ ◦ ρ : G −→ GL(p,R) が得られる。
今、d(rΣ)1Rp ◦dρe = d(ρΣ)e : g −→Mp(R)が成り立つので、(d(rΣ)∗(ξ)) = d(rΣ)1Rp ◦ξと
定めるとEn同型d(rΣ)∗ : θ(C) −→Mp(En) が得られる。ただし、Mp(En) =Mp(R)(En)
とおく。d(rΣ)∗(dρe ◦ ζ) = d(ρΣ)e ◦ ζなので、d(rΣ)∗(θ(C[(ρ,G)])) = (d(ρΣ)e)∗(g(En))が
成り立つ。ここでさらにリー環gのベクトル空間としての基底∆ = {δ1, . . . , δr} を任意
に選ぶと、任意の元 ζ ∈ g(En)は、ある ζk ∈ Enによって ζ(x) =

∑r
k=1 ζk(x)δk と書かれ

る。δk ∈ g ⊂ L(Rp)なので、 d(ρΣ)e(δk) = (λkij) ∈Mp(R)と書き表すことが出来る。こ
の時以下が成り立つ。



命題 5.1 同じ記号の下で、d(rΣ)∗(θ(C[(ρ,G)])) =
⟨
(λ1ij), . . . , (λ

r
ij)
⟩
En
が成り立つ。さ

らに、d(rΣ)∗はEn同型なので、θ(C[(ρ,G)]) = ⟨dρe(δ1), . . . , dρe(δr)⟩Enが成り立つ。

写像芽f : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)に対して、対応する切断芽sf : (Rn, 0) −→ (Rn×Rp, 0)

を考えると C同値に対する形式的接空間は TC(f) = {ξ ◦ sf | ξ ∈ Mp(En)} ⊂ θ(sf )

であるが、ξ ◦ sf (x) = ξ(x, f(x)) = ξ(x)(f(x)) ∈ Rpなので、ξ ◦ sf ∈ θ(f)となり、
TC(f) ⊂ θ(f)が成り立つ。従って、C[(ρ,G)]同値の形式的接空間は

TC[(ρ,G)](f) = {dρe ◦ ζ ◦ sf | ζ ∈ g(En)} ⊂ TC(f) ⊂ θ(f)

で与えられる。ここで、En加群をMp(En)(f) = {(ζij)tf | (ζij) ∈Mp(En)}と置き、Rpの基
底Σに対して、En同型d(rΣ,f ) : TC(f) −→Mp(En)(f) をd(rΣ,f )(ξ ◦ sf )(x) = d(rΣ)1Rp ◦
ξ(x)(f(x)) = (ξij(x))

tf(x)と定める。ただし、(ξij) = d(rΣ)1Rp ◦ξ ∈Mp(En)である。従っ
て、d(rΣ,f )(TC[(ρ,G)](f)) = (d(ρΣ)e)∗(g(En))(f) = {(ζij)tf | (ζij) ∈ (d(ρΣ)e)∗(g(En))}
が得られる。

命題 5.2 リー環 gの基底∆に対して、d(rΣ,f )(TC[(ρ,G)](f)) =
⟨
(λ1ij)

tf, . . . , (λrij)
tf
⟩
En

である。さらに、TC[(ρ,G)](f) = ⟨dρe(δ1) ◦ sf , . . . , dρe(δr) ◦ sf⟩Enも成り立つ。

特に、線形リー群 G ⊂ GL(p,R)の時は、g ⊂ Mp(R)の基底を {Λ1, . . . ,Λr}とする
と、TC[G](f) = ⟨Λ1

tf, . . . ,Λr
tf⟩En である。また、K[(ρ,G)]同値の形式的接空間は

TK[(ρ,G)](f) = tf(Mnθ(n)) + TC[(ρ,G)](f)、拡張された接空間は TK[(ρ,G)]e(f) =

tf(θ(n)) + TC[(ρ,G)](f) となる。従って、以下が成り立つ。

定理 5.3 TK[(ρ,G)](f)とTK[(ρ,G)]e(f)は有限生成En加群である。

A[G]同値の場合は形式的接空間は混合準同型となったが、それに比べて K[(ρ,G)]
同値の場合は En加群という遥かに単純な代数構造を持つことが解った。この事実は
K[(ρ,G)]同値がDamon[6, 7]による「AまたはKの幾何学的部分群」となることを意
味し、従来の写像の特異点論における様々な基本定理が全て成り立つことを意味して
いる。しかし、Damonによる枠組みは一般的かつ抽象的すぎて、結果的には個別の場
合にDamonの条件を満たすことを確認するだけでもかなりの労力を要する。ここで考
えているK[(ρ,G)]同値は常にMatherのK同値とR同値の間にあるので、標語的には
KとR双方で成り立つ事はK[(ρ,G)]でも成り立つ事となる。共同研究者の一人の寺
本は、この接空間が有限生成 En加群であると言う事実から、「包括的グレブナー系」
を用いることにより、K[(ρ,G)]同値に関する自動分類プログラムを開発中である [36]。
K[(ρ,G)]同値に関する様々な定理を列挙するには紙数が足りないので、次節では、表
現 (ρ,G)を考えることにより、独自に成り立つことのいくつかを述べる。

6. 表現の同値と群の縮小・拡大
最初に表現の間の同値関係を考える。ρi : G −→ GL(Rp) (i = 1, 2)をリー群Gの表現

とする。表現ρ1, ρ2が同値であるとはR同型ψ : Rp −→ Rpが存在して、任意のa ∈ G.
に対してψ ◦ ρ1(a) ◦ ψ−1 = ρ2(a) が成り立つことと定義する。この時以下が成り立つ。

命題 6.1 リー群Gの表現ρ1, ρ2がR同型ψ : Rp −→ Rpによって同値であるとする。こ
の時、f, g : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)がK[(ρ1, G)]同値である為の必要十分条件はψ ◦ f, ψ ◦ g
がK[(ρ2, G)]同値となることである。



この命題から、K[(ρ,G)]同値は表現の同値によらないことがわかり、同値の範囲内で
より解りやすい表現を選ぶことができる。実際、Σを Rpの基底として、群同型 rΣ :

GL(Rp) −→ GL(p,R)に対して、ρΣ = rΣ ◦ ρ : G −→ GL(p,R)とする。このとき、Rp

の標準基底ei (1 ≤ i ≤ p)によってψΣ(ei) = viとなるR同型写像ψΣ : Rp −→ Rpを考
えるとρとρΣ はψΣによって同値となるので、fのK[(ρ,G)]同値類はψΣ ◦ fのK[ρ(G)]
同値類に対応する。この場合、ρ(G) ⊂ GL(p,R)がよく知られた古典群に一致する場合
は分類の為の計算がより簡単となる。
次に,部分リー群H < Gを考える。この時、ρH = ρ|H : H −→ GL(Rp)もリー群の
表現となるので、K[(ρ,G)]同値とK[(ρH , H)]同値を比較することが考えられる。この
時、写像芽 f : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)に対して、(ρ, ρH)に関する無限小相対的モジュライ
空間を

M(K[(ρ,G;H)].f) =
K[(ρ,G)](f)
K[(ρH , H)](f)

∼=
C[(ρ,G)](f)
C[(ρH , H)](f)

と定義する。以後、簡単のため、ι : G ⊂ GL(p,R)の場合について述べる。この場
合、M(K[(ι, G;H)].f) = M(K[G;H].f)と書く。ここで、Mp(En)の En 部分加群を
Mp(En)f = {(ζij) ∈ Mp(En) | (ζij)tf = 0}とする。この時、Gのリー環 hに対して、
g(En)f = g(En) ∩Mp(En)f と定義する。さらに、hをHのリー環とすると以下が成り
立つ。

定理 6.2 En同型M(K[G;H].f) ∼=
g(En)

h(En) + g(En)f
が成り立つ。

次にRpの部分ベクトル空間 V で ρ : G −→ GL(Rp)が ρ不変でない場合を考える。こ
の時、GV = {a ∈ G | ρ(a)(V ) ⊂ V }と置くと、以下が成り立つ。
命題 6.3 GV はGの閉部分リー群となり、表現 ρV = ρ|GV

: GV −→ GL(V )が定義可
能である。
８節では、この命題6.3の構成が必要な応用例が与えられる。

7. K[G]同値の例
ここでは、より簡単な構造を持つK[G]同値の例をいくつか述べる。K[G]同値はTougeron

が [37]で導入したG同値そのものである。今後、K = RまたはCとする。

7.1. 零点集合の旗
Gとして、左三角行列のなす線形リー群

T ∗
ℓ (p) =

A =


λ11 0 . . . 0

λ21 λ22 . . . 0
...

...
. . .

...

λp1 λp2 . . . λpp

 ∈ GL(p,K)
∣∣∣ λ11λ22 · · ·λpp ̸= 0


を考える。写像芽 f = (f1, . . . , fp) : (Kn, 0) −→ (Kp, 0)に対して、Vj(f) = ∩i=j

i=1f
−1
i (0)

(j = 1, . . . p)と置くと、V1(f) ⊃ V2(f) ⊃ · · · ⊃ Vp(f)となる。この時、FV (f) =

(V1(f), V2(f), . . . , Vp(f)) を fの零点集合の旗と呼ぶ。写像芽 f, g : (Kn, 0) −→ (Kp, 0)

に対して、FV (f), FV (g)が旗K同値であるとはf, gがK[T ∗
ℓ (p)]同値である事と定義す

る。この時、ϕ ∈ Diff(n)が存在して全ての j = 1, . . . , pに対して（同時に）ϕ(Vj(f)) =
(Vj(g))が成り立つ。



7.2. 超曲面配置
Gとして、対角行列のなす線形リー群

D∗(p) =

A =


λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . λp

 ∈ GL(p,K)
∣∣∣ λi ∈ R, i = 1, 2, λ1λ2 · · ·λp ̸= 0


を考える。写像芽f = (f1, . . . , fp) : (Kn, 0) −→ (Kp, 0)に対して、V (fi) = f−1

i (0) (i =

1, . . . p)と置き、AV (f) = (V (f1), . . . V (fp)))をfの超曲面配置と呼ぶ。AV (f), AV (g)

が配置として K同値であるとは f, g が K[D∗(p)]同値である事と定義する。この時、
ϕ ∈ Diff(n)が存在して全ての i = 1, . . . , pに対して（同時に）ϕ(Vi(f)) = (Vi(g))が成
り立つ。
ここで、双A同値の定義と同様にGとしてD∗(p1, p2)を考えると、２つの零点集合
の配置に関する同値関係が定義できる。この場合は双K同値と呼ばれ、[5, 33]におい
て研究されている。またこの場合の類似として、零点集合上の関数芽の分類理論も考
えることができる [8, 23]

7.3. その他の同値関係
その他、Gとして古典リー群を採用すると、K[SO(p)]同値、K[SO(1, p)]同値、K[SL(p,K)]

同値、K[Sp(2p)]同値など様々な同値関係を考える事ができる。特に、K[SO(p)]同値は
次節における行列特異点との関係から重要である。

8. K[(ρ,G)]同値の例
K[(ρ,G)]同値の興味深い例としては、行列特異点の研究が挙げられる。

8.1. 一般の行列特異点
歴史的には、行列特異点の研究はArnol’d[1]による、行列族のジョルダン標準形に関
する研究が最初である。ρ : GL(m,K) −→ GL(Mm(K))を X ∈ Mm(K)に対して、
ρ(A)(X) = AXA−1と定義する。Arnol’dは写像芽f : (Kn, 0) −→Mm(K)を行列の族と
考え、K[(ρ,GL(m,K))]同値による分類の標準形を行列族のジョルダン標準形と呼んだ。
この理論は常微分方程式の分岐の研究などに応用された。Bruce[3]は、 対称行列全体
の空間Sym (m)について、表現ρ : GL(m,K) −→ Sym (m)をX ∈ Sym (m)に対して、
ρ(A)(X) = AX tAとした場合を考えた。BruceはK[(ρ,GL(m,K))]同値をG同値と呼び、
標準形を求めた。この研究の動機の１つとしては、微分方程式a(x, y)dy2+2b(x, y)dxdy+

c(x, y)dx2 = 0に対応する判別集合（対応する対称行列の行列式がゼロとなる集合）の
形状を求めることが挙げられる。さらにBruce-Tari[4]は正方行列全体の集合Mm(K)に
Sym (m)と同様なGL(m,K)の表現を考えている。この場合、群をSL(m,K)に制限す
ると行列式が保存され、より興味深いと思われる。その後、一般の行列空間Mm×q(K)

と表現 ρ : GL(m,K) × GL(q,K) −→ GL(Mm×q(K))を ρ(A,B)(X) = AXB−1とした
場合の研究が、主にヨーロッパやブラジルの特異点論研究者達により開始された。こ
の場合の動機の主なものとしては、いわゆる行列の行列式的特異点（determinantal

singularities）の研究にある。Mm×q(K)部分集合をM r
m×q = {A | rankA < r}、 (r ≤

min(m, q)) とする。写像芽 f : (Kn, 0) −→ Mm×q(K)に対して、Xr
f = f−1(M r

m×q) を



(m, q, r)型の行列式的集合と呼ぶ。(1, q, 1)型の行列式的集合や (m, 1, 1)型の行列式的
集合は f の零点集合 V (f) = f−1(0)となり、行列式的特異点論は解析的集合や代数的
集合の特異点論の一般化とみなせる。その為、解析的集合に対して成り立つ性質がど
こまで成り立つかと言う（ やや安直な）動機から近年盛んに研究されていると思われ
る。この場合、K[(ρ,GL(m,K) × GL(q,K))]同値がこの行列式的集合の分類に対応す
るので、応用として使われている。

8.2. トレースが零のエルミート行列
ここでは、Gを特殊ユニタリ群 SU(m)して、トレースが零のエルミート行列全体の
空間 Herm 0(m) = {X ∈ Mm(C) | X∗ = X,TraceX = 0 } を考える。ただし、X∗

はX の随伴行列とする。Herm 0(m)はm2 − 1次元 Rベクトル空間である。さらに、
(X,Y ) = TraceXY ∗ と置くと、(, )は Herm 0(m)上の正定値内積となる。随伴表現
Ad : SU(m) −→ GL(Herm 0(m))を Ad(A)(X) = AXA∗とすると、TraceAXA∗ =

TraceX なので、Ad(SU(m)) ⊂ Iso+ (Herm0(m))となる。ただし Iso+ (Herm0(m))は
Herm 0(m)上の向きを保つ等長写像全体のなす群である。ここで、Σ = {σ1, . . . σp}を
Herm0(m)の正規直交基底とする。この時、標準内積を持つユークリッド空間Rpへの
等長写像ϕΣ : Herm 0(m) −→ Rpが定まる。従って、Iso+ (Herm 0(m))はこの基底に依
存して標準的にSO(p) (p = m2−1)と同一視することができる。さらに、リー群の表現
ρΣ : SU(m) −→ SO(p) ⊂ GL(p,R)がy ∈ Rp.に対してρΣ(A)(y) = ϕΣ ◦Ad(A)◦ϕ−1

Σ (y)

と定まる。写像芽f : (Rn, 0) −→ (Herm 0(m), O)の間の同値関係としてK[(Ad, SU(m))]

同値を考えると、TK[(Ad, SU(m))](f) = tf(Mnθ(n)) + {[ζ, f ]| ζ ∈ su(m)(En)} とな
る。ここで、写像芽 f : (Rn, 0) −→ (Herm 0(m), O)の固有関数芽（微分可能とは限ら
ない）が得られるが、それらを（重複を込めて）E(f)i : (Rn, 0) −→ R (i = 1, . . . ,m)

と書き表すとX ∈ Herm0(m)とA ∈ SU(m)に対して、Xの固有値とAXA∗の固有値
は一致するので、以下の重要な命題が成り立つ。

命題 8.1 写像芽 f, g : (Rn, 0) −→ (Herm 0(m), O)がK[(Ad, SU(m))]同値とするなら
ば、ϕ ∈ Diff (n)が存在して、E(f)i ◦ ϕ = E(g)i (i = 1, . . . ,m)が成り立つ。

この命題から、写像芽がK[(Ad, SU(m))]同値ならば、対応する固有値関数芽のグラフ
の形状は等高線も含めて微分同相で移り会うことを意味している。さらに命題６.１の
系として以下が成り立つ。

命題 8.2 写像芽 f, g : (Rn, 0) −→ (Herm 0(m), O)がK[Ad(SU(m))]同値であるための
必要十分条件はϕΣ ◦ f, ϕΣ ◦ g : (Rn, 0) −→ (Rp, 0) がK[ρΣ(SU(m))]同値となることで
ある。

K[ρΣ(SU(m))]同値に関しては

TK[ρΣ(SU(m))](ϕΣ ◦ f) = t(ϕΣ ◦ f)(Mnθ(n)) + {ϕΣ([ζ, f ])| ζ ∈ su(m)(En)}

である。このK[(Ad, SU(m))]同値を考える動機としては、以下のトポロジカル絶縁体
の理論や分子伝播の理論への応用が見込まれる。Hagedorn[19]は分子伝播を量子力学
におけるエネルギーバンド交差の観点から記述するため、ハミルトン作用素

Ĥ(ε) = −ε
4

2
∆x +H(x)



により定まる、シュレデインガー方程式 iε2
dψ

dt
= Ĥ(ε)ψを考え、さらに、分子の運動で

は、原子核と電子の運動のスピードの差が大きいため、H(x)の部分で近似できるという、
ボルン・オッペンハイマー近似を採用して、準古典解析的な近似理論（WKB解析）を展
開している。この場合、H(x)は原子核の位置x ∈ Rnに依存するトレース零のエルミート
行列でその固有値関数がエネルギーを表す。Hagedornは固有値が２つである場合を想定
し、その２つの固有値をEA(x) ≥ EB(x)とあらわす時、Γ = {x ∈ Rn | EA(x) = EB(x)}
を交差集合と名付け、ジェネリックにはΓは多様体となり、さらにその余次元は、1, 2, 3, 5
の４つの場合しかないことを示した。さらに、これらの場合が、１１種類に分類され、
そのうち余次元１の場合が７種類あり、詳しいWKB解析を行っている。残された場合
は余次元２の場合（タイプ I)、余次元３の場合（タイプBとタイプK）、余次元5の場
合（タイプJ）である。

8.2.1. タイプBとK

この場合、Hagedornの標準形によると空間はHerm 0(2)であり、その元は一般的に

H =

(
h3 h1 − ih2

h1 + ih2 −h3

)
という形をしている。この空間上の正定値内積を ⟨X,Y ⟩ = 1

2
(X,Y ) = 1

2
TraceXY

とすると、パウリ行列 σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
によって、正

規直交基底 Σ = {σ1, σ2, σ3}が得られる。この時、H = h1σ1 + h2σ2 + h3σ3となり、
表現 ρΣ : SU(2) −→ SO(3) ⊂ GL(3,R) が得られる。この ρΣは SO(3)の二重被覆
写像となることがわかり、SU(2) = Spin(3)という事実に対応している。従って、写
像芽 f : (Rn, 0) −→ (Herm 0(2), O)は f(x) = f1(x)σ1 + f2(x)σ2 + f2(x)σ3 という
形をしていて、ϕΣ ◦ f(x) = (f1(x), f2(x), f3(x)) ∈ R3 となる。f の固有値関数芽は
E±(x) = ±

√
f 2
1 (x) + f 2

2 (x) + f 2
3 (x)となり、E+(x)が非負値の固有値関数芽、E−(x)が

非正値の固有値関数芽で、(Rn, 0)の原点で値が零となり一致する（エネルギー交差が
起こる）。 命題８.２から、以下の命題が成り立つ。
命題 8.3 f, g : (Rn, 0) −→ (Herm 0(2), O)がK[(Ad, SU(m))]同値である為の必要十分
条件は ϕΣ ◦ f, ϕΣ ◦ gがK[SO(3)]同値となることである。
写像芽fのK[(ρ,G)]余次元をdimR θ(f)/TK[(ρ,G)]e(f) と定義すると以下が成り立つ。
定理 8.4 ([34]) K[(Ad, SU(2))]余次元 7以下の写像芽 fについて、ϕΣ ◦ fは下記の芽
のどれかにK[SO(3)]同値である:

ϕΣ ◦ f 条件 K[(Ad, SU(2))]余次元
(x1, x2, x3) 0

(x1, x2, x
ℓ
3) ℓ = 2, 3, . . . , 8 ℓ− 1

(x1, x
2
2, x

2
3 + rx22) r ∈ [0,∞) 5

(x1, x2x3,
r
2
(x22 − x23)) r ∈ (0, 1) 5

(x1, x
2
2 + x23, r(x

3
2 + x33)) r ∈ (0,∞) 7

(x1, x1x2, r(x
3
2 + x33)) r ∈ (0,∞) 7

(x1, x2x3 +
r
2
x2(x

2
2 − x23), 12(x

2
2 − x23)(1 + rx3)) r ∈ (0,∞) 7



8.2.2. タイプ I

この場合の空間は,トレースが零の実対称2次行列の空間Sym 0(2) である。またリー群
GとしてSO(2)を考える。さらにSO(2) = SU(2) ∩M2(R)なので、Sym 0(2)上にも正
定値内積 ⟨X,Y ⟩ = 1

2
TraceXY が誘導される。この時、パウリ行列の一部Σ = {σ1, σ3}

はSym 0(2)の正規直交基底となる。 さらにρΣ(SO(2)) = SO(2)も成り立つ。この時、
写像芽 f : (Rn, 0) −→ (Sym 0(2), 0)は f(x) = f1σ1 + f2(x)σ3と書き表され、従って、
ϕΣ ◦ f(x) = (f1(x), f2(x)) ∈ R2となる。命題８.２から、以下の命題が成り立つ。

命題 8.5 写像芽 f, g : (Rn, 0) −→ Sym0(2)がK[(Ad, SO(2))]同値であるための必要十
分条件はϕΣ ◦ f, ϕΣ ◦ gがK[SO(2)]同値となることである。

定理 8.6 ([25]) n ≥ 2かつK[(Ad, SO(2))]余次元６以下の写像芽 fについて、ϕΣ ◦ f
は下記の芽のどれかにK[SO(2)]同値である:

ϕΣ ◦ f 条件 K[(Ad, SO(2))]余次元
(x1, x2) 0

(x1, x
ℓ
2 ± x23 ± x24 ± · · · ± x2n) ℓ = 2, 3, . . . , 7 ℓ− 1

(x1, x
2
2x3 ± x33 ± x24 ± · · · ± x2n) n ≥ 3 4

(x1, x
2
2x3 + x43 ± x24 ± · · · ± x2n) n ≥ 3 5

(x21, x
2
2 + rx21) n = 2, r ∈ [0,∞) 5

(x1x2,
r
2
(x21 − x22)) n = 2, r ∈ (0, 1) 5

(x1, x
2
2x3 ± x53 ± x24 ± · · · ± x2n) n ≥ 3 6

(x1, x
3
2 ± x43 ± x24 ± · · · ± x2n) n ≥ 3 6

写像芽fの固有値関数芽はE±(x) = ±
√
f1(x)2 + f2(x)2なので、n = 2の場合、それぞ

れの標準形に対してそのグラフを描くことができる。ここでは、K[(Ad, SO(2))]余次
元が０と５の場合の図は以下のようになる：余次元０のグラフがデイラック錐と呼ば

余次元0; rank 2 余次元5; rank 1 余次元5; rank 0 余次元5; rank 0

れるエネルギー交差で、質量が零のフェルミ粒子に対応している。 その他のものは、
余次元分だけの変形をすると普遍変形（開折）が得られる。例えば余次元１のものの
普遍変形はϕΣ ◦ f(x1, x2) = (x1, x

3
2 + u)となり、その分岐も描くことが出来る（講演で

はお見せする予定）。

8.2.3. タイプJ

この場合、空間はHerm0(4)の５次元部分空間HJ(4)でその元は

H =


h1 0 h2 + ih3 h4 + ih5
0 h1 −h4 + ih5 h2 − ih3

h2 − ih3 −h4 − ih5 −h1 0

h4 − ih5 h2 + ih3 0 −h1

 , (*)



という形をした行列である。HJ(4)にも正定値内積 ⟨X,Y ⟩ = 1
4
TraceXY が定まり、こ

こで、

σ1=

(
I 0

0 −I

)
,σ2=

(
0 I

I 0

)
,σ3=

(
0 iσ3
−iσ3 0

)
,σ4=

(
0 iσ2
−iσ2 0

)
,σ5=

(
0 iσ1
−iσ1 0

)

と置くと、Σ = {σ1, σ2, σ3, σ4, σ5}はHJ(4)の正規直交基底となる。ここで、HJ(4)は
表現Ad : SU(4) −→ Herm0(4)で不変でないので、命題６.３で構成した SU(4)の部
分リー群SU(4)HJ (4)の連結成分をSU(4)Jとして、随伴表現の制限AdJ = Ad|SU(4)J :

SU(4)J −→ Isom+(HJ(4))を考える。さらに、Σにより、表現行列を考えると ρΣ :

SU(4)J −→ SO(5)が得られる。

命題 8.7 ρΣ : SU(4)J −→ SO(5)は上への写像である。

命題６.１とその後の説明から、以下が成り立つ。

定理 8.8 ([25]) 写像芽 f, g : (Rn, 0) −→ (HJ(4), 0)がK[(AdJ , SU(4)J ]同値であるた
めの必要十分条件はϕΣ ◦ f, ϕΣ ◦ gがK[SO(5)]同値となることである。

この定理からタイプ Jの量子力学的ハミルトニアンをエネルギーを保つように分類す
るには写像芽f : (Rn, 0) −→ (R5, 0)をK[SO(5)]同値により分類すれば良いことがわか
る。これについては、現在、共同研究者の高橋、寺本両氏と共に研究中である。特に
寺本が開発中の自動分類プログラムが力を発揮すると思われる。

8.2.4. 展望
ここでは、今後の展望と問題について箇条書きにする。
(1) 分岐理論: 考えている系に新たに (電圧、圧力、熱などの）外力が加わった場合の
系の分岐を研究するためにはそれらの情報をすべてパラメータとして含む普遍変形を
求めれば良く、その構成法は、無限小普遍変形を求めれば良いこととなり、その計算
方法はすでにこの枠組みで確立されている。しかし、系の分岐を考える場合、ある特
殊なパラメータ（例えば、電圧）が元々与えられている系を考える場合も想定される。
そのために、パラメータを分解することが必要となる。この場合については、以前に
研究した [22]の方法をK[(ρ,G)]同値の場合に適用する事が可能である。
(2) 同変理論: 固体物理学では、結晶などを扱うことが多いので、その対称性を記述す
る有限群で不変な理論が必要となる。この場合も、一般的な枠組みは、１９８０年代
に開発された、「同変写像の特異点論」が有効であり、基本的枠組みはすでに確立して
いる。しかし、応用上は、具体的な対称性を持つ結晶群に対する分類を行わなければ
ならない。この場合は、興味深い現象を記述する場合の個別の分類が重要である。実
際、共同研究者の寺本氏が中心になってBi2SE3というトポロジカル絶縁体の場合に分
類が実行されている。ここでも自動分類プログラムが有効である [35, 36]。
(3) 定義域の幾何構造: G′ ⊂ GL(n,R)に対して、Diff[G′](n)を考えることにより、

A[G′;G](n, p) = Diff[G′](n)×Diff[G](p)

K[G′; (ρ,G)](n, p) = Diff[G′](n)⋊ C[(ρ,G)](n, p)

を考えることができる。この場合は、ラグランジュ特異点論、WKB解析理論、(1)の
意味での変形理論等、さらに多くの例 [11]が含まれるが、無限小代数構造はより複雑と



なる。例えば、G′ = O(n)として斉次2次関数芽f : (Rn, 0) −→ (R, 0)のA0[O(n); {1}]
同値は2次形式としての同値関係に対応していて、対称行列の対角化理論に対応する。
(4) 大域的性質:大域的な分類は元々の Thom-Mather理論においても不可能なので、
Thomの戦略では、最初に局所的分類を実施し、その後それらの標準形のつながりを研
究するという方針であった。その為には、多重写像芽の分類理論を構成する必要があ
る。また、局所理論の分類の標準形から、ヴァシリエフ型位相不変量等が求められる
事が予測され、その物性物理的な意味づけが興味深い問題である。
(5) その他: 幾何学的同値関係の例でここで述べたもの以外の興味深いものを探すこと
は重要な問題だと思われる。例えば、8.2で述べたトレース零のエルミート行列の場合
Herm0(3)にはゲルマン行列という素粒子論において基本的役割を担う正規直交基底が
知られている。この場合の分類とは何を意味するのか等、興味は尽きない。また、ト
レースが零とは限らない一般のエルミート行列の場合の応用も考えられる。
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