
異なるDynkin型のアフィン量子群の有限次元表現
圏の間に見られる類似性について
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概 要

本稿では, A
(1)
2n−1 型と B

(1)
n 型の量子アフィン代数の有限次元表現圏の量子

Grothendieck環の間に得られた同型について報告する. この同型の系として,

B
(1)
n 型量子アフィン代数の既約表現の (q, t)-指標の様々な正値性が得られる.
さらにこの同型がKashiwara-Kim-Ohによって得られた同型に特殊化される
ことから, B

(1)
n 型量子アフィン代数の既約表現の q-指標がKazhdan-Lusztig

アルゴリズムによって求められるというHernandezの予想が証明されること
を述べる. 本研究はDavid Hernandez氏との共同研究である.

1. 導入
1.1. 問題設定

複素単純Lie環gに対し, 対応するアフィンLie環 ĝとはこのループ化Lg := g⊗C C[t±1]

を以下の形で中心拡大したLie環 ĝ = Lg⊕ CKである :

[X ⊗ tm + aK, Y ⊗ tn + bK] = [X,Y ]⊗ tm+n + δm+n,0mκ(X,Y )K.

ここで, X,Y ∈ g,m, n ∈ Z, a, b ∈ Cであり, κ(−,−)は g上のKilling形式とする. gの
Dynkin型がXn(X = A, . . . ,G)であるとき, ĝはX

(1)
n 型アフィンLie環と呼ばれる.

量子アフィン代数 (=アフィン量子群) Uq(ĝ)とは, アフィンLie環 ĝの普遍展開環U(ĝ)
にパラメータ qを入れて変形 (q-変形)した代数であり, Drinfeld, Jimboによって’80年
代の中頃に導入された. 量子アフィン代数Uq(ĝ)はU(ĝ)と同様にHopf代数の構造を持
つが, 顕著な違いとして量子アフィン代数の方は余可換ではない. 表現の言葉で述べる
と, 2つのUq(ĝ)の表現V,W に対し, テンソル表現V ⊗W を定義することができるが,

一般にはこれはW ⊗ V と成分の入れ替えでは同型にならない. 一方で, V,Wが有限次
元既約表現のとき, V ⊗WとW ⊗ V は“genericには”同型となることが知られている.

しかし, このときの同型写像も成分の入れ替えではなく, 非自明な写像となり, こうし
て得られる非自明な写像の族が量子逆散乱法, 結び目理論, Schur-Weyl双対性など様々
な場面において現れる量子Yang-Baxter方程式のスペクトルパラメータ付きの非自明
解を与える. このことに動機づけられ, 様々な角度からUq(ĝ)の有限次元表現論の研究
が行われてきたが, Uq(ĝ)の有限次元表現圏はモノイダルアーベル圏として, 半単純でも
なければブレイディングも存在せず, その構造は今もよく理解されていない点が多い.

さらに, 既約表現の分類はChari-Pressleyによって’90年代前半に行われたものの, それ
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ぞれの次元や“指標”(q-指標と呼ばれる)を与える一般公式は存在しない. そこで, ここ
では以下の2つの基本的な未解決問題を考える :

(Q1) Uq(ĝ)の既約表現の次元, および q-指標を一般的に求める方法はあるか?

(Q2) Uq(ĝ)の有限次元表現圏のGrothendieck環の“良い記述”は存在するか?

(Q1)は量子アフィン代数の個々の表現に関する問題, (Q2)は表現圏のモノイダル圏と
しての構造に関する問題である.

量子アフィン代数Uq(ĝ)は対応する ĝのDynkin型X
(1)
n のXがADEのいずれかであ

るとき対称型と呼ばれ, それ以外のとき非対称型と呼ばれる. (Q1), (Q2)についてもう
少し詳しく背景を述べるが, ここではUq(ĝ)が対称型か非対称型かという点が重要な違
意を生んでいることが見て取れると思われる.

(Q1)について : 既約表現の q-指標の計算について, アフィンLie環のDynkin型が対称
型の場合に, Nakajimaは既約表現の q-指標を求めるアルゴリズムを与えた [N04]. つま
り, この場合には (Q1)には一つの解答が与えられている. これはq-指標の t-変形 ((q, t)-

指標)を考え, Kazhdan-Lusztigアルゴリズムの結果として既約表現の q-指標を得ると
いうものであった. Nakajimaの t-変形の構成は次数付き箙多様体の幾何に基づいてお
り, この構成がKazhdan-Lusztigアルゴリズムの結果が正当な既約表現の q-指標の t-変
形である (= t = 1で正しく q-指標に特殊化される)ことを保証していた.

非対称型の場合への拡張の試みとして, HernandezはFrenkel-Reshetikhinのオリジナ
ルの q-指標の構成を基に代数的に標準表現の q-指標の t-変形を構成した [H04]. これを
用いて, 形式的にKazhdan-Lusztigアルゴリズムを働かせることで, “既約表現の (q, t)-

指標”が得られるが, この代数的な構成からは t = 1でこれが実際の q-指標に特殊化さ
れるという事実は保証されない. つまりこの場合は以下は一般には未だ予想である.

予想 1.1. 非対称型の場合も, 既約表現の (q, t)-指標は t = 1で q-指標に特殊化される.

つまり, 既約表現の q-指標は Kazhdan-Lusztigアルゴリズムによって求めることがで
きる.

(Q2)について : ここではまず何が“良い記述”であるかということを述べておく必要が
ある. 我々は, 既約表現のなすGrothendieck環の基底に関して, 積に関する構造定数の
情報が組織的に得られる場合に “構造が記述されている”と考える. この種の問題への
アプローチの一つのとしてHernandez-Leclercによって導入された団代数のモノイダル
圏化という指導原理がある [HL10].

団代数とは Fomin-Zelevinskyによって’00年代前半に導入された抽象的な代数系で
あって, 団変数と団単項式と呼ばれる特別な元が指定されている環である [FZ02]. ここ
で, この代数系の特徴は団変数, 団単項式という元たちを有限の初期データからあるア
ルゴリズムによって一般には無限に作る手続き (変異と呼ばれる)が与えられているこ
とにある.

量子アフィン代数の有限次元表現圏のGrothendieck環を考えると, ここに団代数の
構造が入ることが知られている [HL16]. ここでの団変数, 団単項式が既約表現の類に含
まれるということがモノイダル圏化の予想である (量子アフィン代数の有限次元表現圏
が団代数のモノイダル圏化を与えると言われる). 団単項式は団変数の積で表されるも
のなので, もしモノイダル圏化予想が正しければ, 互いにテンソル積をとっても既約性



の崩れないような表現の族を組織的に構成する手段が与えられるということになり, こ
れはGrothendieck環の積の構造定数が単純な形になる部分を (一般には)無限に抜き出
しているという点で表現環の良い記述であると言える. 現在Qinによって対称型の場合
にはこの予想は解決されており [Q17], ここでもこれを非対称型の結果に拡張すること
が目標となる.

1.2. 主結果の概要

我々の主結果は, A
(1)
2n−1型とB

(1)
n 型の (q, t)-指標の間の関係に着目することで, B

(1)
n 型の

(Q1), (Q2)にアプローチするものである.

X
(1)
n 型の量子アフィン代数の有限次元表現の圏をC

X
(1)
n
,そのGrothendieck環をK(C

X
(1)
n
),

量子Grothendieck環 (=C
X

(1)
n
の既約表現の (q, t)-指標のなす代数)をKt(CX(1)

n
)と書く.

我々の結果は以下である :

定理 1.2 (Hernandez-O. (定理4.1)). Z[t±1/2]-代数としての同型

Kt(CA(1)
2n−1

) ≃ Kt(CB(1)
n
),

{
既約表現の
(q, t)-指標

}
↔

{
既約表現の
(q, t)-指標

}
.

が存在する.

1.1節を踏まえると, この同型は対称型と非対称型を繋いでいることが重要である. 実
際に, A

(1)
2n−1の場合に知られていた結果をこの同型を用いてB

(1)
n 型の結果に翻訳するこ

とで, B
(1)
n 型の場合には知られていなかった様々な正値性に関する結果が得られる (系

4.4, 4.5).

さらに, 我々が得た定理1.2の同型が, Kashiwara-Kim-Ohによって得られた以下の形
の通常のGrothendieck環の同型

K(C
A

(1)
2n−1

) ≃ K(C
B

(1)
n
), {既約表現} ↔ {既約表現} .

に t = 1で特殊化されることが示される. これにより, B
(1)
n 型において予想 1.1(=(Q1))

が肯定的に解決される (系4.8). さらに, (Q2)のGrothendieck環の記述に関しても, B
(1)
n

型とA
(1)
2n−1型で問題が等価であることがわかる

1.

なお, A
(1)
2n−1/B

(1)
n 型以外の場合についての上記のような対応については現在取り組み

中であるが, 今後の課題については5章を参照されたい.

2. 量子アフィン代数の有限次元表現論
本章ではまず, 量子アフィン代数の有限次元表現論について簡単に復習する. 以下は一
般的な記号である :

• gをXn型複素単純Lie環 (Xn = An,Bn,Cn, . . . ,G2)とし, {αi | i ∈ I} (resp. {hi |
i ∈ I})をその単純ルート (resp. 余ルート)の集合とする.

• C = (cij)i,j∈I = (⟨hi, αj⟩)i,j∈IをgのCartan行列とし, (ri)i∈I ∈ ZI
>0を,

(i) ricij = rjcji, ∀i, j ∈ I (ii) min{ri | i ∈ I} = 1

を満たす唯一の正の整数の組とする. (X = ADEの場合, 全ての i ∈ Iに対して
ri = 1.)

1この等価性に関しては論理的には, Kashiwara-Kim-Ohの結果から従っていると言った方が良い. 我々
の寄与は正確に述べるとこれを量子Grothendieck環 (量子団代数)に持ち上げた部分である.



• xを 1の冪根でない 0以外の複素数, あるいは不定元とする. このとき, 各 i ∈
I, n ∈ Zに対し,

xi := xri , [n]x :=
xn − x−n

x− x−1
,

とする.

以下では, qを1の冪根でない0以外の複素数とする.

定義 2.1 ([D88, B94]). X
(1)
n 型量子ループ代数Uq(Lg)(= Uq(X

(1)
n ))とは,

k±1
i (i ∈ I), x±

i,r ((i, r) ∈ I × Z), hi,r ((i, r) ∈ I × (Z \ {0}))

という生成元と, 以下の定義関係式によって定まるC-代数である (特に指定のない限り
添え字は動きうる範囲全てを動くとする) :

(I) kik
−1
i = 1 = k−1

i ki, kikj = kjki,

(II) kix
±
j,r = q

±cij
i x±

j,rki,

(III) [ki, hj,r] = 0,

(IV) [x+
i,r, x

−
j,s] = δij

ϕ+
i,r+s − ϕ−

i,r+s

qi − q−1
i

,

(V) [hi,r, x
±
j,s] = ± [rcij]qi

r
x±
j,r+s,

(VI) [hi,r, hj,s] = 0,

(VII) x±
i,r+1x

±
j,s − q

±cij
i x±

i,rx
±
j,s+1 = q

±cij
i x±

j,sx
±
i,r+1 − x±

j,s+1x
±
i,r,

(VIII)
∑

σ∈S1−cij

1−cij∑
k=0

(−1)k

[
1− cij

k

]
qi

x±
i,rσ(1)

· · · x±
i,rσ(k)

x±
j,sx

±
i,rσ(k+1)

· · ·x±
i,rσ(1−cij)

= 0.

ただし, i, j ∈ I, i ̸= j, r1, . . . , r1−cij , s ∈ Z.

ここで,

ϕ±
i (z) :=

∞∑
r=0

ϕ±
i,±rz

±r = k±1
i exp

(
±(qi − q−1

i )
∑
r>0

hi,±rz
±r

)
.

さらに, Uq(Lg)はHopf代数の構造を持つことが知られている (例えば [CP]参照). た
だし, これはChevalley型の表示という別のUq(Lg)の表示を用いて定義される構造で,

上に示した生成元で余積を記述するのは難しい. また, Uq(Lg)は量子アフィン代数Uq(ĝ)

をある中心元の生成するイデアルで割ったものとして書けるが, Uq(ĝ)の有限次元表現
においてはその中心元が0で作用する表現のみ考えて一般性を失わないので, 以下では
量子ループ代数Uq(Lg)の有限次元表現を考える.

注意 2.2. 量子ループ代数Uq(Lg)において, {k±1
i , x±

i,0 | i ∈ I}の生成するC-部分代数を
考えると, これはHopf部分代数であり, gの量子包絡環Uq(g)にHopf代数として同型で
ある.

C
X

(1)
n
を量子ループ代数Uq(Lg)の有限次元表現のなす圏をとする 2. これはモノイダ

ルアーベル圏である. いま, Uq(Lg)の生成元の一部 {ki, hi,r | i ∈ I, r ∈ Z \ {0}}は互
2厳密には C

X
(1)
n
は量子ループ代数Uq(Lg)の 1型有限次元表現のなす圏とする. 有限次元表現が 1型で

あるとは {ki | i ∈ I}の固有値が全て qm, m ∈ Zの形であることを言う. 量子ループ代数Uq(Lg)の有
限次元表現においては 1型の表現のみを考えても一般性を失わない.



いに可換なので, 任意のC
X

(1)
n
の対象V はこれらの作用に関する同時広義固有空間分解

V =
⊕

m Vmを持つ. ここで [CP, FR99]において, この同時固有値mはZ-係数無限変
数Laurent多項式環

YC×,X
(1)
n

:= Z[Y ±1
i,a | i ∈ I, a ∈ C×]

内のLaurent単項式として指定されることが示された. 具体的な対応は, 各ϕ±
i,±rのVm

における広義固有値をγ±
i,±rと書き, mを

m =
∏

i∈I,a∈C×

Y
ui,a

i,a ,

と表示したとき, 各 i ∈ Iに対して,

∞∑
r=0

γ±
i,±rz

±r =
∏
a∈C×

(
qi
1− zq−1

i a

1− zqia

)ui,a

として与えられる. ここで, これらはそれぞれ C[[z]], C[[z−1]]での等式である. なお,

ϕ±
i,0 = k±1

i であったことに注意すると, Yi,aは有限次元単純Lie環の表現論における i ∈ I

に対応する基本ウェイト eϖiの類似であることがわかる. 同時広義固有空間VmをV の
l-ウェイトmの l-ウェイト空間という. いま,

BC×,X
(1)
n

:=
{∏

i∈I,a∈C×
Y

mi,a

i,a | mi,a ≥ 0
}
⊂ YC×,X

(1)
n

とし, この元を支配的単項式とよぶ. これは, 有限次元単純Lie環の表現論における支
配的整ウェイトの類似であり, 実際に最高ウェイト理論の類似で以下が成立する :

定理 2.3 ([CP95, CP]). BC×,X
(1)
n
と C

X
(1)
n
の単純対象の同型類の間に 1対 1対応が存在

する.

この定理でm ∈ BC×,X
(1)
n
に対応するC

X
(1)
n
の単純対象をL(m)と書く. ここでは,

dimL(m)m = 1 x+
i,r.L(m)m = 0, ∀i ∈ I, r ∈ Z

となるように対応させている. 特にL(Yi,a)の形の表現は基本表現と呼ばれる. さらに
q-指標準同型と呼ばれる以下の射χqが定義される :

定理 2.4 ([FR99]). モノイダルアーベル圏 C
X

(1)
n
のGrothendieck環をK(C

X
(1)
n
)とする.

このとき, 対応
[V ] 7→

∑
m

dim(Vm)m

は単射環準同型χq : K(C
X

(1)
n
) → YC×,X

(1)
n
を与える.

注意 2.5. 一般にC
X

(1)
n
の対象V,Wに対し, V ⊗W ≃ W ⊗ V は成立しないが, K(C

X
(1)
n
)

は可換である.

注意 2.6. 環準同型 cl : YC×,X
(1)
n

→ Z[e±ϖi | i ∈ I], Yi,a 7→ eϖiを考えると, cl(χq(V ))は注
意2.2で指定されたUq(g) ↪→ Uq(Lg)を介して, V をUq(g)の表現とみなしたときの通常
の指標に一致する.



各 i ∈ I, a ∈ C×に対し,

Ai,a := Yi,aq−1
i
Yi,aqi

 ∏
j : cji=−1

Y −1
j,a

 ∏
j : cji=−2

Y −1
j,aq−1Y

−1
j,aq

 ∏
j : cji=−3

Y −1
j,aq−2Y

−1
j,a Y

−1
j,aq2

 .

とする. (注意2.6の記号で, cl(Ai,a) = eαiである.) ここで, YC×,X
(1)
n
内のLaurent単項式

に対し, 半順序を

m ≤ m′ ⇔ある非負整数の組 (vi,a)i∈I,a∈C×に対し,m(m′)−1 =
∏

i∈I,a∈C×

A
−vi,a
i,a

と定義する. この半順序によって, mがχq(L(m))の最高単項式であることが以下のよ
うに述べられる :

定理 2.7 ([FM01]). 支配的単項式m ∈ BC×,X
(1)
n
に対し, YC×,X

(1)
n
の元χq(L(m)) −mに

現れる単項式は全てmよりも半順序≤に関して真に小さい.

今C•,X(1)
n
を,

χq(V ) ∈ Z[Y ±1
i,qr | i ∈ I, r ∈ Z] =: Y

X
(1)
n

を満たす対象V のなす C
X

(1)
n
の充満部分圏とおく. このとき, C•,X(1)

n
は C

X
(1)
n
の部分モノ

イダルアーベル圏である. 圏C
X

(1)
n
の単純対象の構造およびモノイダル圏としての非自

明な構造の研究は, C•,X(1)
n
に帰着される [HL10, §3.7]. 以降は常に圏C•,X(1)

n
内の対象を考

えるので, 以下の記法を用いる :

Yi,r := Yi,qr Ai,r := Ai,qr B
X

(1)
n

:= BC×,X
(1)
n

∩ Y
X

(1)
n
.

例 2.8. Lg = sl2[t
±1] (A

(1)
1 型)のとき, I = {1}であり,

χq(L(Y1,r)) = Y1,r + Y −1
1,r+2 = Y1,r(1 + A−1

1,r+1).

Lg = so5[t
±1] (B

(1)
2 型)のとき, I = {1, 2}であり,

χq(L(Y1,r)) = Y1,r + Y2,r+1Y2,r+3Y
−1
1,r+4 + Y2,r+1Y

−1
2,r+5 + Y1,r+2Y

−1
2,r+3Y

−1
2,r+5 + Y −1

1,r+6

= Y1,r(1 + A−1
1,r+2 + A−1

1,r+2A
−1
2,r+4 + A−1

1,r+2A
−1
2,r+2A

−1
2,r+4 + A−1

1,r+2A
−1
1,r+4A

−1
2,r+2A

−1
2,r+4).

各m =
∏

i∈I,r∈Z Y
ui,r

i,r ∈ B
X

(1)
n
に対し, 標準表現M(m)を,

M(m) :=
−→⊗
r∈Z

(⊗
i∈I

L(Yi,r)
⊗ui,r

)
と定義する.

注意 2.9. 実は
⊗

i∈I L(Yi,r)
⊗ui,rの部分の同型類はテンソル積の順序によらない.

−→⊗
r∈Z

は左から右へ数の増える順にテンソル積を取るという意味である.

命題 2.10. {[L(m)] | m ∈ B
X

(1)
n
}と{[M(m)] | m ∈ B

X
(1)
n
}はともにK(C•,X(1)

n
)のZ-基底

である.

いま, χq(M(m))はL(Yi,0), i ∈ Iの q-指標がわかれば容易に計算可能なものである.

これより, {[L(m)] | m ∈ B
X

(1)
n
}と {[M(m)] | m ∈ B

X
(1)
n
}の基底の変換行列を求めるこ

とができれば既約表現の q-指標が求められる. この変換行列を求めるための道具が次
に説明する (q, t)-指標である.



3. 量子Grothendieck環
Varagnolo-Vasserot[VV03], Nakajima[N04]によって対称型の場合にK(C•,X(1)

n
)の t-変形

となる量子Grothendieck環Kt(C•,X(1)
n
)が導入された. 彼らの構成は, 次数付き箙多様体

を用いる幾何的なものである. しかし,本稿では非対称型を考えるため, Hernandez[H04]

による代数的な構成を復習する. Hernandezの構成はADE型の場合には, Varagnolo-

Vasserot, Nakajimaによって構成されたものと同等のものになる.

まず, q-指標の入る空間Y
X

(1)
n
を以下のデータを用いて非可換化する :

CをXn型のCartan行列として, C(z) = (C(z)ij)i,j∈I , C̃(z) = (C̃(z)ij)i,j∈I (z : 不定
元) を

C(z)ij =

{
zri + z−ri i = jのとき,

[cij]z i ̸= jのとき,
C̃(z) = C(z)−1

で定義する. さらに, 各 C̃(z)ijを形式的Laurent級数環Z((z−1))の元とみなし,

C̃(z)ji =
∑
r∈Z

c̃ji(r)z
r ∈ Z((z−1))

と書く. このときX
(1)
n 型量子トーラスY

t,X
(1)
n
とは以下で定義されるZ[t±1/2]-代数である

:

生成元 : Ỹ ±1
i,r (i ∈ I, r ∈ Z)

関係式 : (I) Ỹi,rỸ
−1
i,r = 1 = Ỹ −1

i,r Ỹi,r,

(II) 各 i, j ∈ I, r, s ∈ Zに対し,

Ỹi,rỸj,s = tγ(i,r;j,s)Ỹj,sỸi,r.

ここで, γ : (I × Z)2 → Zは

γ(i, r; j, s) :=c̃ji(−rj − r + s) + c̃ji(rj + r − s)− c̃ji(rj − r + s)− c̃ji(−rj + r − s)

で与えられる.

例 3.1. B2型Cartan行列C =

(
2 −1

−2 2

)
を考えると,

C(z) =

(
z2 + z−2 −1

−z − z−1 z + z−1

)
C̃(z) =

1

z3 + z−3

(
z + z−1 1

z + z−1 z2 + z−2

)
となるので,

C̃(z)11 =
∑
k≥0

(−1)k(z−6k−2 + z−6k−4), C̃(z)12 =
∑
k≥0

(−1)kz−6k−3,

C̃(z)21 =
∑
k≥0

(−1)k(z−6k−2 + z−6k−4), C̃(z)22 =
∑
k≥0

(−1)k(z−6k−1 + z−6k−5),

である. よって, c̃ji(r)は以下のようにまとめられる (空欄は0の意味である) :

c̃j1(r)

1

2
j

−2 −4 −6 −8 −10 −12 −14 −16 · · ·

· · ·

r

1 1 −1 −1 1 1

1 1 −1 −1 1 1

c̃j2(r)

1

2
j

−1 −3 −5 −7 −9 −11 −13 −15 · · ·

· · ·

r

1 −1 1

1 1 −1 −1 1

一般のBnの同様の表については [HO18, Example 4.3, Appendix A]を参照のこと.



いま, Z-代数準同型

evt=1 : Yt,X
(1)
n

→ Y
X

(1)
n
,

{
t1/2 7→ 1,

Ỹi,r 7→ Yi,r, i ∈ I, r ∈ Z,

が存在する. この射は t = 1への特殊化と呼ばれる. さらに, 以下のバー対合と呼ばれ
るZ-反代数対合

· : Y
t,X

(1)
n

→ Y
t,X

(1)
n
,

{
t1/2 7→ t−1/2,

Ỹi,r 7→ t−1Ỹi,r, i ∈ I, r ∈ Z,

が存在する.

各Y
X

(1)
n
のLaurent単項式mに対し, あるY

t,X
(1)
n
の t

1
2
Z係数Laurent単項式mであっ

て, m = mを満たすものがただ一つ存在する. (e.g. Yi,r = t−1/2Ỹi,r.) この記号で,

Ãi,r := Ai,rと定義する. また, Y
t,X

(1)
n
の (t

1
2
Z係数)支配的単項式をY

X
(1)
n
の場合と同様に

定義する.

次にY
t,X

(1)
n
の中で量子Grothendieck環を定義する. 各 i ∈ Iに対し,

Ki,t := ⟨Ỹi,r(1 + tÃ−1
i,r+ri

), Ỹ ±1
j,r | j ∈ I \ {i}, r ∈ Z⟩Z[t±1/2]−代数 ⊂ Y

t,X
(1)
n

とする. このとき, C•,X(1)
n
の量子Grothendieck環Kt(C•,X(1)

n
)を

Kt(C•,X(1)
n
) :=

∩
i∈I

Ki,t

と定義する. ここで各 i ∈ Iに対し, Ki,t = Ki,tとなり, Kt(C•,X(1)
n
) = Kt(C•,X(1)

n
)である

ことにも注意する. 以下が成立する.

定理 3.2 ([N04, H04]). (1) 各 i ∈ I, r ∈ Zに対し, Yi,rのみを支配的単項式に持つ
Kt(C•,X(1)

n
)の元がただ一つ存在する. この元をLt(Yi,r)と書く.

(2) evt=1(Kt(C•,X(1)
n
)) = K(C•,X(1)

n
).

注意 3.3. 本稿では扱わないが, このKi,tは iに付随する遮蔽演算子の t-類似の核である.

これは, 通常の q-指標のなす代数 (≃Grothendieck環)が iに付随する遮蔽演算子の核の
i ∈ Iを渡る共通部分として記述されることを t-類似の設定で考えたものとなっている.

詳しくは [H04]を参照のこと.

いまLt(Yi,r)は,

evt=1(Lt(Yi,r)) = χq(L(Yi,r))

を満たし, 基本表現の (q, t)-指標と呼ばれる. またLt(Yi,r)の特徴づけより, Lt(Yi,r) =

Lt(Yi,r)である.

各m =
∏

i∈I Y
ui,r

i,r ∈ B
X

(1)
n
に対し,

Mt(m) := tNm

−→∏
r∈Z

(∏
i∈I

Lt(Yi,r)
ui,r

)

とする. ただし, Nm ∈ 1
2
ZはMt(m)におけるmの係数が 1となるように定義する. (実

は
∏

i∈I Lt(Yi,r)
ui,rは可換な元の積である.) このとき, 以下が成立する.



• {Mt(m) | m ∈ B
X

(1)
n
}はKt(C•,X(1)

n
)のZ[t±1/2]-基底.

• 各m ∈ B
X

(1)
n
に対し, evt=1(Mt(m)) = χq(M(m)).

これらの性質より, Mt(m)は標準表現M(m)の (q, t)-指標と呼ばれる. 各Mt(m)は
Mt(Yi,0) = Lt(Yi,0), i ∈ Iが一度計算されれば容易に計算可能な元であることに注意す
る. ここから新たな基底が得られる :

定理 3.4 ([N04, H04]). 以下の性質を満たすKt(C•,X(1)
n
)のZ[t±1/2]-基底 {Lt(m) | m ∈

B
X

(1)
n
}が唯一つ存在する :

(S1) Lt(m) = Lt(m),

(S1) Mt(m) = Lt(m) +
∑

m′<m Pm,m′(t)Lt(m
′). ここで, Pm,m′(t) ∈ t−1Z[t−1].

この各元 Lt(m)は既約表現 L(m)の (q, t)-指標と呼ばれる. それは対称型の場合の
Nakajimaによる以下の定理による :

定理 3.5 ([N04]). 量子ループ代数Uq(X
(1)
n )が対称型 (X = ADE)のとき,

(1) 各m ∈ B
X

(1)
n
に対し, evt=1(Lt(m)) = χq(L(m)).

(2) 各m,m′ ∈ B
X

(1)
n
に対し, Pm,m′(t) ∈ t−1Z≥0[t

−1].

この定理の証明はNakajimaによる次数付き箙多様体を用いた幾何的なUq(Lg)の標
準表現の構成に基づいており, 対称型に限定されている. 代数的な構成からはこの点は
保証されず, 以下は一般には予想である :

予想 3.6. 量子ループ代数Uq(X
(1)
n )が非対称型 (X = BCFG)のとき,

(1) 各m ∈ B
X

(1)
n
に対し, evt=1(Lt(m)) = χq(L(m)).

(2) 各m,m′ ∈ B
X

(1)
n
に対し, Pm,m′(t) ∈ t−1Z≥0[t

−1].

定理 3.5, 予想 3.6が重要である理由は, 各Lt(m)が標準表現の (q, t)-指標から, 量子
ループ代数Uq(X

(1)
n )の表現論を介さず, 機械的に計算されることにある. (S1), (S2)によ

る既約表現の (q, t)-指標の特徴づけは, Kazhdan-Lusztigアルゴリズム [L, Lemma 24.2.1]

と呼ばれる既約表現と標準表現の (q, t)-指標の間の基底変換の計算アルゴリズムを与え
る. よって, 定理3.5および予想3.6の (i)は, 一般の既約表現の q-指標を求める純代数的
なアルゴリズムの存在を保証する非常に強い主張である.

4. 主結果
4.1. 主結果とその系

以下が 1章にも述べた本稿で主要となる同型である. ここでは, Y
X

(1)
n
内の単項式m =∏

i∈I,r∈Z Y
ui,r

i,r と s ∈ Zに対して,

m(s) :=
∏

i∈I,r∈Z

Y
ui,r

i,r+s

と書くことにする.



定理 4.1 (Hernandez-O.). Z[t±1/2]-代数としての同型

ΦA→B : Kt(C•,A(1)
2n−1

)
∼−→ Kt(C•,B(1)

n
)

が存在する. さらに, ΦA→Bはそれぞれの圏に対する既約表現の (q, t)-指標の間の具体
的な全単射を与える. また, ΦA→B(Lt(Yi,r)) = Lt(m)となるとき,

ΦA→B(Lt(Yi,r+1)) = Lt(m(1)) ΦA→B(Lt(Y2n−i,r−2n))) = Lt(m(−4n+2)) (∗)

を満たす.

注意 4.2. 量子ループ代数Uq(A
(1)
2n−1)とUq(B

(1)
n )の間には直接の代数的な関係はないこ

とに注意する. また, (∗)に現れる2nはA
(1)
2n−1型の双対Coxeter数, 4n− 2はB

(1)
n 型の双

対Coxeter数の2倍である.

ここでは具体的な (q, t)-指標の間の公式を記述する代わりに例を与える.

例 4.3. 例えば, n = 3 (A
(1)
5 /B

(1)
3 型の間の対応)の場合, A

(1)
5 型の基本表現はB

(1)
3 型の既

約表現に以下のように対応する. (ここではLtにA,Bを付けてタイプを指定する.) な
お, (∗)により以下の対応でC•,A(1)

5
内の基本表現のΦA→Bによる像は全て計算される.

LA
t (Y1,0) ↔ LB

t (Y3,−5), LA
t (Y1,−2) ↔ LB

t (Y3,1), LA
t (Y1,−4) ↔ LB

t (Y1,−6),

LA
t (Y2,1) ↔ LB

t (Y3,−1), LA
t (Y2,−1) ↔ LB

t (Y3,1Y3,−5), LA
t (Y2,−3) ↔ LB

t (Y3,−3),

LA
t (Y2,−5) ↔ LB

t (Y2,−8), LA
t (Y3,0) ↔ LB

t (Y3,1Y3,−1), LA
t (Y3,−2) ↔ LB

t (Y3,−3Y3,−5),

LA
t (Y3,−4) ↔ LB

t (Y3,−7), LA
t (Y4,−1) ↔ LB

t (Y2,−2), LA
t (Y4,−3) ↔ LB

t (Y2,−6),

LA
t (Y5,0) ↔ LB

t (Y1,0), LA
t (Y5,−2) ↔ LB

t (Y1,−4), LA
t (Y5,−4) ↔ LB

t (Y1,−8).

この対応からわかるように, 一般には基本表現も基本表現に対応するわけではなく, 対
応する最高単項式の次数は保存されない. また, この対応は次元も保存しない. 例えば,

LA(Y1,−4)は 6次元表現であるが, LB(Y1,−6)は 7次元表現である. このような点からも
ΦA→Bは非自明な対応であると言える.

定理 4.1により, A
(1)
2n−1型の (q, t)-指標について知られている様々な正値性をB

(1)
n 型

(q, t)-指標の正値性に直ちに読み替えることができる. B
(1)
n 型の (q, t)-指標に関してはこ

のような正値性は新しい結果である.

系 4.4 (Kazhdan-Lusztig型多項式の正値性). 各m ∈ B
B

(1)
n
に対し,

Mt(m) =
∑

m′∈B
B

(1)
n

Pm,m′(t)Lt(m
′)

と書くと, Pm,m′(t) ∈ Z≥0[t
−1]である.

これはB
(1)
n 型における予想 3.6(ii)の肯定的解答である. 実際にはより強く以下が成

立する. これもNakajimaによってA
(1)
2n−1型 (より一般に対称型)の場合には証明が与え

られていた性質である :

系 4.5 (構造定数の正値性). 各m1,m2 ∈ B
B

(1)
n
に対し,

Lt(m1)Lt(m2) =
∑

m∈B
B

(1)
n

cmm1,m2
(t)Lt(m)

と書くと, cmm1,m2
(t) ∈ Z≥0[t

±1/2]である.



ちなみに, 系 4.5が系 4.4よりも強いことは, Mt(m)がLt(Yi,r)らの積で定義されてい
たことを思い出せばすぐにわかる.

Kashiwara-Kim-Ohは, Kang, Kashiwara, Kim, Ohにより確立された一般化量子ア
フィンSchur-Weyl双対性を用いて, 圏論的に以下の通常のGrothendieck環の間の同型
を証明している :

定理 4.6 ([KKO19]). Z-代数としての同型

K(C•,A(1)
2n−1

)
∼−→ K(C•,B(1)

n
)

であって, 既約表現の類の間の全単射を与える写像ϕA→Bが存在する.

ここで標準表現の間の対応に着目することで, 以下が確かめられる :

定理 4.7 (Hernandez-O.). ΦA→Bを t = 1に特殊化するとϕA→Bに一致する.

ここで定理 4.7は我々の同型の方が強い主張であることを意味しているのではなく,

むしろ我々の同型の構成とKashiwara-Kim-Ohによる同型の構成は次の意味で全く独
立であるを注意しておく : アプリオリには,

• ΦA→Bを t = 1に特殊化したものは定理 4.1より, {evt=1(Lt(m)) | m ∈ B
A

(1)
2n−1

}を
{evt=1(Lt(m)) | m ∈ B

B
(1)
n
}に移すが,

• ϕA→B(を q-指標で解釈したもの)は定理 4.6より, {χq(L(m)) | m ∈ B
A

(1)
2n−1

}を
{χq(L(m)) | m ∈ B

B
(1)
n
}に移す.

A
(1)
2n−1型の場合には evt=1(Lt(m)) = χq(L(m))であることがわかっているが, B

(1)
n 型の

場合にはこの一致は予想 3.6(i)に他ならない. 従って, 定理 4.7はB
(1)
n 型の場合の予想

3.6(i)の肯定的解決を導く :

系 4.8. 各m ∈ B
B

(1)
n
に対し, evt=1(Lt(m)) = χq(L(m)).

4.2. 定理4.1の証明の概略

ここでは, 定理4.1の同型を構成する方法の概略を説明する.

圏 C•,A(1)
n
, C•,B(1)

n
にはその “コア”となるようなモノイダルアーベル部分圏 CQ,A

(1)
n
,

C
Q,B

(1)
n
が存在する. 前者の定義は [HL15], 後者の定義は [OSu16]による. ここで, これ

らの部分圏は定理4.1での周期性 (∗)に関する“基本領域”に相当する部分となる. 実際
に, 全体の圏はこれらの部分圏の無限個のコピーの貼り合わせとしてとらえることがで
きる. 我々の基本的な方針は,

• まず“コア”の部分での同型Kt(CQ,A
(1)
2n−1

) ≃ Kt(CQ,B
(1)
n
)を証明し, これを全体に拡

張する

というものである. なお, 全体の圏とこれらの部分圏のサイズの関係は “アーベル圏A
の導来圏Db(A)とその自然な t-構造に関するコア”のような関係と言える. この捉え方
については [HL15]を参照のこと.

部分圏CQ,A
(1)
n
, C

Q,B
(1)
n
の顕著な性質として, それらの量子Grothendieck環は, (冪単部

分群の)量子座標環と呼ばれる別の文脈に現れる環を用いて記述されることが知られて
いる :



定理 4.9 (Hernandez-Leclerc [HL15]). At−1 [NAn
− ]をZ[t±1/2]上のAn型 3量子座標環と

する. このとき, Z[t±1/2]-代数としての同型

ΦA : Kt(CQ,A
(1)
n
)

∼−→ At−1 [NAn
− ]

が存在する. さらに, ΦAは既約表現の (q, t)-指標のなす基底を, (Lusztig, Kashiwaraの
意味での )At−1 [NAn

− ]の双対標準基底に移す.

定理 4.10 (Hernandez-O. [HO18]). Z[t±1/2]-代数としての同型

ΦB : Kt(CQ,B
(1)
n
)

∼−→ At−1 [N
A2n−1

− ]

が存在する. さらに, ΦBは既約表現の (q, t)-指標のなす基底を, At−1 [N
A2n−1

− ]の双対標
準基底に移す.

これらの同型は 1章に述べた “(量子)団代数構造”に着目することで証明される : 部
分圏の量子Grothendieck環, および量子座標環はそれぞれある有限変数の量子トーラ
スの部分代数として実現される (これは量子団代数の見方では量子 Laurent現象に対
応する事実である). ここで, まずはこれらの量子トーラスの間の同型を証明する. そ
の後でこれが量子Grothendieck環と量子座標環の間の同型に制限されることを示す.

この制限のステップでは, 量子T -系と呼ばれる量子Grothendieck環内での等式 [HL15,

Proposition 5.6], [HO18, Theorem 9.6]が量子座標環における量子行列式等式 [GLS13,

Proposition 5.5]に対応することを確かめることが証明のポイントとなる (これらの等
式の族は量子団代数構造においては特別な変異列とみなすことができる).

双対標準基底と (q, t)-指標との対応は, 双対標準基底の代数的な特徴づけ [Ki12, The-

orem 4.29]と, (q, t)-指標の特徴づけ (定理3.4)の比較によって証明される.

さて CQ,A
(1)
2n−1
に対するΦAと C

Q,B
(1)
n
に対するΦBをつなぎ合わせることで, 次の量子

Grothendieck環の間の同型を得る :

系 4.11. 次の形のZ[t±1/2]-代数としての同型が存在する :

Kt(CQ,A
(1)
2n−1

) ≃ Kt(CQ,B
(1)
n
),

{
既約表現の
(q, t)-指標

}
↔

{
既約表現の
(q, t)-指標

}
.

ちなみに, この同型で既約表現がどのように対応するかということは, 最高単項式の
言葉で具体的に記述することができる. この対応の計算は一度 (q, t)-指標を双対標準基
底の元に翻訳し, 双対標準基底の性質を用いることで行われる ([HO18, §12]を参照).

最後に,系4.11の同型の“無限個のコピーを並べて貼り合わせて”全体の量子Grothendieck

環の間の同型ΦA→Bにできることを証明する. 特に定理 4.1の周期性 (∗)はこの構成か
ら従う. この部分は2つのステップからなる :

(1) まず, 係数拡大をした環Q(t1/2) ⊗Z[t±1/2] Kt(C•,A(1)
2n−1

), Q(t1/2) ⊗Z[t±1/2] Kt(C•,B(1)
n
)

の生成元と関係式による表示を求め, 特にそれらが全く同じ形であることを確か
める. (C•,A(1)

2n−1
の方に関しては [HL15, Theorem 7.3]を参照.)

(2) (1)の考察から係数拡大をした部分での同型がわかり, さらに (q, t)-指標の対応を
証明することで, これを係数拡大していない環の間の同型に制限する.

3A
(1)
n 型でないことに注意.



(1)で一度係数拡大をするのは, 係数拡大をすることで量子座標環At−1 [N
A2n−1

− ]が簡単
な生成元と関係式によって表示されることに由来する. こうして “コア”の部分での表
示がわかれば, 後はそれらのコピーの間の関係を調べれば全体が記述されることになる.

5. 今後の課題
最後に今後の課題について述べる. 本稿ではA

(1)
2n−1/B

(1)
n 型の場合にその量子アフィン

代数の有限次元表現圏の間に類似が見られることを説明したが, 実はこのような類似
性はD

(1)
n+1/C

(1)
n , E

(1)
6 /F

(1)
4 , D

(1)
4 /G

(1)
2 型の場合にも成立することが期待されている. 実

際に, 一般化量子アフィンSchur-Weyl双対性を用いる圏論的な方向からはKashiwara-

Oh[KO17], Oh-Scrimshaw[OSc18]によって, これら全てのペアの場合に, “コア”の部分
の通常のGrothendieck環の間の同型が, 既約表現の類を保つ形で存在することが示さ
れている. (量子Grothendieck環を扱うアプローチは今のところ我々のA

(1)
2n−1/B

(1)
n 型の

場合のもののみである.) 特に期待される全ての場合で, 対称型と非対称型が結ばれて
いる点は特筆すべき部分である. この点に着目することは今まであまり方法のなかった
非対称型の場合の予想3.6にアプローチを与えていると言える.

さらに, この類似性で対応する既約表現の q-指標の間の変換公式を考えることも, 面
白い方向であると思われる. 現在A

(1)
2n−1/B

(1)
n 型の場合には既約表現の間の対応は最高

単項式の言葉ではどのように移りあっているかが具体的に記述されるが, その他の項が
どのように移っているか (特に次元は対応する表現同士でどのような関係にあるか)は
明確でない. 筆者はこの問題に現在団代数の視点から取り組んでいる.

また, 自然な考え方としてこのような同型は圏同値から来ているのではないかという
ことも期待される. この点に関してはKashiwara-Kim-Ohらのような一般化量子アフィ
ンSchur-Weyl双対性からの圏論的なアプローチが良いように思われる. 例えばこの方
向の進展としては [F17]が挙げられる.
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