
代数多様体の特異点論と正標数の手法
高木 俊輔 (東京大学大学院数理科学研究科)∗

この講演では，講演者がここ数年で得た代数多様体の特異点に関する結果について解説する．

1. 局所コホモロジーの消滅定理
この節では，可換環論における基本的な道具である，局所コホモロジーの消滅定理について説
明する．以下 (S,m) を優秀局所環とし，I ⊊ S を S の真のイデアルとする．

定義 1.1. S の I に関する局所コホモロジー次元 cd(S, I) を次のように定義する．

cd(S, I) := sup{i | H i
I(M) ̸= 0となる S加群 M が存在する}

=sup{i | H i
I(S) ̸= 0}.

局所コホモロジーの基本性質から，ht I ≤ cd(S, I) ≤ dimS が成り立つ．I = m の場合に
cd(S,m) = dimS であることはよく知られているが，一般にはcd(S, I) < dimS である．H i

I(S)

の消滅定理としては，次の2つの定理が有名である．

定理 1.2 (第 1消滅定理, Hartshorne-Lichtenbaum [5]). S は解析的既約である，つまり S の
m進完備化 Ŝ は整域であると仮定する．このとき dimS/I ≥ 1 ならば，cd(S, I) ≤ dimS − 1

である．

定理 1.3 (第 2消滅定理, Ogus [11], Peskine-Szpiro [13], Huneke-Lyubeznik [7]). (S,m) は
等標数の正則局所環とし，S/m は代数閉体であると仮定する．また R = S/I とおき，R̂ を
R の m進完備化とする．このとき，dimR ≥ 2 かつ Spec R̂ \ {mR̂} が連結であることと，
cd(S, I) ≤ dimS − 2 であることは同値である．

ここで，次の疑問を考える．

疑問 1.4. (S,m) は等標数の正則局所環とする．depth S/I ≥ i ならば，cd(S, I) ≤ dimS − i

であるか？

定理 1.2, 1.3 から，i = 1, 2 の場合は疑問 1.4 は正しいことがわかる．また次も成り立つ．

定理 1.5 (Peskine-Szpiro [13]). S が正標数の正則局所環であれば，疑問 1.4 は正しい．

しかし S が等標数0の正則局所環の場合，疑問 1.4 には反例がある．

例 1.6. k を標数 p ≥ 0 の体，S = k[X1, X2, X3, Y1, Y2, Y3] をk 上の6変数多項式環とし，

I = (X1Y2 −X2Y1, X2Y3 −X3Y2, X3Y1 −X1Y3) ⊂ S

とおく．つまり，S/I は P1
k × P2

k のアフィン錐である．S/I は4次元 Cohen-Macaulay環であ
ることに注意する．このとき

H3
I (S)

{
= 0 (p > 0)

̸= 0 (p = 0)
, cd(S, I) =

{
2 (p > 0)

3 (p = 0)

が成り立つ．従って，この例は疑問 1.4の i = 4 の場合の反例になっている．

それでは，疑問 1.4の i = 3 の場合はどうだろうか．S が体上本質的有限型の場合（つまり，
代数多様体の局所環の場合）には正しいことが証明できる．
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定理 1.7 ([1]). (S,m) は体上本質的有限型な正則局所環とする．このとき depth S/I ≥ 3 なら
ば，cd(S, I) ≤ dimS − 3 である．

また S が標数0の体上本質的有限型の場合は，疑問 1.4の i = 4 の場合が成り立つための障
害を局所 Picard 群を用いて記述することができる．ここで局所環 (A,mA) の局所 Picard 群
Picloc(A) は，Picloc(A) = Pic(Spec A \ {mA}) と定義する．

定理 1.8 ([1]). (S,m) は標数 0 の体上本質的有限型な正則局所環とし，S/m は代数閉体であ
るとする．さらに depth S/I ≥ 4 と仮定する．このとき，cd(S, I) ≤ dimS − 4 であることと
Picloc(Ŝ/I) が捩れ群であることは同値である．

2. F冪零特異点の Hodge 理論的解釈
この節では，Frobenius 写像を用いて定義される正標数の特異点の例として，F 冪零特異点に
ついて説明する．(R,m) を標数 p > 0 の d次元被約局所環とし，F : R → R を Frobenius 写
像とする．F は局所コホモロジー加群 H i

m(R) の間の p線型写像 H i
m(R) → H i

m(R) を誘導す
る．この写像も同じ F で表すことにする．また Min R を R の極小素イデアルの集合とし，
R◦ := R \

∪
p∈Min R

p とおく．

定義 2.1. (i) Hd
m(R) における零加群の密着閉包 0∗

Hd
m(R)

を次のように定義する．

0∗
Hd

m(R)
:= {z ∈ Hd

m(R) | ∃c ∈ R◦ が存在し，∀e ≫ 0 に対して cF e(z) = 0が成り立つ}.

R が解析的既約ならば，0∗
Hd

m(R)
は F の作用で閉じている Hd

m(R) の真の部分加群のうち最大
のものである ([18])．
(ii) R が Cohen-Macaulay でかつ 0∗

Hd
m(R)

= 0 が成り立つとき，R は F有理であるという．
(iii) F e(H0

m(R)) = · · · = F e(Hd−1
m (R)) = F e

(
0∗
Hd

m(R)

)
= 0 となる e ∈ N が存在するとき，R

は F冪零であるという．
定義から，F有理ならば F冪零である．

例 2.2. k を標数 p > 0 の完全体とする．
(i) k[X,Y, Z](X,Y,Z)/(X

2 + Y 3 + Z7) は F冪零であるが，k[X,Y, Z](X,Y,Z)/(X
2 + Y 3 + Z7 +

XY Z) は F冪零ではない．
(ii) k[X,Y, Z](X,Y,Z)/(X

4 + Y 4 + Z4) が F 冪零であることと，p ≡ 3 mod 4 であることは同
値である．

標数 p への還元を用いて，標数 0の特異点に対し F 有理性及び F 冪零性を定義する．Rを
標数0の体k上有限型な環とする．

R = k[X1, . . . , Xn]/(f1, . . . , fr), fi =
∑
j

aijX
j ∈ k[X1, . . . , Xn]

と表したとき，A = Z[aij ] ⊆ k を f1, . . . , fr の係数で生成された k の Z部分代数とする．A

上有限型な環 RA = A[X1, . . . , Xn]/(f1, . . . , fr)を考えると，RA ⊗A k ∼= Rが成り立つ. ここ
で A を適当な一元局所化 Aa と取り替えることにより，RA は A 上平坦であると仮定して良
い (generic flatness)．このような RA を R の A 上のモデルという．µ を Spec A の閉点とし
たとき，RA の µ 上のファイバー RA ⊗A A/µ を Rµ と表す．Rµ は有限体 A/µ 上有限型であ
ることに注意する．Rが正則 (resp. Cohen-Macaulay, 正規，被約)のとき，必要ならば A を
さらに拡大することによって，RA は正則 (resp. Cohen-Macaulay, 正規, 被約)であるように
とれる．このとき，全ての閉点 µ ∈ Spec A に対して，Rµ は正則 (resp. Cohen-Macaulay, 正



規, 被約)である．標数0の体 k 上有限型なスキーム X に対しても，同様にして標数 p > 0 へ
の還元 Xµ を考えることができる．

定義 2.3. R を標数 0の体 k 上本質的有限型な被約局所環とする．R がF 有理型 (resp. F 冪
零型) であるとは，k の有限生成 Z部分代数 A上のモデル RA が与えられたとき，Spec A の
Zariski 開集合 S ̸= ∅ が存在し，任意の閉点 µ ∈ S に対して Rµ が F 有理 (resp. F 冪零) に
なるときにいう．この定義はモデル RA の取り方によらない．

例 2.2 より，次がわかる．

例 2.4. C[X,Y, Z](X,Y,Z)/(X
2+Y 3+Z7)は F冪零型であるが，C[X,Y, Z](X,Y,Z)/(X

4+Y 4+

Z4) は F冪零型ではない．

Karen Smith [18]，原 [6], Mehta-Srinivas [10] によって，F有理環は有理特異点と対応して
いることが示された．

定理 2.5 ([18], [6], [10]). (R,m)を標数 0の体上本質的有限型な被約局所環とする．Rが F有理
環であることと，Spec R が有理特異点である（つまり，任意の特異点解消 π : Y → X = Spec R

と任意の i > 0 に対し，Riπ∗OY = 0 が成り立つ）ことは同値である．

では F冪零環はどのような幾何学的特異点と対応しているのだろうか？ Srinivasとの共同研
究 [19] において，次の予想を提唱した．

予想 Hn. (R,m) を C 上本質的有限型な正規局所環で，孤立特異点であるとする．このとき
(x ∈ X) := Spec R とおくと，H∗

{x}(Xan,C) は混合 Hodge 構造を持つことに注意する．R が
F冪零型であることと，任意の i に対し Gr0FH

i
{x}(Xan,C) = 0 が成り立つことは同値である．

予想 Hn は次の数論幾何的予想と密接に関係している．

予想 Nn. V を標数 0 の代数閉体 k 上定義された n次元単純正規交叉射影多様体とする．k の
有限生成 Z部分代数 A 上のモデル VA が与えられたとき，Spec A の閉点の稠密集合 S が存
在し，次が成り立つ：任意の i ≥ 0 に対し，H i(V,OV ) ̸= 0 ならば，任意の µ ∈ S に対して
H i(Vµ,OVµ)への Frobenius 写像の作用は非冪零である．

Ogus [12] は，標数0のアーベル曲面は無限個の通常素点を持つことを証明した．Ogusの手
法 ([12], [9]) と p進エタールコホモロジーの Hodge-Tate 分解を組み合わせることにより，予
想 N2 が正しいことを確認できる．そしてこのことから，予想 H3 が正しいことが導かれる．

定理 2.6 ([19]). 予想 Nn−1 が正しければ，予想 Hn も正しい．特に予想 H3 は正しい．

3. 3次元準射影多様体の一般超平面切断の特異点
前節のF冪零特異点のような，Frobenius 写像を用いて定義される特異点を総称して F特異点
という．この節では，F特異点論の双有理幾何学への応用について説明する．

定義 3.1. X を Q-Gorenstein（すなわち，ある r ∈ Nが存在して，rKX はCartier因子であ
る）正規スキームとする．任意の正規スキーム X̃ からの固有双有理射 π : X̃ → X に対し，

K
X̃

= π∗KX +
∑
i

aiEi (ただし，Eiは X̃ 上の π例外素因子である)

と表したとき，すべての i に対して ai ≥ 0 (resp. ai > −1) が成り立つならば，X は標準特異
点 (resp. 対数的端末特異点) しか持たないという．

定理 3.2 (Reid [14]). X を標数 0 の代数閉体上定義された Q-Gorenstein正規準射影多様体と
し，H を X の一般超平面切断とする．X が標準特異点 (resp. 対数的端末特異点 ) しか持た
なければ，H も標準特異点 (resp. 対数的端末特異点 ) しか持たない．



定理 3.2 の証明は自由な線形系に対する Bertini の定理に依存しており，正標数の場合に同
様の主張が成り立つかどうかはわかっていない．しかしながら，ジェットスキームの理論およ
びF特異点の理論を用いることで，次を示すことができる．

定理 3.3 ([15]). X を標数 p > 0 の代数閉体上定義された 3次元 Q-Gorenstein正規準射影多
様体とし，H を X の一般超平面切断とする．X が標準特異点しか持たなければ，H も標準
特異点しか持たない．p > 5 かつ X が対数的端末特異点しか持たなければ，H も対数的端末
特異点しか持たない．

対数的端末特異点の場合の証明には，F特異点の理論を用いる．まず記号を用意する．R を
標数 p > 0 の被約環とする．任意の e ∈ N に対し，R加群 F e

∗R を次のように定義する．アー
ベル群としては R そのものとし，R加群の構造を r · x := rp

e
x (r ∈ R, x ∈ F e

∗R) で定める．
F 1
∗R のことは単に F∗R と記す．また F e

∗R の元を F e
∗x (x ∈ R) の形で表す．F e : X → X を

X = Spec R の e回絶対 Frobenius 射としたとき，F e
∗R は F e

∗OX に対応する R加群に他なら
ない．x を F e

∗ (x
p) = x · F e

∗ 1 に送る e回 Frobenius 写像 F e : R → F∗R は R加群の準同型に
なる．F∗R が有限生成 R加群であるとき，R はF有限であるという．
定義 3.4. R は F有限な被約環とする．任意の c ∈ R◦ に対し，

cF e : R
F e

−−→ F e
∗R

×F e
∗ c−−−→ F e

∗R x 7→ F e
∗ (x

pe) 7→ F e
∗ (cx

pe)

が R加群の準同型として分裂するとき，R は 強 F正則 であるという．代数多様体 X の各局
所環が強 F正則であるとき，X は強 F正則特異点しか持たないという．

例 3.5. kを標数 p > 0の完全体とし，R = k[X,Y, Z]/(X2 + Y 3 + Z5)とおく．このとき，R

が強 F正則であることとp > 5 は同値である．

例 3.5 の一般化として，次が成り立つ．

定理 3.6 ([15]). (R,m) を F有限な標数 p > 0 の被約局所環とする（ただし，R/m は代数閉
体とは限らない）．p > 5 ならば，R が強 F 正則であることと，Spec R が対数的端末特異点
しか持たないことは同値である．

Schwede-Zhang [17] によって，強 F正則特異点については定理 3.2と類似の主張が成り立つ
ことが知られている．

定理 3.7 ([17]). X を標数 p > 0 の代数閉体上定義された準射影多様体とし，H を X の一般
超平面切断とする．X が強 F 正則特異点しか持たなければ，H も強 F 正則特異点しか持た
ない．

定理 3.6 を使って特異点が強 F正則である場合に帰着することで，定理 3.7 から定理 3.3 の
対数的端末特異点の場合が導かれる．

定理 3.3 の対数的端末特異点の場合の証明. x を X の任意の余次元 2の点とする．このとき
Spec OX,x は2次元対数的端末特異点しか持たない．従って 定理 3.6から，OX,x は強 F正則
である．X の強 F 正則点全体は X の開集合をなすので，有限個の閉点を除いて，X は強 F

正則特異点しか持たないことがわかる．H は X の一般超平面切断なので，有限個の閉点を避
けることができる．つまり，X は強 F正則特異点しか持たないと仮定して良い．このとき，定
理 3.7 と定理 3.6 から，H は対数的端末特異点しか持たない．



4. 大域的F正則多様体と対数的 Fano 多様体
前節で見たように，強 F正則特異点と対数的端末特異点は密接に関係している．この関係の大
域版として，大域的 F 正則多様体と対数的 Fano 多様体の関係について説明する．X は標数
p > 0 の完全体上定義された正規射影多様体とする．D を X 上の有効 Weil 因子としたとき，
自然な単射 i : OX → OX(D) が存在する．任意の e ∈ N に対し，F e

∗ i と e 回 Frobenius 射を
合成して，

OX
F e

−−→ F e
∗OX

F e
∗ i−−→ F e

∗OX(D) (4.1)

という射が得られる．

定義 4.1. X 上の任意の有効 Weil 因子 D に対し，(4.1) が OX 加群の射として分裂するよう
な e ∈ N が存在するとき，X は大域的 F正則であるという．
例 4.2. (1) 標数 p > 0 の代数閉体 k 上定義された非特異射影曲線 C が大域的 F 正則である
のは，C ∼= P1

k のときに限られる．
(2) 標数 p > 0 の完全体上定義されたトーリック射影多様体は大域的 F正則である．

大域的 F正則多様体はトーリック多様体と類似のコホモロジーの消滅定理を満たす．次の定
理は，大域的 F正則多様体上の小平の消滅定理の拡張である．

定理 4.3 ([3]). X を大域的 F正則多様体，L を X 上の半豊富な直線束とし，κ = κ(X,L) を
L の飯高次元とする．
(1) 任意の i ̸= n− κ に対し，H i(X,ωX ⊗ L) = 0 である．
(2) ある ℓ ∈ N に対し，s ∈ H0(X,L⊗ℓ) を非零切断とする．このとき，任意の m ≥ 1 に対し，
s が誘導する写像

×s : Hn−κ(X,ωX ⊗ L⊗m) → Hn−κ(X,ωX ⊗ L⊗(ℓ+m))

は単射である．

前節では Q-Gorenstein正規代数多様体に対して対数的端末特異点を定義したが，より一般
に，正規代数多様体とその上の有効 Q-Weil 因子の対に対して対数的端末特異点の概念を拡張
することができる．この対数的端末対の概念を用いて，対数的 Fano 多様体が定義される．

定義 4.4. Z を標数0の代数閉体上定義された正規射影多様体とする．−(KZ +∆) が豊富でか
つ (Z,∆) が対数的端末対であるような Z上の有効 Q-Weil 因子 ∆ が存在するとき，Z は対数
的 Fano 多様体であるという．
例えば，トーリック射影多様体は対数的 Fano 多様体である．大域的 F正則多様体と対数的

Fano 多様体は密接に関係している．

定理 4.5 ([16]). Z を標数 0の代数閉体 k 上定義された正規射影多様体とする．Z が対数的
Fano 多様体ならば，Z は大域的 F 正則型である．つまり，k の有限生成 Z部分代数 A 上の
モデル ZA が与えられたとき，Spec Aの Zariski 開集合 S ̸= ∅ が存在し，任意の閉点 µ ∈ S

に対して Zµ は大域的 F正則である．

予想 4.6 ([16]). 定理 4.5の逆も正しい．つまり，大域的 F 正則型多様体は対数的 Fano 多様
体である．

定理 4.7. (1) ([4]) Z が森夢空間ならば，予想 4.6 は正しい．
(2) ([2], [8]) dimZ = 2 ならば，予想 4.6 は正しい．

この講演では，予想 4.6 の最近の進展について説明したい．
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